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内 容 简介 


概率 与 我 们 的 日 常生 活 息 息 相 关 。 当 我 们 过 马路 
的 时 候 ， 当 我 们 上 保险 的 时 候 ， 当 我 们 买 彩票 的 时 候 ， 
我 们 都 在 和 不 确定 性 打交道 。 然 而 ,普通 人 对 概率 所 
知 甚 少 。 在 我 们 关于 概率 的 知识 中 ， 有 许多 本 应 避免 
的 错误 。 本 书 的 目的 是 让 普通 人 获得 应 用 概率 知识 的 
能 力 。 书 中 深入 探讨 了 彩票 、 轮 盘 赌 、 扑 克 游 戏 等 以 
概率 为 核心 的 问题 ， 引入 入 胜 的 分 析 经 党 使 读者 著 守 
顿 开 。 你 可 以 把 它 当 做 一 本 精妙 的 小 说 ， 也 可 以 把 它 
当做 一 本 实战 指导 手册 。 


下 
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几乎 每 一 个 你 有 意识 地 作出 的 决定 都 与 概率 相关 。 当 你 穿 
衣服 时 ， 你 的 决定 取决 于 你 对 天 气 的 判断 ， 当 你 过 马路 时 ， 你 
的 决定 取决 于 你 对 发 生 车 袍 的 可 能 性 的 估计 ， 你 储备 备用 灯 
泡 ， 是 为 了 应 付 某 种 可 能 性 ; 你 向 保险 公司 投保 ， 理 由 是 “以 _ 
防 万 一 "。 对 于 概率 ， 人 类 一 定 拥有 非常 充分 的 直觉 ， 否 则 人 下 
类 文明 不 可 能 演化 到 现在 的 状态 。 

另 一 方面 ， 尽 管 人 类 对 于 概率 有 非常 好 的 直觉 ， 多 数 人 对 
概率 的 理解 是 不 充分 的 。 最 显著 的 问题 有 两 个 ;其 一 ， 某 些 事 
件 发 生 的 概率 值 极 低 ， 如 何 定量 地 分 析 这 些 很 小 的 概率 值 之 间 
的 差别 ?比较 两 个 判断 。A: “事件 a 发 生 的 概率 为 1/1 000”; 
B:“ 事 件 a 发 生 的 概率 为 1/1 000 000”"。 通 常人 们 以 为 这 两 句 
话 的 意义 是 一 样 的 ， 都 是 说 事件 a 发 生 的 可 能 性 很 小 。 事 实 
上 ， 这 两 个 概率 值 不 同 ， 前 者 是 后 者 的 1 000 倍 ; 其 二 ， 面 对 
具体 的 判断 时 ， 如 何 避 免 错 误 信 息 的 干扰 ? 一 个 小 例子 : 我 给 
你 一 张 美女 照片 ， 你 的 任务 是 猜测 此 人 的 职业 : 模特 还 是 职 
员 ? 很 多 人 会 猜 前 者 。 实 际 上 ， 模 特 的 数量 比 职 员 的 数量 少 得 
多 ， 所 以 ， 从 概率 上 说 这 种 判断 是 不 明智 的 。 
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当 你 买 彩 票 时 ， 当 你 玩 扑克 游戏 或 能 子 游 戏 时 ， 当 你 赌 马 
时 ， 你 清醒 地 意识 到 你 在 和 随机 事件 打交道 。 即 使 你 不 懂 如 何 
计算 概率 ， 经 验 和 直觉 也 能 帮助 你 作出 判断 。 在 很 多 场合 ， 这 
些 粗 糙 的 判断 是 简单 有 效 的 ; 也 有 很 多 场合 ， 除 非 经 过 续 密 的 
分 析 和 精确 的 计算 ， 你 的 结论 会 错 得 离谱 。 假 设 你 作为 陪审 团 
的 一 名 成 员 出 庭 ， 被 告 被 指控 犯 有 谋杀 (或 缚 架 ) 罪 。 法 庭 掌 
握 了 一 些 事 实 。 如 果 被 告 是 无 训 的 ， 则 这 些 事实 发 生 的 概率 为 
100 万 分 之 一 。 有 些 人 可 能 认为 这 个 判断 等 同 于 “在 这 些 事实 
已 发 生 的 前 担 下 ，“ 被 告 是 无 素 的 ”的 概率 为 100 万 分 之 一 ”。 
大 错 特 错 ! 请 比较 以 下 两 个 判断 : “珍妮 在 下 雨天 遗忘 外 套 的 
概率 为 1%” 以 及 “在 珍妮 遗忘 外 套 的 时 候 正 在 下 雨 的 概率 为 
1%”。 二 者 的 含义 显然 不 同 ， 

在 本 书 中 ， 我 介绍 了 许多 与 机 会 有 关 的 问题 ， 我 的 着 眼 点 
是 趣味 性 、 启 发 性 和 知识 性 。 有 些 例子 读者 很 熟悉 ， 有 些 例 子 
读者 会 党 得 陌生 ， 全 部 内 容 都 与 概率 相关 。 每 一 章 围绕 统一 的 
主题 ， 某 些 章 后 面 有 附 言 ， 附 言 是 对 某 些 概率 论 方法 的 发 挥 。 
通常 ， 我 们 的 分 析 方法 可 以 适用 于 两 (或 多 ) 个 人 (或 队伍 ) 
对 抗 的 游戏 。 如 果 你 认真 地 分 析 其 中 的 概率 问题 ， 你 往往 会 在 
游戏 中 获 利 一 一 通常 这 就 是 吸引 我 们 关注 这 些 问 题 的 原因 。 

本 书 是 为 初学 者 写 的 ， 希 望 没 受过 严格 的 科学 和 数学 训练 
的 读者 可 以 接受 它 。 据 说 ， 在 通俗 读物 中 每 增加 一 条 数学 公式 
就 会 赶 走 一 半 读 者 ， 所 以 我 在 正文 中 尽量 避免 符号 化 的 表达 方 
式 。 当 然 ， 我 不 能 删除 所 有 的 公式 。 书 未 有 5 个 附录 ， 其 中 涉 
及 到 比较 复杂 的 数学 知识 。 我 在 正文 中 加 了 --- 些 方 框 ， 方 框 中 
的 文字 通常 是 比较 复杂 的 数学 分 析 。 对 数学 没 兴趣 的 读者 可 以 
略 过 这 些 内 容 。 我 希望 读者 不 会 因此 感到 不 便 。 如 果 你 认真 地 
读 下 去 ， 你 会 发 现 很 多 精妙 的 思想 其 实 惊人 地 简单 。 
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为 便于 阅读 ， 我 对 许多 数字 取 了 整 。 当 我 说 某 个 概率 值 是 
50% ,这 个 值 有 可 能 是 精确 值 (比如 抛 一 枚 和 硬币， 正面 向 上 的 
概率 是 50% )， 也 有 可 能 是 近似 值 (比如 在 某 场 球赛 中 主队 获 
胜 的 概率 为 S0% )。 通 过 上 上 下文 可 以 区 分 这 两 种 情况 。 通 过 有 
效 数字 的 位 数 可 以 判断 近似 值 的 精度 : 77% 表示 精确 值 在 
76.5% 和 77.5% 之 间 ，60% 表示 精确 值 在 55% 和 65% 之 闻 ， 
等 等 。 在 计算 几 个 数 的 乘积 时 ， 最 好 的 策略 是 使 每 个 数 都 保持 
足够 的 精度 ， 最 后 对 计算 结果 取 整 。 在 某 些 场合 ， 我 用 字母 用 
表示 1 000， 也 就 是 说 ，25K 英镑 表示 25 000 英镑 。 

你 可 以 把 这 本 书 当做 一 个 挑战 。 当 你 读 完 书 中 的 问题 之 
后 ,建议 你 不 要 直接 看 我 的 分 析 和 结论 ， 先 独立 地 考虑 一 下 。 
在 某 些 童 之后， 我 准备 了 练习 题 ， 日 的 是 检验 读者 是 否 已 经 党 
握 了 书 中 介绍 的 方法 。 在 书 末 有 答案 。 关 于 阅读 顺序 ， 建 议 先 
读 第 一 章 ， 在 第 十 章 以 前 先 读 第 六 章 ， 在 第 十 二 章 以 前 先 读 第 
八 章 ， 最 后 读 第 十 三 章 。 除 此 之 外 ， 你 可 以 随意 安排 顺序 。 

本 书 不 是 系统 化 的 数学 教材 .许多 人 的 著作 、 演 讲 和 谈话 
影响 了 我 关于 概率 的 理解 ， 我 不 可 能 -- 一 列 出 。 本 书 中 用 到 的 
技巧 ， 除 非特 别 声 明 ， 不 是 我 首创 的 。 在 参考 文献 中 ， 我 仅 列 
出 了 书 中 直接 引用 过 的 著作 。 我 想 向 一 些 直 接 帮 助 过 我 的 人 致 
谢 。 牛津 大 学 出 版 社 的 苏 融 .哈里 森 《Susan Harrison) 鼓励 我 
与 这 本 书 ， 并 通读 了 全 文 、 吉 夫 ' 亚 德 兰 (Geoff Adlam)， 的 
翰 : 巴 雷 特 (John Barrett)， 特 雷 夫 , 波 蒙 特 (‘Trevor Beaumont ) ， 
麦克 博克 特 (Mike Birkett)， 唐 比 . 布 菜 雷 顿 (Toby Brereton), 
约 芥 .克拉 切 尔 (John Croucher)， 弗 兰 克 ， 德 克 华 兹 〈rank 
Duckworth), 约翰: 维 恩 (John Gwynmn)， 鲍 勃 . 享 纳 利 (Bob 
Henery)， 雷 上 顿 ' 华 封 ' 威 廉 姆 斯 (Leighton Vaughan Williams)， 险 
里 ' 乔 (Harry joe)， 罗 伯 特 . 马 修 (Rober Matihews) ， 哈 格 . 莫 
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顿 (Hugh Morton)， 路 易 丝 0: 克 纳 (Louise 0”s Connor)， 汉 
斯 ' 利 德 维尔 (Hans Riedwyl) ， 乔 纳 森 :西蒙 (Jonathan Simon ) ， 
伊 安 沃克 (Jan Walker)， 格 雷 格 ' 伍 得 (Greg Wood) 和 比尔 : 
辛 巴 (Bil Ziemba) 为 本 书 提 供 了 宝贵 的 资料 。 本 书 关 于 大 英 
帝国 彩票 的 资料 来 自 于 网 站 http: //lottery.merseyworld, com/， 
感谢 理 查 德 ' 拉 伊 德 (Richard Lloyd) 对 这 个 网 站 的 维护 和 更 
新 。 我 对 数学 知识 最 初 的 兴趣 来 自 于 我 以 前 的 老师 ， 他 们 是 伯 
特 劳 治 (Bert Lodge)， 詹 福 里 - 拉 伊 德 (jeffrey Lloyd)， 乔 夫 里 
` 怀 特 海 (Geoffrey Whitehouse)， 肯 : 廿 尼 尔 {Ken Senior)， 非 利 
斯 : 鲍 曼 (Phyllis Bowman) ， 约 翰 . 利 维 斯 (John Lewis)， 大 卫 : 
肯 道 (Davig Kendall) 和 约翰 : 凯 曼 《John Kingman)。 我 的 许多 
知识 得 自 于 我 未 曾 谋 面 的 人 一 一 威廉 . 费 勒 (William Feller)， 
他 的 著作 启发 了 一 代 概 率 学 家 的 成 长 。 亚 当 : 黑 格 和 丹尼尔 : 黑 
格 〈Adam and Daniel Haigh) 教会 我 如 何 用 家 用 电脑 写作 ， 凯 ， 
黑 格 (Kay Haigh) 机 智 的 评论 也 给 我 巨大 的 和 启发。 

尽管 我 已 尽 最 大 的 努力 ， 我 相信 本 书 依然 难免 存在 错误 。 
希望 这 些 错 误 不 会 构成 对 读者 的 误导 。 概 率 论 是 一 个 复杂 的 领 
域 。 如 果 您 发 现 我 在 某 些 地 方 犯 了 原则 性 错误 ， 请 您 告诉 我 。 

ix 在 这 个 领域 ， 比 我 强 得 多 的 数学 家 也 犯 过 错误 . 
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无 论 概 率 是 什么 ， 你 不 能 忽视 它 。 当 你 向 保险 公司 付 保险 
费时 ， 你 的 行为 反映 了 保险 公司 付 给 你 赠 偿 金 的 概率 ， 以 及 赔 
偿 金 的 数额 。 你 是 否 应 该 为 预防 感冒 注射 疫苗 ?你 必须 考虑 因 
注射 疫苗 而 危害 你 的 健康 的 可 能 性 和 因 不 注射 疫苗 而 危害 健康 
的 可 能 性 ， 并 在 二 者 之 间 做 出 权衡 。 如 果 你 是 一 个 刑事 案件 的 
陪审 团 成 员 ， 判 决 的 依据 是 你 相信 被 告 的 罪行 是 “没有 疑问 
的 ”; 而 当 你 裁决 民事 案件 时 ， 相 应 的 原则 是 “在 各 种 可 能 性 
之 间 权 衔 ”。 当 你 买 〈 或 不 买 ) 大 英 帝 国 彩票 时 ， 你 的 行动 可 
能 仅仅 出 于 兴趣 或 冲动 ， 但 是 在 一 定 程 度 上 也 依赖 于 你 对 获奖 
的 可 能 性 的 估计 。 当 你 面临 各 种 决定 时 ， 如 果 你 对 概率 有 深刻 
的 理解 ， 通 常 你 能 做 出 更 好 的 决定 。 我 的 信条 是 有 知识 总 比 无 
知 好 ， 而 获得 关于 概率 的 知识 的 主要 途径 在 于 研究 那些 依赖 于 
机 会 的 游戏 。 我 的 目标 是 展示 一 些 主要 的 方法 : 如 何 评 价 你 在 
游戏 中 获胜 的 可 能 性 ， 以 及 在 什么 情况 下 你 的 机 会 可 以 增加 。 

精通 概率 本 身 不 足以 帮助 你 做 出 正确 的 决定 。 在 很 多 情况 
下 ， 你 的 知识 只 是 帮助 你 在 犯错 误 以 后 寻找 失误 的 原因 一 一 事 
实 如 此 。 但 有 是， 知识 总 是 有 好 处 的 ， 比 较 而 言 ， 如 果 你 对 概率 
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有 更 好 的 理解 ， 你 在 生活 和 游戏 中 更 容易 做 出 好 的 决定 。 本 书 
不 是 概率 理论 的 教科 书 ， 它 是 一 系列 与 慨 率 相 关 的 智力 挑战 。 

语言 的 魅力 在 于 同一 个 事物 可 以 用 不 同 的 方法 表达 。 在 一 
副 洗 好 的 扑克 牌 中 抽出 最 上 面 的 一 张 丫 .你 可 以 说 : “这 张 牌 
是 黑 桃 的 概率 是 四 分 之 一 。” 下面 三 句 话 的 意义 与 此 完全 相同 ;: 


1. 这 张 牌 是 黑 桃 的 机 会 是 四 分 之 一 。 

2. 这 张 牌 是 黑 桃 的 比率 是 一 比 三 。 

3. 这 张 牌 不 是 黑 桃 的 视 会 是 这 张 牌 是 黑 桃 的 机 
会 的 三 倍 。 


另外 -- 些 词汇 可 以 粗略 地 表达 与 “概率 ”相近 的 含义 ， 比 
如 “风险 ”"、“ 几 率 ” 等 等 ， 相 应 地 我 们 要 涉及 “预期 "*、“ 可 能 
性 ”。 然 而 ,无 论 我 们 用 什么 词汇 表达 ， 我 们 希望 表达 的 会 义 
是 什么 为 什么 我 们 要 选择 四 分 之 一 而 非 其 它 的 数值 ? 

“四 分 之 一 ”这 个 数 来 源 于 -一 个 理想 化 模型 : .共有 52 张 
牌 ， 其 中 13 张 是 黑 桃 ， 在 洗 好 牌 后 每 一 种 可 能 分 配 出 现 的 机 
会 都 是 相等 的 一 一 如 果 以 上 假设 都 正确 ， 则 这 张 牌 是 黑 桃 的 概 
率 是 四 分 之 一 。 以 上 表述 并 非 绝 对 无 懈 可 击 ， 但 已经 可 以 足够 
精确 地 描述 实际 情况 ， 而 且 不 会 引起 误解 。 为 了 研究 物理 世界 
中 的 事件 ， 不 一 定 需 要 绝对 完美 的 模型 ， 即 使 在 向 月 亮 和 火星 
发 射 火 箭 时 ， 我 们 使 用 的 模型 也 仅仅 是 近似 的 。 

抽 扑 克 牌 的 事件 可 以 多 次 重复 。 为 了 检验 我 们 的 答案 是 否 
正确 ， 我 们 可 以 把 实验 重复 很 多 次 ， 然 后 计算 统计 结果 。 如 果 
重复 的 次 数 足 够 多 ， 平 均 而 言 ， 结 果 是 黑 桃 的 情况 将 占 全 部 实 


@ 泽 者 注 : 西方 人 玩 扑 克 牌 的 习 民 是 去 掉 王 牌 
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验 次 数 的 四 分 之 一 。 和 需要 强调 的 是 ， 我 们 没有 说 每 抽 四 张 牌 就 
会 恰好 抽出 一 线 黑 桃 ， 事 实 很 可 能 是 这 样 : 我 们 连续 好 多 次 抽 
出 黑 桃 ， 或 者 连续 十 几 次 都 抽 不 出 黑 桃 。 这 里 有 一 个 问题 : 我 
们 刚刚 用 到 的 两 个 词 一 一 “平均 ”和 “是 够 多 ”一 一 是 什么 意 
思 ? 100 次 算 不 算 足 够 多 ”1 万 次 呢 ? 很 不 幸 ， 这 个 问题 没有 
简单 的 答案 。 

有 时 我 们 也 讨论 一 次 性 事件 的 概率 ， 比 如 明年 股票 市 场 的 
价格 指数 上 涨 10%% 以 上 的 概率 ， 或 者 巴西 队 夺取 下 一 届 世 界 
杯 足 球赛 冠军 的 概率 。 对 于 这 种 概率 ， 无 法 用 重复 实验 的 方法 
检验 ， 因 为 事件 本 身 是 不 可 重复 的 。 关 于 概率 的 讨论 也 不 一 定 
限制 为 对 末 来 事实 的 预测 ， 比 如 ， 一 个 学 者 可 以 说 “ 薄 士 比 亚 
是 《麦克 白 》 的 作者 的 概率 是 80%”， 这 种 关于 概率 的 表达 也 
是 有 意义 的 。 

在 以 上 各 个 例子 中 ， 概 率 都 可 以 理解 为 对 “相信 的 程度 ” 
的 表达 。 我 们 对 一 个 事件 相信 的 程度 越 高 ， 相 应 的 概率 值 也 就 
越 大 。 如 果 我 想 表 达 我 相信 “股票 市 场 价格 指数 将 上 涨 一 定数 
量 ” 的 程度 ， 我 可 以 和 一 个 经 纪 人 打赌 ， 并 且 约 定 一 定 的 赔 
率 : 比如 说 工 赔 2。 换 名 话说 ， 如 果 我 赌 -一 块 钱 并 且 获 胜 ， 我 
将 拿 回 3 块 钱 ( 原 有 的 1 块 钱 加 上 赢得 的 2 块 钱 )。 此 时 ， 我 
的 行为 就 反映 了 我 对 这 件 事 的 概率 的 估计 。 如 果 我 觉得 1 赔 ? 
是 对 我 有 利 的 ， 就 说 明 我 认为 其 概率 高 于 三 分 之 一 ， 如 果 我 觉 
得 1 赔 2 是 对 我 不 利 的 ， 就 说 明 我 认为 其 概率 低 于 三 分 之 一 。 
当然 ， 你 也 可 以 就 这 件 事 打赌 ， 并 且 你 的 结论 很 可 能 与 我 不 同 
一 这 说 明 概 率 的 值 是 因 人 而 异 的 。 在 抽 扑 克 牌 的 例子 中 ,我 
们 的 观点 是 一 致 的 ， 因 为 我 们 有 一 个 基本 --- 致 的 检验 模型 。 在 
其 它 情 况 下 -一 尤其 是 当 我 们 掌握 的 信息 不 同时 一 一 我 们 的 判 
断 可 能 有 巨大 的 差异 。 比 如 说 ， 在 -… 次 赛马 中 ，-- 匹 马 的 训练 


2 


4 机 会 的 数学 原理 


师 和 经 纪 人 以 及 普通 下 注 者 的 预期 就 不 一 样 。 

在 涉及 到 掷 股 子 、 抛 硬币 、 赌 扑克 牌 之 类 的 例子 时 ， 存 在 
一 些 已 经 被 广泛 接受 的 计算 方法 ， 大 家 很 少 产生 分 层 。 大 家 可 
能 出 于 不 同 的 原因 得 出 “ 某 个 轮 盘 赌 是 公平 的 ”的 结论 ， 但 是 
每 个 人 的 计算 方法 都 是 一 样 的 。 本 书 的 多 数 内 容 将 讨论 这 类 情 
况 。 但 是 在 菜 些 情 况 下 ， 专 家 的 意见 与 普通 人 截然 不 同 。 去 发 
现 这 种 分 歧 是 否 对 我 们 的 决定 或 结论 产生 重要 的 影响 ， 是 很 有 
价值 的 。 


直观 的 考虑 


维多利亚 时 代 的 学 者 弗 兰 西 斯 .高 顿 (Francis Galton) 提出 
了 一 个 容易 算 错 的 问题 : 如 果 抛 三 校 硬币 ， 结 果 三 枚 硬币 都 是 
正面 向 上 或 都 是 反面 向 上 的 概率 是 多 少 ? 首先 看 一 个 马虎 的 计 
算 : 

在 三 校 硬 币 中 ， 至 少 有 两 枚 结果 是 一 样 的， 或 者 都 是 正面 
向 上 ， 或 者 都 是 反面 向 上 。 而 第 三 枚 硬币 出 现 正面 和 反面 的 概 
率 是 相等 的 ， 即 它 有 二 分 之 一 的 机 会 与 另外 两 枚 结果 相同 ， 同 
样 有 二 分 之 一 的 机 会 与 另外 两 枚 结果 不 同 。 于 是 得 出 结论 : 三 
枚 硬币 都 是 正面 向 上 或 都 是 反面 向 上 的 概率 是 二 分 之 一 。 

抓 住 以 上 论证 中 的 错误 需要 逻辑 技巧 。 一 个 办 法 是 给 三 枚 
硬币 编导 ， 分 别 标 为 1 号 、2 号 和 3 号 ， 在 排列 所 有 可 能 结果 
时 按 编 号 顺序 表示 。 通 过 这 个 办 法 可 以 避免 高 顿 给 出 的 错误 结 

3 论 。 
你 会 发 现 ， 一 共有 8 种 可 能 结果 ， 即 
正 正 正 ， 正 正 反 ， 正 反正 ， 上 反正 正 ， 正 反 反 ,反正 反 , 反 
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反正 ， 反 反 反 。 

其 中 正好 有 两 种 结果 符合 要 求 。 于 是 我 们 得 出 一 个 不 同 的 
答案 : 三 枚 硬币 都 是 正面 向 上 或 都 是 反面 向 上 的 概率 是 八 分 之 
二 ， 即 四 分 之 一 。 

高 顿 方 法 的 错误 在 于 -一 个 意义 模糊 的 词组 一 一 “第 三 枚 硬 
币 ”。 如 果 我 们 不 对 三 枚 硬币 编号 ， 我 们 怎么 知道 哪 枚 硬币 是 
第 三 枚 硬币 呢 ? 如 果 三 枚 硬币 中 恰好 有 两 枚 是 正面 ， 那 么 剩 下 
的 一 枚 就 是 第 三 枚 硬币 一 一 可 是 这 枚 硬币 必须 是 反面 ， 高 顿 方 
法 中 的 结论 “第 三 枚 硬币 出 现 正面 和 反面 的 概率 是 相等 的 ”是 
错误 的 。 如 果 三 枚 硬币 都 是 正面 ， 那 么 无 论 我 们 把 哪 一 枚 当做 
第 三 枚 硬币 ， 第 三 枚 硬币 都 应 该 是 正面 。 光 论 如 何 , “第 三 枚 
硬币 出 现 正 面 和 反面 的 概率 是 相等 的 ”这 -结论 是 错误 的 。 

错误 的 判断 足以 引起 财产 的 损失 。 假 设 安 迪 知道 正确 的 答 
案 是 四 分 之 一 ， 他 愿意 按 2 赔 1 的 赔 率 赌 三 枚 硬币 的 结果 不 
同 。 他 相信 他 将 在 赌博 中 获 利 ， 如 果 每 次 下 注 一 块 钱 ， 在 每 四 
局 他 将 赢 三 局 ， 即 赢 三 块 钱 ， 输 两 块 钱 。 平 均 而 言 ， 在 每 四 局 
中 他 将 赢 一 块 钱 。 假 设 波 林 相信 高 顿 给 出 的 错误 结论 ， 波 林 将 
很 高 兴 地 接受 安 迪 的 条 件 。 他 认为 他 有 二 分 之 一 的 机 会 输 一 块 
钱 ， 但 是 有 二 分 之 一 的 机 会 赢 两 块 钱 ， 所 以 赌博 对 他 有 利 。 两 
个 人 都 愿意 财 ， 可 是 波 林 的 分 析 是 错误 的 一 一 赌 得 越 多 ， 输 得 
越 惨 。 他 应 该 反省 自己 的 分 析 。 


不 变 的 法 则 


在 表达 概率 的 词汇 中 有 一 些 描述 程度 的 词 ， 比 如 “不 大 可 
能 "、“ 有 可 能 "、“ 很 可 能 ” “几乎 确定 ”"， 等 等 。 可 是 ， 当 你 
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今天 说 某 事 “很 可 能 ”时 ， 你 的 意思 了 可 能 与 牟 天 你 用 到 这 个 词 


时 不 -- 样 ;同样 ， 你 所 说 的 “很 可 能 ”与 我 所 说 的 “很 可 能 ” 
也 是 不 周 的 。 为 了 达成 -- 致 ， 我 们 用 数字 表达 概率 。 

表达 概率 的 数字 介 于 0 和 1 之 间 ，“ 不 可 能 ”用 “概率 为 
0” 表 示 。 在 我 看 来 ，-- 个 人 穿越 时 空 会 见 莫扎特 的 概率 就 是 
0; 你 可 以 用 自已 的 理解 说 明 “ 概 率 为 0” 的 意义 。 另 -方面 ， 
“概率 为 1” 表示 “必然 "。 我 认为 ， 猫 王 已 死 的 概率 就 是 1 。 
有 些 人 显然 愿意 打赌 自己 在 10 年 之 内 不 会 死去 ， 此 时 概率 介 
于 0 和 1 之 间 。 无 论 我 们 讨论 的 是 事实 还 是 狂想， 概率 的 值 必 
须 介 于 0 和 1 之 间 一 一 这 是 不 变 的 法 则 。 

(尽管 如 此 ， 我 还 是 想 介绍 -- 段 我 的 亲身 经 历 。 我 刚刚 做 
大 学 讲师 的 时 候 ， 曾 给 学 生出 过 -- 道 关于 两 个 概率 之 间 的 关系 
的 考题 。 我 很 漂亮 地 解决 了 那 道 题 ， 答 案 看 起 来 盖 有 道理 。 然 
而 ， 不 幸 的 是 我 的 答案 中 包括 两 个 在 0 和 1 之 外 的 概率 值 。 举 
气 我 的 一 个 同事 发 现 了 我 的 错误 ， 使 它 没有 流传 出 去 。) 

你 可 以 用 各 种 形式 表示 概率 值 ， 比 率 、 分 数 、 小 数 、 百 分 
比 等 等 ， 取 决 于 你 的 喜好 。 在 各 种 结果 出 现 的 机 会 均等 的 情况 
下 (比如 掷 避 子 、 抽 扑克 牌 、 玩 轮 盘 赌 等 等 )， 以 分 数 表示 概 
率 值 是 很 自然 的 。 处 理 这 类 问题 时 ， 采 用 分 数 的 表示 形式 通 党 
会 带 来 计算 上 的 便利 ; 而 在 计算 的 早期 就 把 分 数 转换 成 小 数 通 
常 是 错误 的 。 如 果 我 们 的 目的 是 比较 几 个 概率 值 ， 百 分 比 、 小 
数 和 公分 母 的 分 数 更 方便 。 


两 个 基本 概念 


附录 2 介绍 了 计算 概率 的 方法 ， 并 给 出 了 一 些 例 子 。 有 兴 
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趣 的 读者 可 以 仔细 研究 附录 2。 不 过 如 果 你 的 目标 就 是 读 懂 这 
本 书 ， 根 本 不 必 学 习 复 杂 的 数 党 技巧， 只 要 掌握 两 个 基本 概念 
就 可 以 了 。 第 -个 基本 概念 是 排 扩 事件， 如果 两 个 事件 不 可 能 
同时 发 生 ， 则 这 两 个 事件 就 是 排斥 事 件 。 例 如 ， 主 -一 副 扑 克 牌 
中 抽出 … 张 ， 它 可 能 是 红心 ， 了 岂可 能 是 方块 ， 但 不 可 能 既是 红 
心 义 是 方块 一 一 这 两 件 事 是 排 床 的 ， 考 虑 另 .-- 种 情况 ， 这 张 牌 
司 能 是 草花 ,也 要 能 是 “KK"， 而 昌 可 能 既是 草花 又 是 
“K” 一 一 这 两 件 事 不 是 排斥 的 ， 如 果 两 个 事件 a 和 bb 是 排斥 
的 ， 事件“a 发 生 或 者 b 发生” 的 概率 就 是 a 的 概率 与 b 的 概 
准 的 和 。 还 用 刚才 的 例子 ， 这 张 牌 是 红心 的 概率 是 四 分 之 一 ， 
是 方块 的 概率 也 是 四 分 之 ---， 于 是 这 张 牌 是 红心 或 者 方块 的 概 
率 是 四 分 之 一 加 四 分 之 一 ， 即 二 分 之 一 、 

第 二 个 基本 概念 是 独立 事件 如果- 一 个 事件 发 生 与 否 对 另 
一 个 事件 的 概率 不 产生 任何 影响 ， 则 这 两 个 事件 是 独立 事件 。 
例如 ， 我 抛 一 枚 硬币 ， 你 也 抛 一 枚 硬币 ， 这 两 枚 硬 市 出 现 的 结 
果 可 以 认为 是 独立 的 。 但 是 下 -个 例子 与 此 不 同 : 我 从 一 副 扑 
克 牌 中 抽 一 张 ， 然 后 你 从 剩 下 的 牌 中 抽 一 张 ， 抽 出 的 结果 不 是 
独立 的 。 假 如 我 抽出 了 -一 张 “A"， 则 在 所 有 牌 中 “A” 占 的 比 
例会 下 降 〈 由 原来 的 4/52 变 成 3/51)， 所 以 你 抽出 一 张 “A” 
的 概率 已 经 受到 影响 。 通 常 两 件 事 是 否 独立 是 很 明显 的 。 关 于 
独立 事件 的 严格 定义 是 : 如 果 两 个 事件 a 和 b 同时 发 生 的 概率 
等 于 a 发 生 的 概率 与 b 发 生 的 概率 的 乘积 ， 则 这 两 个 事件 是 独 
立 事 件 。 

把 一 个 普通 的 仍 子 抛 一 次 ， 得 到 “6” 的 概率 是 1/6。 抛 
两 次 ， 两 次 都 得 到 “6” 的 概率 是 (1/6) x (1/6) = 1736， 
这 两 个 事件 是 独立 的 。 换 一 个 例子 ， 假 设 大 约 每 3 年 发 生 一 次 
大 型 的 海上 石油 泄露 事件 ， 而 大 约 每 4 年 伦敦 队 夺 得 一 次 英国 
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足球 联赛 的 冠军 ， 我 们 很 难 设想 这 两 件 事 是 相互 影响 的 ， 所 以 
有 理由 认为 这 是 两 个 独立 事件 。 于 是 ， 随 机 地 选择 一 年 ， 在 这 
一 年 里 发 生 了 大 型 石油 泄露 并 且 伦 敦 队 夺 得 了 联赛 冠军 的 概率 
是 (1/3) x (1/4) =1/12。 

在 某 些 情 况 下 ， 事 件 的 独立 性 不 容易 发 现 。 抛 一 下 般 子 ， 
然后 考虑 两 件 事 : 


a: 得 到 的 结果 是 偶数 。 
b: 得 到 的 结果 是 3 的 倍数 。 


这 两 件 事 是 独立 的 。 就 是 说 ,假设 我 们 已 知 骨 子 的 结果 是 侦 
数 ， 这 对 结果 是 不 是 3 的 倍数 没有 影响 ; 反 过 来 说 ， 假 设 我 们 
已 知 骨 子 的 结果 是 3 的 倍数 ， 这 对 结果 是 不 是 偶数 也 没有 影 
响 。 在 货 子 的 六 个 面 中 ， 每 面 朝 上 的 概率 都 是 1/6; 总 共有 三 
个 面 对 应 的 数字 是 偶数 ， 所 以 得 到 的 结果 是 偶数 的 概率 是 3/6 
=1/2 (在 这 三 个 面 中 ， 具 体 某 一 个 面向 上 是 排斥 事件 ， 所 以 
计算 的 方法 是 求 三 个 概率 的 总 和 )。 类 似 地 ， 得 到 的 结果 是 3 
的 倍数 的 概率 是 2/6 = 1/3， 这 两 个 概率 的 乘积 是 1/6。 另 一 方 
面 ，a 和 b 同时 发 生 就 意味 着 结果 必须 是 6， 而 这 件 事 的 概率 
也 是 1/6。 根 据 独立 事件 的 定义 ， 如 果 两 个 事件 a 和 4 同时 发 
生 的 概率 等 于 a 发 生 的 概率 与 5 发 生 的 概率 的 乘积 ， 则 这 两 个 
事件 是 独立 事件 ， 所 以 这 两 件 事 是 独立 的 。 

普通 的 仍 子 有 六 个 面 ， 此 外 也 有 .一 些 特 殊 的 仍 子 。 取 一 枚 
金字 塔 型 的 角子 ， 它 的 形状 是 正四 面体 ， 各 个 面 分 别 标 上 1、 
2、3 和 4。 把 这 个 仍 子 抛 一 下 ， 再 考虑 a 和 上 的 概率 ， 此 时 这 
两 件 事 就 是 不 独立 的 了 。 如 果 已 知 般 子 的 结果 是 偶数 ， 则 结果 
必须 是 2 或 4， 所 以 它 不 可 能 是 3 的 倍数 ; 反 过 来 ， 如 果 已 知 
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山子 的 结果 是 3 的 倍数 ， 问 样 可 以 确定 ， 结 果 是 偶数 的 概率 为 
0。 具 体 地 说 ,事件 a 的 概率 是 1/2， 因 为 在 四 个 可 能 出 现 的 数 
字 中 有 两 个 是 偶数 ; 事件 1 的 概率 是 1/4， 因 为 在 四 个 可 能 出 
现 的 数字 中 只 有 - -个 是 3 的 倍数 ; 这 两 个 概率 的 乘积 是 1/2 x 
1/4= L《8。 然 而 ， 般 子 的 结果 不 可 能 既是 偶数 又 是 3 的 倍数 ， 
因为 这 个 仍 子 只 有 4 个 面 ， 没 有 数字 6。 于 是 ，a 和 bb 则 时 发 
生 的 概率 是 0， 不 等 于 1/8。 

如 果 把 仍 子 换 成 钴 石 形 仍 子 〈 正 八 面体 ， 从 个 面 分 别 标 以 
1 至 8)， 此 时 a 和 jb 又 变 成 独立 事件 了 ! 般 子 的 结果 是 偶数 的 
概率 是 1/2， 是 3 的 倍数 的 概率 是 1/4。 如 果 它 既是 偶数 又 是 3 
的 倍数 ， 则 它 必须 是 6 的 倍数 ， 在 8 种 可 能 结果 中 只 有 一 种 符 
合 条 件 ， 所 以 a 和 b 同时 发 生 的 概率 是 1/8。 由 于 (1/2) x 
(1/4) = 1/8， 依 据 独 立 事件 的 定义 ，a 和 上 b 是 独立 的 。 

在 此 例 中 ， 如 果 已 知 结果 是 3 的 倍数 ， 则 结果 只 能 是 3 或 
6。 在 两 个 可 能 结果 (3 和 6) 中 有 -~ 个 是 偶数 (6)， 所 以 在 此 
前 提 下 结果 是 偶数 的 概率 是 1/2。 因 此 ， 无 论 事 件 b 是否 已 经 
发 生 ， 事 件 a 的 概率 都 是 1/2。 同 样 ， 如 果 已 知 结果 是 偶数 ， 
则 结果 可 能 是 2、4、6 或 8。 在 四 个 可 能 结果 中 只 有 一 个 是 3 
的 倍数 〈6)。 所 以 ， 无 论 事件 a 是否 已 经 发 生 ， 事 件 b 的 概率 
都 是 1/4。 

在 以 上 各 例 中 ， 事 件 a 和 上 b 是 否 独立 取决 于 仍 子 有 几 个 
面 。 在 具体 的 问题 中 ， 需 要 全 面 地 分 析 。 如 果 你 希望 借助 直觉 
判断 两 个 事件 是 否 独立 ， 只 需 考 虑 一 个 问题 : 假设 你 已 经 知道 
其 中 的 一 件 事 已 发 生 ， 另 一 件 事 的 概率 是 否 因此 改变 ? 如 果 不 
改变 ， 风 两 件 事 是 独立 的 。 
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多 次 重复 的 事件 


虽然 我 强调 概率 所 表达 的 基 你 个 人 对 某 件 事 相 信 的 程度 ， 
它 对 于 预测 多 次 重复 的 事件 的 结果 还 是 有 用 的 ， 比 如 抛 和 硬币 的 
例子 。 抛 … 次 硬币 ， 出 现 正 而 的 概率 是 1/2， 如 果 抛 1 000 次 
或 100 万 次 ， 我 们 对 结果 的 预测 应 当 如 何 ” 我 们 是 碍 应 当期 望 
出 现 正面 的 比例 正好 是 1/2” 你 可 能 漫不经心 地 回答 “是 ”， 
而 这 恰恰 是 需要 深思 的 。 

抛 100 万 次 硬币 ， 而 期 户 正 面 各 反面 都 恰好 出 现 50 万 次 ， 
这 是 没 道理 的 。 如 果 你 期 望 出 现 正 面 的 比例 落 在 包含 1/2 的 一 
个 固定 的 区 间 肉 ， 那 就 是 另外 … 回 事 了 。 假 设 你 期 户 出 现 正 面 
的 比例 在 4 和 9% 至 51% 之 间 ， 而 总 共 抛 100 次 硬币 ， he 
求 是 正面 出 现 的 次 数 是 49、50 或 $S1。 你 可 以 实际 检验 一 
做 100 次 实验 ， 符 合 要 求 的 结果 所 占 的 比例 大 约 是 24% ,中 

下 面 把 实验 的 次 数 增加 到 1 000 次 ， 则 正面 出 现 490 次 至 
510 次 都 可 以 是 符合 要 求 的 ， 此 时 ， 符 合 要 求 的 结果 所 占 的 比 
例 大 约 是 50%。 当 实验 的 次 数 增加 到 1 万 次 时 ， 符 合 要 求 的 
区 间 是 4 900 至 5 100， 页 符合 要 求 的 结果 折 占 的 比例 高 于 
95%。 而 当 实 验 的 次 数 增加 到 100 万 次 时 ， 出 现 正 面 的 比例 落 
在 得 % 至 51% 之 间 的 概率 已 非常 接近 100%。 实 际 上 ， 出 现 正 


@ 译 者 注 : 做 100 次 检验 ， 每 次 检验 包括 100 次 招 硬 币 的 实验 ， 根 据 概 梁 可 
以 期 望 100 次 检验 中 大 约 有 24 次 符合 旨 求 一 一 正面 出 现 的 比例 在 49 台 至 1 和 之 
间 ， 这 就 是 概率 24 旬 的 含义 。 下 面 讨论 的 几 种 概率 与 此 类 做， 作者 想 诸 证 明 的 是 
当 实 验 次 数 增加 时 根据 概率 做 出 的 预期 的 可 第 性 上 升 。 
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面 的 比例 洲 在 49% 全 S1 作 之 外 的 概率 比 1 旦 诺 夫 重新 当 上 做 
罗斯 的 领导 人 的 概率 还 低 : 

即使 我 们 把 目标 区 闻 和 限定 得 更 并 格 ， 结 论 依 然 是 相似 的 。 
假设 我 们 要 求 出 现 正 面 的 比 信 在 49.9% 至 50.1% 的 区 间 内 ， 
当 实 验 次 数 达 到 1 000 时 符合 要 求 的 概率 是 比较 低 的 〈 这 是 要 
求 出 现 正面 的 次 数 恰好 是 499、500 或 501)， 而 当 实 验 次 数 达 
到 1 000 万 次 时 符合 要 求 的 能 率 非 党 接近 于 100%。 最 终 ， 正 
面 出 现 的 比例 将 接近 172。 需 要 注意 的 是 ， 你 不 能 指望 正面 出 
现 和 的 次 数 与 反面 出 现 的 次 数 完全 相等 ， 或 者 二 者 的 差 小 于 一 个 
国定 的 数 《 比 如 说 20), 事实 上 ， 符 合 这 种 要 求 的 概率 是 极 低 
的 ， 如 果实 验 的 次 数 足 够 多 ， 就 概率 而 过， 正面 出 现 的 次 数 与 
反面 出 现 的 次 数 会 有 很 大 的 差距 ， 这 个 差距 可 以 超过 任何 你 指 
定 的 数 。 在 这 个 过 程 中 ， 实 际 上 保持 稳定 的 是 正面 出 现 的 次 数 
占 全 部 次 数 的 比例 。 

在 讨论 的 期 望 值 不 是 1/2 时 以 上 结论 也 是 有 效 的 。 在 一 副 
洗 好 的 扑克 牌 中 抽 汪 张 ， 抽 出 黑 桃 的 概率 是 四 分 之 ---， 即 
25%。 如 果 重 复 实验 很 多 次 ， 抽 出 黑 桃 的 次 数 在 24% 至 26% 
之 间 的 概率 是 多 少 ” 与 抛 硬币 的 例子 -一样 ， 最 终 的 结果 依赖 于 
实验 的 次 数 。 如 果 只 抽 10 次 ， 则 符合 要 求 的 概率 是 0 (因为 
24% 人 至 26% 意 味 普 2.4 至 2.6 张 黑 桃 被 抽出 ， 这 是 不 可 能 的 )。 
如 果 抽 100 次 ， 则 要 求 抽出 黑 桃 的 次 数 是 24、25 或 26， 此 时 
概率 大 约 是 1/4。 而 如 果 抽 100 万 次 ,符合 要 求 的 范围 是 相当 
大 的 ;从 24 廊 到 25 万 都 符合 要 求 ， 此 时 ， 出 现 黑 桃 的 次 数落 
在 这 个 范围 以 外 的 可 能 性 极 低 一 一 与 一 匹 谢 特 兰 群 岛 的 小 马 驳 
在 大 英 帝 国 马 赛 上 夺 得 冠军 的 可 能 性 相仿 。 

下 面 对 以 上 情况 做 -个 总 结 。 对 -个 可 重复 性 的 事件 而 
请 ， 事 件 可 以 在 相同 的 背景 下 重复 发 生 ， 前 入 每 次 事件 是 独立 
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的 。 我 们 所 要 求 的 情况 出 现 的 概率 是 一 个 面 定 值 x， 多 次 重复 
此 事件 ， 并 跟踪 研究 我 们 所 要 求 的 情况 实际 出 现 的 频率 。 最 初 
这 个 频率 在 x 周围 震荡， 而 且 与 x 的 偏差 可 能 很 大 ， 但是， 我 
们 所 关心 的 是 事件 多 次 重复 以 后 的 结果 。 我 们 设 定 一 个 包含 x 
的 很 小 的 固定 区 域 ( 比 如 在 抛 硬币 的 例子 中 设 定 一 个 包含 1/2 
的 小 区 域 一 一 49.9% ~ 50.1% 或 和 19% ~ 50%)， 观 察 实 际 出 现 
的 频率 是 否 落 在 此 区 域内 。 当 实验 次 数 较 小 时 频率 经 常 落 在 区 
域 之 外 ,但 是 当 实 验 次 数 足够 多 时 ， 频 率 将 落 在 区 域 之 内 ， 并 
且 随 着 实验 次 数 的 增加 保持 在 此 区 域内 。 如 果 存 在 所 谓 的 “ 平 
艾 律 ”， 它 就 是 这 样 起 作用 的 。 只 有 在 事件 多 次 发 生 的 情况 下 
它 才 发 生 作 用 ， 对 于 短期 行为 它 不 能 做 出 任何 预测 。 当 我 们 谈 
到 “平均 律 ”的 时 候 , “平均 律 ”的 意义 总 是 依赖 于 具体 语 境 
的 ,不 精确 的 。 在 抛 硬币 的 例子 中 ， 也 许 你 会 得 出 结论 : “由 
于 出 现 正面 的 概率 与 出 现 反面 的 概率 相等 ， 所 以 下 一 次 抛 硬币 
的 结果 将 使 出 现 正面 的 频率 与 出 现 反面 的 频率 趋 于 相等 。 也 就 
是 说 ， 如 果 到 目前 为 止 正面 出 现 的 次 数 多 于 反面 出 现 的 次 数 ， 
则 下 一 次 出 现 反面 的 概率 高 于 出 现 正面 的 概率 。” 这 是 错误 的 ! 
平均 律 不 会 告诉 我 们 任何 关于 下 一 次 (或 下 100 次 ) 事件 的 结 
果 。 根 据 平 均 律 我 们 确实 可 以 计算 出 现 某 种 结果 的 频率 ， 但 是 
仅仅 就 “最 终 ” 的 结果 而 言 。 

如 果 我 们 可 以 按 这 种 方式 重复 实验 ， 多 次 重复 的 结果 可 以 
为 我 们 提供 估计 概率 值 的 根据 。 我 们 不 断 计算 某 种 结果 出 现 的 
频率 ， 并 且 保 证 实验 的 次 数 足 够 多 ， 则 这 个 频率 就 可 以 作为 表 
达 概 率 的 依据 。 我 们 得 到 的 估计 值 有 时 候 会 比 实际 的 概率 高 ， 
有 时 候 会 比 实际 的 概率 低 ， 但 平均 而 言 结 果 是 正确 的 。 重 复 的 
次 数 越 多 ， 结 果 的 可 靠 性 越 好 。 

有 些 事件 是 一 次 性 的 。 一 个 天 气 预报 员 可 以 预言 “明天 下 
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雨 的 概率 是 30% "。 她 可 以 通过 分 析 气 压 图 、 卫 星 数据 以 及 历 
年 同期 的 天 气 状 况 等 资料 得 出 结论 ， 她 有 --- 些 预测 天 气 的 模 
型 。 然 而 ， 在 抛 硬币 的 例子 中 使 用 的 检验 方法 对 她 来 说 是 无 效 
的 。“ 明 天 ”是 一 个 特定 的 日 子 ， 它 要 人 么 下 雨 ， 要 人 么 不 下 两。 
她 永远 无 法 确 知 她 的 预言 是 否 准 确 。 为 了 检验 她 的 预言 ， 她 可 
以 积累 几 年 以 来 她 的 预言 的 纪录 。 其 中 可 能 有 100 次 她 预言 下 
十 的 概率 是 50% ; 另外 有 80 次 她 预言 下 十 的 概率 是 25%， 等 
等 。 按 这 种 方式 把 她 的 预言 分 组 ， 比 较 预 言 与 实际 的 天 气 状 
况 ， 此 时 情况 还 原 为 可 多 次 重复 的 事件 的 情况 。 用 这 种 方法 可 
以 检验 一 次 性 事件 的 概率 一 一 当然 ， 我 们 需要 假设 她 的 预测 能 
力 是 保持 稳定 的 。 与 可 重复 性 事件 完全 相同 ， 对 于 每 一 个 单独 
的 预言 我 们 无 法 判断 ， 但 是 我 们 可 以 检验 她 的 预言 的 整体 的 正 
确 性 。 


平均 值 与 变异 性 


在 许多 学 科 中 ， 最 有 价值 的 观念 往往 是 最 简单 的 观念 ， 在 
概率 论 和 统计 学 中 也 是 如 此 。 当 你 玩 一 个 游戏 时 ， 你 可 能 知道 
你 将 赢得 的 数额 的 各 个 可 能 值 ， 以 及 每 个 值 出 现 的 可 能 性 有 多 
大 ， 但 是 真正 决定 这 个 游戏 对 你 是 否 有 利 的 是 你 的 收入 的 平均 
值 。 在 统计 学 的 领域 内 ， 为 了 做 出 合理 的 决定 ， 平 均值 往往 比 
许多 单独 的 数值 更 有 用 。 本 书 假设 读者 已 经 在 生活 实践 中 形成 
了 关于 “平均 值 ”的 直观 理解 : 你 知道 你 的 普通 旅行 所 占 的 平 
均 时 间 ， 你 在 超级 市 场 的 账单 的 平均 数额 ， 你 在 各 种 游戏 中 获 
胜 的 平均 频率 ， 等 等 。 在 多 数 场 合 ， 这 种 直观 对 于 我 们 已 经 足 
够 了 ， 但 有 时 我 们 需要 精确 的 计算 。 附 录 3 中 介绍 了 严格 的 计 
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算 方法 。 

考虑 这 个 例子 : 联盟 杯 足 球赛 即将 举行 ，16 支 球 队 分 8 
组 比赛 。 分 组 情况 尚未 公布 ， 你 的 任务 是 猜测 分 组 的 结果 ， 并 
且 使 你 的 预测 与 实际 情况 尽量 相符 。 我 们 不 关心 球 队 的 主客 
场 ， 只 关心 你 的 配对 方案 与 实际 是 否 彬 符 、 你 每 猜 对 一 组 配 
对 ， 我 将 付 给 你 1.5 英镑 ， 但 是 为 了 与 我 打赌 你 必须 先 付 给 我 
一 笔 赌注 。 你 愿意 付 多 少 钱 ” 在 继续 阅读 之 前 ， 请 计算 这 个 问 
题 ， 并 记 下 你 的 答案 。 

你 最 多 可 能 赢得 12 英镑 ,如 果 8 组 配对 你 都 猜 对 的 话 ; 当 
然 , 你 也 可 能 一 无 所 获 。 如 果 你 想 计 算出 你 可 能 赢得 的 各 种 数 
额 , 以 及 每 种 数额 对 应 的 可 能 性 ,你 会 发 现 这 个 过 程 相当 繁琐 。 
然而 ,我 们 不 需要 了 解 计算 的 细节 。 如 果 不 考虑 参与 本 身 带 来 
的 乐趣 ,左右 你 的 决策 的 是 你 将 台 得 的 平均 数额 。 如 果 你 的 赌 
注 比 这 个 平均 数额 低 , 则 这 个 赌博 对 你 有 利 ;否则 对 你 不 利 。 

如 末 你 精 于 概率 计算 ,你 将 发 现 你 将 赢得 的 平均 数额 是 
0.8 英镑 ,所 以 , 当 赌 注 低 于 0.8 英镑 时 游戏 是 对 你 有 利 的 。 附 
巡 3 给 出 了 计算 方法 。 需 要 强调 的 是 ,为 了 做 出 决定 ,我 们 必须 
忽略 对 各 种 可 能 结果 的 细节 的 考虑 ,而 坚持 -… 个 简单 的 判定 标 
准 。 任 何不 高 于 0.8 英镑 的 赌注 你 都 乐于 接受 ,而 任何 不 低 于 
0.8 英 镑 的 赌注 我 都 乐于 接受 、0.8 英镑 的 数额 将 导致 一 场 公 
平 的 游戏 ,任何 一 方 都 不 能 期 望 从 中 获 利 。 

下 面 改 变 游戏 规则 。 我 不 再 为 每 -组 正确 的 配对 付款 ,而 是 
要 求 你 最 少 猜 对 -- 定 数量 的 配对 。 如 果 你 没有 达到 要 求 ,你 将 一 
无 所 获 。 以 下 是 三 种 游戏 规则 (最 低 要 求 分 别 是 2.4 和 8); 


(1) 如 果 你 猜 对 至 少 2 组， 你 赢得 7.94 英镑 ; 
(2) 如 果 你 错 对 至 少 4 组， 你 说 得 344.66 英镑 ， 
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(3) 恕 果 你 猜 对 全 部 8 组 ， 你 霹 每 16 216 209 黄 
镑 


R 
( 姑 充 一 点 ， 假 设 我 有 能 力 支 付 这 笔 臣 款 。) 


在 这 臣 个 游戏 中 ， 你 将 万 得 的 平均 数额 都 是 0.8 英镑 ， 所 
以 要 求 你 支付 0.8 英镑 的 赌注 是 公平 的 。 与 最 初 的 例子 相 比 ， 
在 这 三 个 游戏 中 你 将 赢得 的 半 均 数额 是 -- 样 的 ， 但 是 这 四 个 游 
小 对 你 的 鹃 引力 是 不 国 的 . --- 个 根本 的 差别 在 于 变异 性 、 

在 设 初 的 例子 中 ， 每 次 你 有 4 和 0% 的 机 会 获胜 ， 在 另外 3 
个 游戏 中 ,你 获胜 的 机 会 分 别 是 10% 、2% 和 200 万 分 之 一。 
一 个 说 愤 的 人 可 能 更 乐于 乱 加 最 初 的 游戏 .因为 在 这 个 游戏 中 
多 次 下 注 而 一 无 所 获 的 可 能 性 是 很 小 的 。 如 果 你 不 那么 谨慎 ， 
最 后 -个 游戏 可 能 对 你 更 有 吸引 力 。 你 可 能 不 在 乎 输 掉 许多 个 
0.8 类 镑 ， 而 寄 希 望 于 获得 巨 奖 ， 虽 然 希 望 是 如 此 渺 蓄 ， 

实际 上 蚊 后 一 个 例子 与 保险 非常 相似 ， 当 你 驾驶 一 辆 汽车 
时 ， 你 可 能 撞 坏 东西 或 撞 到 人 (保险 业 所 请 的 “第 三 者 ”)， 你 
可 能 因此 得 付 巨 额 赔偿 。 绝 大 多 数 人 没有 能 力 支 付 这 样 -- 笔 后 
款 ， 所 以 我 们 向 保险 公司 投保 。 保 险 费 通常 涵盖 许多 其 他 的 风 
险 ， 当 我 们 投保 的 事件 确实 发 生 时 ， 保 险 公 司 蔡 我 们 支付 100 
万 类 镑 的 赔偿 金 。 保 险 公 司 的 估计 可 能 是 每 年 这 种 事件 发 生 的 
概率 是 10 万 分 之 一 ， 并 且 向 我 们 收 20 英镑 的 保险 金 。 

我 们 把 这 个 例子 当做 一 个 赌博 游戏 分 析 。 你 付出 20 英镑 ， 
在 绝 大 多 数 情况 下 ， 你 什么 也 赢 不 到 、 有 10 万 分 之 一 的 机 会 
你 可 以 “ 赢 ”100 万 英镑 (保险 公司 奉 你 支付 100 万 英镑 的 赔 
偿 金 )。 你 在 这 个 游戏 中 将 赢得 的 平均 金额 是 10 英镑 。 单 就 数 
额 而 育 ， 这 个 游戏 是 对 你 不 利 的 。 但 是 ， 如 果 你 是 一 个 谨慎 的 
人 ， 你 会 认为 这 个 游戏 是 对 你 有 好 处 的 ! 你 真正 关心 的 不 是 平 
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均 支 出 ， 而 是 你 确实 有 可 能 了 路 人 拼命 寻找 100 万 英镑 的 窖 境 ， 
事先 付出 的 20 英镑 保险 金 是 安全 保证 。 这 种 游戏 可 以 安慰 你 
的 心理 : 你 的 安全 受到 了 保护 ， 

在 这 个 游戏 中 保险 公司 也 感到 满意 ， 如 果 它 能 找到 足够 多 
的 客户 。 如 果 客 户 的 基数 达到 1 000 万 ,每 个 客户 付 20 英镑 ， 
则 每 年 保险 公司 收入 两 亿 英 镑 。 由 于 每 个 客户 索赔 的 概率 是 
10 万 分 之 一 ， 所 以 平均 而 膏 有 100 个 客户 索赔 ， 赔 偿 金 总 额 
为 夺 亿 英镑 。 因 此 ， 公 司 可 以 期 望 可 观 的 利润 。 但 是 ， 如 果 有 
200 个 以 上 客户 索 赔 ， 公 司 将 遭受 损失 。 这 种 情况 发 生 的 概率 
有 多 大 ? 保险 公司 知道 ， 在 这 种 客户 规模 下 人 危险 几乎 不 存在 。 
平均 而 言 会 有 100 个 客户 索赔 ， 如 果实 际 索赔 的 人 数 达 到 110 
或 115， 这 并 不 奇怪 ; 可 是 ， 如 果 某 … 年 索赔 人 数 达 到 150 或 
更 多 ， 其 可 能 性 低 于 于 年 一 过. 

对 于 客户 数 只 有 1 000 人 的 小 保险 公司 而 言 ， 情 况 则 截然 
不 同 。 此 时 公司 一 年 的 收入 为 200 万 英镑 .平均 而 言 将 有 -一 个 
100 万 的 索赔 发 生 。 这 个 比例 与 大 保险 公司 相同 ， 但 是 每 12 
年 将 出 现 一 次 索赔 人 数 达 到 3 或 更 多 的 情况 。.- 旦 这 种 情况 发 
生 ， 支 出 将 超过 保险 金 。12 年 1 次 的 频率 是 邻 人 不 安 的 ， 对 
于 公司 各 客户 双方 这 都 是 潜在 的 灾难 。 对 于 这 个 小 保险 公司 而 
言 ， 可 能 支出 的 变异 性 太 大 了 、 保 险 公 司 的 经 营 策略 是 通过 增 
加 客户 数 降低 破产 的 风险 、 

这 是 -- 个 重要 的 普遍 原则 。 如 果 游 戏 只 进行 一 次 ， 了 解 平 
均值 是 必须 的 ， 但 仅仅 考虑 平均 值 是 不 够 的 。 当 游戏 仅 进 行 一 
次 或 几 次 时 ， 支 出 的 变异 性 可 能 比 平 均值 更 重要 ; 当 游 戏 的 次 
数 非常 大 时 ， 则 平均 值 成 为 主导 因素 。 保 险 公 司 的 情况 就 是 和 
非常 多 的 客户 同时 玩 一 个 游戏 。 为 了 使 平均 值 成 为 主导 因素 ， 
2 支出 的 变异 性 越 大 ， 需 要 的 游戏 次 数 就 越 多 。 
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请 二 辟 形 美 


总 有 人 请 教 数学 家 买 彩票 的 制胜 战略 。 他 们 的 目的 是 希望 
数学 家 提供 一 种 预测 中 奖 号 码 的 数学 方法 。 数 学 家 莱恩 " 夏 殉 
莱 顿 (Len Shackleton, 我 童年 时 崇拜 的 偶像 ) 的 自传 中 有 一 章 
专门 讨论 “一 个 普通 的 足球 教练 对 足球 了 解 多 少 ”， 这 一 章 仅 
仅 是 一 页 白 纸 。 如 果 你 要 求 我 写 一 章 “如 何 通过 彩票 赢 更 多 的 
钱 "”， 恺 怕 我 也 只 能 交 白 卷 。 我 所 能 提供 的 惟一 建议 就 是 “ 奖 
更 多 的 彩票 ”。 虽 然 如 此 ， 数 学 方法 仍然 可 以 指导 你 如 何 买 彩 
票 。 下 面 我 就 要 介绍 这 些 方法 。 

始 于 1994 年 9 月 的 大 英 帝 国 彩票 。 在 商业 上 它 是 个 巨大 
的 成 功 。 英 国 超过 90% 的 成 年 人 买 过 这 种 彩票 ， 通 常 每 周 销 
售 额 超过 8 000 万 英镑 。 它 的 标识 已 广为人知 ， 那 句 响 亮 的 广 
告 词 “下 一 个 赢家 是 你 !” 始 终 展示 着 头 奖 的 诱惑 。 大 英 帝 国 
彩票 已 经 造就 了 数 以 百 计 的 百 万 富 狐 ， 头 奖 奖金 超过 2 200 万 
英镑 。 

世界 各 地 流行 着 类 似 的 游戏 。 为 了 表述 完整 ， 我 仔细 介绍 
一 下 英国 的 规则 。 要 加 入 一 轮 游 戏 ， 你 需要 花 1 英镑 买 1 张 彩 
票 ， 并 且 在 1 至 49 之 间 选 六 个 号 码 。 这 叫做 “49 分 之 6 号 码 
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游戏 。 在 每 一 轮 ， 由 一 个 特制 的 机 器 从 49 个 小 球 中 选 出 6 


个 ， 每 个 小 球 代表 一 个 导 码 。， 旭 果 你 挑选 的 小 球 中 昔 少 有 3 个 
与 机 融 跳 出 的 相符 ， 你 就 中 奖 了 了 。 相符 的 小 球 越 多 ， 你 得 的 奖 
金 就 越 多 。 如 果 六 个 小 球 你 部 选中 了 ， 你 就 同 得 头 奖 。 

除了 六 个 小 球 都 选中 以 外 、 你 还 有 :个 额外 机 会 。 机 器 还 
选 出 第 七 个 号 友 ( 特 别 号 码 }， 如 果 你 选中 的 六 个 号 码 中 有 五 
个 相符 ， 而 第 六 个 号 码 与 特别 续 公 相符 ， 则 你 赢得 次 奖 。 否 
则 ,特别 号 码 无 效 。 

彩票 的 组 织 者 保证 每 个 号 食 都 是 随机 产生 的 ， 作 次 是 不 可 
能 的 。 每 个 小 球 被 尽量 制造 成 完全 -… 样 的 ， 尺 寸 、 重 量 、 湿 
度 、 硬 度 和 表面 光滑 程度 都 没有 差别 ”共有 八 组 编 好 号 的 这 样 
的 小 球 和 4 台 不 同 的 和 机器。 每 台 机 器 实际 上 是 -个 透明 的 塑料 
桶 ， 其 功能 是 彻底 打 乱 小 球 的 顺序 .在 开奖 的 当天 ， 八 组 小 球 
中 的 某 一 组 和 四 台 机 器 中 的 菜 一 台 被 挑选 出 来 。 抽 奖 的 过 程 在 
电视 上 直播 ， 并 且 有 一 位 普通 公民 被 邀请 到 现场 作 见 证 。 每 次 
抽奖 结束 后 ， 机 器 被 倒 空 ， 所 有 49 枚 小 球 被 装 人 一 个 盒子 里 ， 
贴 上 封条 一 一 这 个 过 程 要 在 一 个 独立 的 审计 员 的 监视 下 完成 。 
这 些小 球 在 下 一 次 使 用 以 前 要 经 过 度量 衡 标准 局 的 检查 。 在 两 
次 抽奖 之 间 ， 所 有 的 器 材 被 装 在 -- 个 密封 的 容器 内 。 

概率 论 和 统计 学 可 以 帮助 我 们 解决 三 个 问题 : 

GO 你 获奖 的 机 会 有 多 大 ? 

QO 如 果 你 参与 ， 如 何 提高 获胜 的 机 会 ? 

〇 如 何 辨别 机 器 产生 的 号 码 是 不 是 随机 的 ? 
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你 获奖 的 机 会 


大 英 帝 国 彩票 的 吸引 万 在 于 数额 巨大 的 头 奖 。 许 多 人 买 彩 
票 的 原 内 是 他 们 仅仅 关注 … 个 事实 : 天 文 数 字 的 巨额 奖金 确实 
颁发 过 许多 次 。 其 实 ， 个 合理 的 分 析 不 仅 应 当 关 注 奖 金 的 数 
额 ， 同 时 应 当 海 不 获 奖 的 机 会 有 多 大 。 

当 你 看 到 小 球 从 机 恬 中 深 出 来 时 ， 很 容易 相信 每 一 个 小 球 
第 -个 深 出 来 的 概率 是 -~- 样 的 。 也 许 这 个 小 球 是 16 号 。 接 下 
来 ， 剩 下 的 48 个 小 球 中 的 每 一 个 成 为 第 二 个 的 概率 也 是 一 样 
的 ， 以 此 类 推 。 当 六 个 小 球 全 部 产生 以 后 ， 我 们 发 现任 何 -一 组 
六 个 号 码 的 组 合 出 现 的 概率 都 是 相同 的 。 也 就 是 说 ， |1，2 
3,，4，5，6| 出 现 的 概率 与 13，4，20，38，4，391 出 现 的 
概率 相等 ， 昌 然后 者 显得 更 加 随机 。 如 果 你 对 此 有 疑问 《许多 
人 确实 如 此 )， 你 就 是 相信 有 -- 些 组 合 出 现 的 概率 天 然 地 高 于 
其 它 组 合 。 也 许 你 应 该 把 你 认为 出 现 的 概率 低 于 平均 值 的 组 合 
列 成 一 张 表 ， 而 后 校正 你 的 选择 。 

外 他 训 人 弛 a 的 结论 、 在 我 看 来 ， 没 有 任何 
理由 相信 某 一 个 双 组 合 出 现 的 概率 可 以 比 其 它 组 合 高 或 低 。 然 
而 ， 我 在 长 期 的 实践 中 得 到 -个 知识 ， 加 果 一 个 人 相信 ”| 
2，3，4，5，6} 出 现 的 概率 比 甚 它 组 合 低 ， 通 过 论证 让 他 改 
变 观 点 几乎 是 不 可 能 的 。 如 果 你 在 酒馆 里 遇 到 这 样 一 个 顽固 的 
家 伙 ， 我 建议 你 用 实战 改变 他 的 立场 。 在 台球 桌 上 拿 5 个 台球 
(1 号 至 5 号 )， 放 在 一 个 书包 里 ,让 他 从 书包 里 随意 地 摸 出 3 
个 球 ， 则 ~- 共 有 10 种 可 能 组 合 (附录 1 中 有 证 明 )。 由 于 在 大 
英 帝 国 彩票 中 他 相信 11，2. 3，4，5，6| 出 现 的 概率 低 于 平 
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均值 ， 同 理 现在 他 也 应 当 相 信 {1，2，3i 出 现 的 概率 低 于 平 
均值 。 你 和 他 赌 |，2，3} 将 出 现 ， 他 应 当 给 你 高 于 1 赔 10 
的 赔 率 。 和 他 打 这 个 财 ， 如 果 你 不 能 改变 他 的 观点 ， 至 少 你 可 
以 改变 自己 的 经 济 状况 。 

在 这 个 问题 上 统一 观点 以 后 ， 我 们 还 需要 计算 一 共有 多 少 
种 可 能 的 组 合 。 附 录 1 中 给 出 了 计算 方法 ， 答 案 是 2Cs， 它 的 
值 是 13 983 816。 

只 买 一 张 彩票 ， 六 个 号 码 全 对 的 机 会 是 13 983 816 分 之 1， 
大 概 相当 于 1 400 万 分 之 一 。 我 们 如 何 理解 这 个 数字 呢 9 如 果 
换 成 二 分 之 一 或 者 十 分 之 一 ， 我 们 倒 容易 理解 ， 在 日 常生 活 中 
经 常用 到 这 样 的 数字 ， 比 如 在 预测 一 次 抛 硬币 的 结果 或 估计 你 
的 汽车 不 能 通过 安全 检查 的 可 能 性 时 。 可 是 当 概 率 值 变 成 100 
万 分 之 一 或 者 10 亿 分 之 一 时 ， 我 们 得 到 的 信息 只 是 “其 可 能 
性 小 得 可 以 忽略 不 计 ”。 这 两 个 数字 对 于 我 们 没什么 差别 ， 虽 
然 前 者 是 后 者 的 1 000 倍 。 

假设 你 每 周 花 1 000 英镑 买 彩票 ， 平 均 而 言 ， 每 270 年 将 
有 一 次 六 个 号 码 全 对 。 换 一 个 说 法 ,假设 你 的 祖上 从 5 000 年 
以 前 开始 买 这 种 彩票 ， 坚 持 每 周 买 50 张 ， 假 如 运气 一 般 ， 那 
么 到 今天 你 的 家 族 将 赢得 一 次 大 奖 。 为 了 这 -次 幸运 的 降临 ， 
你 的 家 族 必须 在 辽 远 的 时 空中 经 历 漫长 的 等 待 。 当 然 ， 在 等 待 
的 过 程 中 ， 你 的 家 族 会 赢得 许多 次 小 奖 ， 但 是 对 每 一 张 彩票 而 
言 ， 六 个 号 码 全 对 的 概率 是 非常 非常 低 的 。 

为 了 计算 赢得 数额 较 低 的 奖金 的 概率 ， 我 们 需要 考虑 有 多 
少 张 彩 票 恰好 选中 了 三 个 号 码 ， 以 及 有 多 少 张 彩 票 恰好 选中 了 
四 个 号 码 ， 有 多 少 张 彩票 恰好 选中 了 五 个 号 码 。 我 们 把 机 器 最 
终 跳 出 的 六 个 号 码 称 为 “好 号 码 ”， 而 把 其 余 的 43 个 号 码 称 为 

3 “ 坏 号 码 ”。( 以 后 我 们 再 处 理 “ 额 外 机 会 号 码 ”。) 我 们 想 知道 
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的 是 : 在 我 们 选 出 的 六 个 号 码 中 ， 有 几 个 是 “好 号 码 "? 有 几 
个 是 “ 坏 号 码 ”? 这 是 一 个 标准 的 排列 组 合 问 题 ， 附 录 1 中 介 
绍 了 完整 的 解法 。 

首先 考虑 恰好 选中 4 个 号 码 的 情况 。 由 于 恰好 选中 了 6 个 
“好 号 码 ” 中 的 4 个 ， 所 以 同时 也 选中 了 43 个 “ 坏 号 码 ” 中 的 
2 个 。 因 此 ， 恰 好 选中 4 个 号 码 的 彩票 的 总 数 是 (C4) x 
($C), 它 的 值 是 13 545。 用 同样 方法 可 以 计算 选中 的 号 码 数 恰 
好 为 0、1、2、3 或 5 的 彩票 总 数 ， 结 果 见 表 2.1。 


表 2.1: 选中 的 号 码 数 与 对 应 的 彩票 数 
选中 的 号 码 数 对 应 的 彩票 数 


246 820 


6 

5 

4 13 545 
3 

2 


1 851 150 


5 775 588 
6 096 454 


为 了 检验 表 2 -1 是否 正确 ， 你 可 以 把 表 右 侧 的 七 个 数字 
加 起 来 ， 看 看 总 和 与 彩票 的 总 数 是 否 相 等 。 在 计算 中 ， 我 们 没 
有 假定 具体 哪 六 个 号 码 是 “好 号 码 ”， 所 以 无 论 机 器 最 终 选 出 
的 号 码 是 什么 ， 以 上 答案 都 是 有 效 的 。 

假定 每 种 结果 出 现 的 可 能 性 都 是 相同 的 ， 则 表 2.1 已 给 出 
了 计算 各 个 概率 值 的 全 部 信息 ， 只 要 把 对 应 的 彩票 数 除 以 
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1 400 万 就 可 以 了 。 例 如 ,恰好 选中 4 个 号 码 的 概率 就 是 
13 545/13 983 816， 这 个 数 略 小 于 1/1 000。 如 果 你 每 周 花 5 英 
镑 买 彩票 ， 根 据 概率 每 四 年 你 可 以 得 到 一 次 这 样 的 机 会 。 

我 想 你 已 经 注意 到 了 ， 在 表 2.1 中 最 大 的 数 出 现在 最 后 一 
行 。 这 意味 着 可 能 性 最 大 的 结果 是 你 一 个 号 码 也 没 选中 ， 可 能 
性 第 二 大 的 是 你 仅 选 中 了 一 个 号 码 。 所 以 ， 如 果 你 只 选中 了 一 
个 号 码 ， 这 并 不 意味 着 坏 运气 。 要 知道 ， 有 85% 的 彩票 与 你 

16 运气 相当 或 者 更 糟 。 

我 们 可 以 很 容易 地 算出 平均 每 张 彩票 将 选 对 几 个 号 码 。 你 
选 出 的 六 个 号 码 中 的 任何 一 个 都 有 6/49 的 概率 选 对 ， 所 以 平 
均 而 言 ， 你 将 选 对 6x (6/49) = 36/49 个 号 码 。( 有 些 人 可 能 
对 这 个 结论 产生 疑问 ， 因 为 36/49 不 是 整数 。 确 实 如 此 ， 但 作 
为 平均 数 它 是 有 意义 的 ， 就 好 像 我 可 以 说 你 平均 每 周 买 1.5 张 
CD 唱片 。) 


表 2.2: 各 种 情况 对 应 的 概率 值 
对 应 的 彩票 数 


2 


额外 机 会 奖 | 6 


选 对 五 个 号 码 


选 对 四 个 号 码 


选 对 三 个 号 码 


现在 我 们 计算 获得 “额外 机 会 奖 ” 的 概率 ， 我 们 将 要 考虑 
的 情况 是 你 选 对 了 六 个 “好 号 码 ” 中 的 五 个 而 你 选中 的 第 六 个 
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号 码 与 “额外 机 会 号 码 ” 相 符 。 这 个 计算 很 简单 。“ 额 外 机 会 


号 码 ” 可 以 取代 六 个 “好 号 码 ” 中 的 任何 一 个 ， 所 以 一 共有 六 
种 赢得 “额外 机 会 奖 ” 的 可 能 组 合 。 在 束 2.1 中 ， 有 258 张 彩 
票 恰好 选 对 了 五 个 号 码 ， 其 中 的 六 张 获 “额外 机 会 奖 ”"， 其 余 
的 252 张 则 否 。 表 2.2 给 出 了 各 种 情况 对 应 的 概率 值 。 

表 2.2 介绍 了 各 种 可 能 性 。 大 英 帝 国 彩 票 的 设计 者 充分 研 
究 了 各 种 类 似 的 抽 彩 活动 ， 并 且 调 查 了 顾客 购买 彩票 时 的 心 
理 。 彩 票 的 设计 依赖 于 两 条 基本 原则 : 第 一， 每 张 彩 票 都 有 赢 
得 奖金 的 合理 机 会 ， 然 而 机 会 相当 小 ; 第 二 ， 赢 得 巨额 奖金 的 
机 会 是 看 得 见 、 摸 得 着 的 。 如 果 一 个 人 每 周 花 5 英镑 买 彩票 ， 
平均 每 年 他 将 中 5 次 奖 ， 这 个 频率 已 足以 使 他 保持 参与 热情 。 
而 如 果 你 每 周 花 1 英镑 买 彩票 ， 赢 得 头 奖 对 你 来 说 始终 是 一 个 
冰 远 的 梦想 〈 仅 仅 是 梦想 )。 正 是 由 于 赢得 头 奖 的 机 会 是 如 此 
的 小 ， 所 以 头 奖 的 金额 可 以 非常 巨大 。 抽 彩 活动 定期 地 创造 一 
夜 暴 富 的 神话 ， 而 每 一 个 新 生 的 百 万 富翁 都 被 媒体 大 肆 宣 传 ， 
这 正好 进一步 刺激 了 下 一 轮 彩 票 的 销售 。 然 而 ， 我 们 可 以 从 中 
赢得 多 少 钱 呢 ? 

在 全 部 赌资 中 只 有 45% 作为 奖金 发 还 。 这 意味 着 无 论 奖 
金 的 比例 如 何 分 配 ， 也 无 论 总 共 卖 出 了 多 少 张 彩票 ， 平 均 而 言 
你 每 付出 1 块 钱 将 赢 回 0.45 块 钱 。 从 这 个 平均 值 出 发 ， 这 个 
游戏 是 不 划算 的 。 然 而 它 的 特点 是 ， 有 98% 的 可 能 性 你 一 无 
所 获 ， 在 其 他 的 可 能 性 中 ， 你 将 赢 一 大 笔 钱 。 巨 额 奖金 的 吸引 
力 足以 战胜 对 低 可 能 性 的 不 满 ， 参 与 者 往往 被 这 个 微弱 的 可 能 
性 所 吸引 。 售 出 的 彩票 越 多 ， 奖 金额 越 高 。 为 了 便于 讨论 ， 我 
们 假设 卖 出 了 1 亿 张 彩票 ， 则 奖金 额 为 4 500 万 英镑 。 

在 获奖 号 码 产 生 以 后 ， 首 先 统计 出 所 有 恰好 猜 对 了 三 个 号 
码 的 彩票 ， 每 张 彩票 获 10 英镑 奖金 。 依 据 概 率 ， 这 笔 奖 金 的 
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总 额 将 占 全 部 奖金 的 39% 。 当 然 ， 实 际 比 例 有 可 能 比 39 色 高 
很 多 或 低 很 多 ， 在 对 奖 活 动 结束 以 前 我 们 无 法 确 知 精确 值 。 为 
了 计算 简便 ， 假 设 结果 恰好 等 于 平均 值 ， 即 1 800 万 英镑 。 奖 
金 中 还 剩 下 2 700 万 英镑 ， 这 笔 钱 称 为 “ 锅 底 ”。 

“ 锅 底 ”被 按照 男 定 的 比例 分 成 4 份 ， 分 别 用 来 支付 4 个 
等 级 的 奖金 ， 其 中 最 大 的 一 份 分 给 头 奖 。 在 我 们 的 例子 由 ， 头 
奖 的 奖金 大 约 是 1 400 万 。 具 体 某 个 获奖 者 赢得 多 少 奖金 依赖 
于 有 多 少 人 与 他 同时 获得 该 级 别 的 奖金 ， 因 为 4 份 奖金 中 的 每 
一 份 都 将 被 共同 获奖 者 瓜分 。 如 果 只 有 一 个 人 获 头 奖 ， 则 此 人 
独得 1 400 万 ; 如 果 有 10 人 同时 获 头 奖 ， 则 每 人 得 140 万 ; 如 
果 有 100 人 同时 获 头 奖 ， 则 每 人 的 奖金 只 有 14 万 。 

你 认为 这 种 情况 不 可 能 发 生 吗 ?在 1995 年 1 月 开 出 的 第 
九 轮 彩票 中 ， 头 奖 的 奖金 达到 1 600 万 英镑 。 就 在 一 个 月 以 
前 ,布莱克 波恩 (Blackbum) 的 一 个 工人 在 第 四 轮 彩 票 中 独得 
头 奖 ， 拿 走 了 1 700 万 英镑 。 可 是 在 第 九 轮 中 ， 有 133 个 人 同 
时 赢得 头 奖 ， 每 人 的 奖金 大 约 是 122 510 英镑 。 这 依然 是 一 个 
可 观 的 数字 ， 可 是 与 1 700 万 英镑 相 比 是 多 么 令 人 失望 ! 如 果 
你 希望 赢得 一 笔 巨 额 奖 金 ， 你 应 当 避 免 选 择 那 些 会 与 许多 人 重 
复 的 号 码 组 合 。 下 文 将 告诉 你 具体 的 策略 。 

如 果 一 张 彩票 恰好 选 对 了 三 个 号 码 ， 奖 金额 是 固定 的 ， 只 
有 10 英镑 。 对 于 其 他 等 级 的 奖金 而 言 ， 奖 金额 是 不 确定 的 。 
然而 ， 我们 可 以 计算 出 各 个 等 级 的 奖金 的 平均 值 。 在 一 轮 正常 
的 彩票 中 ， 无 论 实际 上 售 出 了 多 少 张 彩票 ， 这 个 平均 值 是 保持 
不 变 的。 当然 我 们 也 会 发 现 ， 奖 金 的 实际 值 完全 可 能 偏离 平均 
值 很 远 。 

有 时 头 奖 的 奖金 额 相当 巨大 。 通 常 这 是 因为 在 上 一 轮 抽 奖 
中 没有 人 获 头 奖 ， 所 以 头 奖 的 奖金 累积 到 下 一 轮 ; 还 有 一 个 可 
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能 是 彩票 的 发 行者 从 储备 金 中 拿 出 了 一 部 分 追加 到 头 奖 奖金 
中 ， 这 种 情况 称 为 “超级 彩票 "。 无 论 在 哪 种 情况 下 ， 其 它 等 
级 的 奖金 不 受 影响 。 此 外 ， 制 定 抽 彩 规则 的 人 注意 到 一 种 纯粹 
理论 上 的 可 能 性 : 选中 三 个 号 码 的 彩票 可 能 非常 多 ， 以 至 于 为 
每 张 末 奖 彩 票 付 10 英镑 就 将 耗 尽 全 部 奖金 。 为 此 ， 抽 奖 规则 
特别 规定 ， 存 这 种 情况 下 ， 所 有 获奖 彩票 (包括 头 奖 〉 平 分 全 
部 奖金 一 一 也 许 是 8 英镑。 当然 ， 理 智 健全 的 人 不 会 对 这 种 可 
能 性 当真 。 

表 2.3 列 出 了 各 个 等 级 的 奖金 的 平均 值 ， 以 及 截至 1998 
年 9 月 为 止 已 举办 的 282 轮 抽 彩 活动 中 产生 的 极限 值 (最 大 值 
和 最 小 值 )。 数 额 最 大 的 头 奖 (2 260 万 英镑 ) 是 由 累积 奖金 造 
就 的 。 在 没有 累积 奖金 的 情况 下 产生 的 最 高 奖金 是 1 170 万 英 
镑 。 有 趣 的 是 ， 数 额 最 小 的 那 笔 头 奖 奖金 同样 产生 于 有 累积 奖 
金 的 一 轮 ， 即 前 文 介绍 过 的 第 九 轮 。 如 果 没 有 累积 奖金 ， 头 奖 
奖金 甚至 会 降 到 48 500 英镑 。 头 奖 奖 金 的 总 额 最 高 兽 达 到 
4 200 万 英镑 ， 那 笔 奖金 最 终 被 三 张 彩票 平分 。 但是， 假如 那 
一 轮 的 头 奖 号 码 组 合 是 11，2，3，4，5，6} ， 头 奖 奖 金 将 跌 
到 惨不忍睹 的 1 400 英镑 ， 因 为 据 彩 票 的 发 行者 介绍 ， 那 一 轮 
有 3 万 张 彩票 买 了 这 个 号 码 组 合 。 


表 2.3: 过 去 的 282 轮 抽 彩 中 的 奖金 额度 


5 个 正确 号 码 奖 | 
4 个 正确 号 码 奖 


一 
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实际 的 奖金 额 偏 离 平 均值 如 此 之 远 令 人 震惊 。 除 奖金 的 平 
均值 以 外 ， 这 种 变异 性 是 最 引 人 注 目的 现象 。 获 奖 当 然 比 不 获 
强 ， 但 是 如 果 你 只 选中 了 5 个 号 码 ， 你 的 奖金 还 是 不 够 买 一 辆 
新 钼 特 车 。 通 过 历史 我 们 发 现 ， 如 果 你 希望 赢得 一 笔 1 万 英镑 
以 上 的 奖金 ， 你 必须 中 头 奖 或 额外 机 会 奖 。 以 一 张 彩票 赢得 
笔 这 样 的 奖金 的 概率 是 200 万 分 之 --。 

奖金 数额 变化 如 此 之 大 是 因为 有 一 些 号 码 组 合 比 其 它 号 码 
组 合 出 现 的 频率 高 得 多 。 在 每 一 轮 彩 票 中 ， 发 行者 都 确切 地 知 
道 有 多 少 张 彩票 买 了 某 个 号 码 组 合 ， 但 是 他 们 严守 机 密 。 据 我 
所 知 ， 他 们 只 公布 过 两 条 相关 信息 ， 

(fl1，2，3，4，5，6} 出 现 的 频率 极 高 ， 超 过 每 周 1 
万 张 ; 

(2) 17，14，21，28，35，421 创下 了 单 轮 售 出 数 最 高 的 
纪录 。 

乔 纳 杉 * 西 蒙 报 道 了 1996 年 10 月 举行 的 第 101 轮 彩 票 的 情 
总 。 在 那 一 轮 ， 平 均 每 一 个 号 码 组 合 被 买 了 5 次 。 在 开奖 以 
前 ， 头 奖 奖金 的 预期 值 达 1 000 万 英镑 。 有 2 000 个 号 码 组 合 
吸引 了 大 批 的 买 家 。 如 果 这 2 000 个 号 码 中 的 某 一 个 中 头 奖 ， 
获奖 的 彩票 数 将 超过 200 张 ， 每 个 中 奖 者 的 奖金 将 低 于 5 万 英 
镑 。 这 2 000 个 号 码 组 合 在 全 部 可 能 选择 中 仅 占 7 000 万 分 之 
一 的 比例 ， 根 据 概率 ， 如 果 每 周 开 两 次 奖 ， 在 70 年 里 这 2 000 
个 号 码 组 合 中 将 有 一 个 获 头 奖 。 另 外 ， 有 20 万 个 号 码 组 合 的 
购买 者 超过 了 20 人 。 

这 一 轮 彩票 中 存在 相反 的 极端 。 有 三 分 之 一 的 号 码 组 合 的 
购买 者 不 超过 两 人 。 事 实 上 ， 将 近 70 万 个 号 码 组 合 ( 约 占 总 
数 的 5%) 根本 没 人 买 ， 其 中 包括 大 家 梦 襟 以 求 的 头 奖 号 码 组 
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合 。 大 约 12% 的 号 码 组 合 仅 卖 出 一 张 ， 另外 16 锡 的 号 码 组 合 
恰好 卖 出 了 两 张 。 很 明显 ， 如 果 这 样 的 彩票 中 奖 ， 奖 金 将 是 
500 万 英镑 或 更 多 。 

许多 人 从 抽 彩 活动 一 开始 就 买 了 一 个 号 码 组 合 ， 并 且 在 以 
后 的 每 一 轮 彩 票 中 坚持 买 同一 个 号 码 组 合 ， 至 今 不 敢 放 弃 。 参 
与 者 也 可 以 选择 买 一 张 季 票 ， 即 一 次 性 地 在 许多 轮 彩 票 中 买 同 
一 个 号 码 组 合 。 季 票 可 以 保证 你 的 选择 在 每 一 轮 彩票 中 保持 稳 
定性 ， 相 反 ， 你 也 可 以 每 次 都 随机 地 选择 号 码 组 合 ， 一 种 叫做 
“幸运 星 ” 的 小 玩 艺 (Eucky Dip)， 可 以 帮助 你 产生 随机 号 码 。 

买 彩票 的 人 希望 知道 哪些 号 码 组 合 是 “流行 ”的 ， 目 的 是 
避免 和 许多 人 同时 购买 一 个 号 码 组 合 。 当 然 ， 如 果 有 人 发 现 了 
一 个 很 少 有 人 购买 的 号 码 组 合 ， 并 且 公布 于 世 ， 大 家 一 定 会 峰 
拥 而 上 买 这 个 号 码 组 合 ， 从 而 把 它 变 成 一 个 “流行 ”的 号 码 。 
我 们 是 和 否 有 可 能 计算 出 哪些 号 码 是 “不 流行 ”的 呢 ? 


获胜 策略 ? 


我 将 给 出 几 个 战略 性 的 建议 。 它 们 主要 告诉 你 什么 错误 应 
当 避 免 ， 给 出 某 些 警告 。 大 家 购买 彩票 的 行为 应 当做 一 些 调 
整 。 如 果 你 买 彩票 ， 好 得 很 ， 希 望 你 从 中 获得 快乐 ， 但 是 你 最 
好 别 指望 因此 发 家 。 

有 些 国家 公开 发 布 彩票 的 统计 数字 。 在 加 拿 大 ， 每 周公 布 
各 个 号 码 被 购买 的 次 数 。 每 次 公布 的 数字 会 有 一 些 变化 ,但 是 
最 流行 的 号 码 与 最 不 流行 的 号 码 基本 上 保持 不 变 。 把 所 有 号 码 
按 流行 程度 排列 ， 大 致 是 1:7, 11, 3, 9, 5, 27, 31, 8, 17 2 
ee 30，46，38，45，20，41，48，39，40} 。 每 周 这 个 排行 榜 
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会 有 微小 的 调整 。 表 中 未 列 出 的 号 码 被 购买 的 频率 居中 。 

根据 这 个 排行 榜 你 可 能 会 认为 140，39，48，41，20， 
45} 的 号 码 组 合 是 非常 不 流行 的 一 一 大 错 特 错 。 由 于 加 拿 大 的 
彩票 购买 者 已 经 知道 这 六 个 号 码 是 最 不 流行 的 ， 所 以 好 多 人 专 
门 买 了 这 个 号 码 组 合 ! (这 是 表现 事件 的 独立 性 的 绝妙 的 例子 。 
六 个 最 不 流行 的 号 码 构 成 了 一 -个 最 流行 的 号 码 组 合 !) 常见 的 
导 和 码 未 必 构 成 常见 的 号 码 组 合 ， 罕 见 的 号 码 也 未 必 构 成 罕见 的 
号 码 组 合 。 

瑞士 彩票 的 规则 与 大 英 帝 国 彩 票 略 有 不 同 ， 它 的 方法 是 从 
45 个 号 码 中 选取 6 个 。 根 据 附 录 1 介绍 的 计算 方法 ,在 瑞士 彩 
票 中 全 部 可 选择 的 号 码 组 合 总 数 为 $C = 8 145 060。 汉 斯 .里 德 
威 公 布 了 某 一 轮 瑞士 彩票 中 的 有 趣 的 统计 数字 。 在 那 一 轮 中 ， 
一 共 卖 出 了 16 862 596 张 彩 票 ， 平 均 每 个 号 码 组 合 卖 出 了 2 
次 。 汉 斯 .里 德 威 指 出 ， 至 少 有 $ 000 个 号 码 组 合 卖 出 了 50 次 
以 上 ! 最 初 看 到 这 个 统计 数字 时 ， 我 非常 震惊 。 我 渴望 接触 大 
英 帝国 彩票 的 统计 数字 ， 看 看 英国 的 彩票 购买 者 是 否 干 过 类 似 
的 事 。 前 文 介绍 过 英国 彩票 第 101 轮 的 一 些 统计 结果 ， 我 猜想 
当时 一 定 发 生 了 与 瑞士 相似 的 情况 。 汉 斯 .里 德 威 的 统计 数字 
值得 进一步 研究 。 

瑞士 彩票 的 外 观 如 图 2 - 1。45 个 导 码 排 成 7 行 6 列 ,外 加 
一 个 半 行 。 你 是 否 相信 ,有 两 个 号 码 组 合 的 购买 者 超过 了 2.4 
万 人 ! 这 两 个 号 码 组 合 是 由 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 以 及 从 右上 
到 左下 的 对 角 线 组 成 的 , 即 11,8,15,22,29,36} 和 |6,11,16,21， 
26,31|。 另 外 ,每 一 个 整 行 构成 的 号 码 组 合 卖 出 了 2 500 次 以 
上 ,许多 同一 个 方 格 内 的 号 码 构成 的 号 码 组 合 (比如 18,9,14， 
15,20,21| ) 以 及 某 些 对 角 线 号 码 构成 的 号 码 组 合 ( 比 如 17,14， 
21,28,35,421 ) 也 卖 出 了 2 500 次 以 上 。 整 滞 的 几何 模式 吸引 了 
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许多 购买 者 。( 如 图 21) 


图 2~ 1 瑞士 彩票 的 外 观 


为 什么 有 一 个 明显 随机 的 号 码 组 合 |8，14，17，25，31， 
36} 也 卖 出 了 1.2 万 次 以 上 呢 ? 因为 这 是 上 周 的 获奖 号 码 ! 
[9，15，18，26，32，37}| 和 17，13，16，24，30，35} 也 卖 
出 了 4 000 次 以 上 。 你 注意 到 了 吗 ? 那个 获奖 号 码 的 各 个 数字 
加 1 或 减 1 就 得 到 这 两 个 号 码 组 合 。 每 周 都 有 数 以 百 计 的 人 和 追 
逐 上 一 周 的 获奖 号 码 。 几 年 以 来 的 获奖 号 码 以 及 最 近 在 奥 地 
利 、 法 国 和 德国 获奖 的 号 码 也 非常 受 欢迎 。 简 略 地 说 ， 如 果 有 
一 种 系统 的 方法 产生 六 个 号 码 ， 好 多 瑞士 人 会 选用 这 种 方法 。 

这 是 一 个 非常 普遍 的 现象 。 在 爱尔兰 彩票 中 ， 有 两 个 人 平 
分 了 头 奖 。 这 两 个 人 选择 号 码 的 依据 是 同一 个 牧师 出 生 、 任 职 
和 去 世 的 日 期 。 当 罗马 教皇 约翰 13 世 去 世 时 ， 许 多 意大利 人 
根据 约翰 死亡 的 时 间 、 日 期 以 及 年 龄 选择 自己 的 幸运 号 码 。 如 
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果 你 故意 按照 某 种 逻辑 程序 选择 你 的 号 码 ， 你 就 必须 冒 一 个 风 
险 : 说 不 定 在 3 000 万 个 购买 者 中 有 好 多 人 和 你 打 同 样 的 主 
意 ! 为 了 避免 这 种 情况 ， 你 应 当 完 全 随机 地 选择 你 的 号 码 。 如 
果 你 自己 都 不 知道 将 要 选择 什么 号 码 ， 别 人 当然 也 不 会 知道 。 
当然 ， 如 果 你 “随机 选择 ”的 结果 恰好 是 11，2，3，4，5， 
6| 或 者 其 它 明显 比较 流行 的 号 码 组 合 ， 你 最 好 放弃 这 个 号 码 
组 合 ， 重 新 选 一 次 。 

胡 曼 斯 发 现 ， 如 果 不 借助 于 骨 子 、 硬 币 、 扑 克 牌 之 类 的 工 
其 ,选择 真正 随机 的 号 码 是 一 件 很 困难 的 事 。 如 果 我 们 要 求 一 
些 人 完全 赁 想象 力 给 出 几 个 随机 的 数字 和 数字 组 合 ， 在 他 们 的 
答案 中 ， 将 有 一 些 数 字 和 数字 组 合 出 现 的 频率 很 高 ， 同 时 有 一 
些 和 数字 组 合 出 现 的 频率 很 低 。 在 本 节 的 开头 我 们 给 出 了 加 拿 
大 彩票 的 号 码 频率 排行 榜 ， 在 那个 排行 榜 中 我 们 可 以 发 现 彩票 
购买 者 的 心理 。 在 排行 榜 中 像 20、30、40 这 样 比 较 “ 整 ”的 
数 出 现 频率 很 低 ， 这 说 明 参 与 者 在 潜意识 中 的 一 个 期 望 ， 选 择 
结果 最 好 看 起 来 像 是 随机 的 。 你 可 以 做 一 个 简单 的 试验 : 让 你 
的 一 些 了 朋友 随机 地 在 1 到 10 之 间 选 择 两 个 数字 。 除 非 他 们 看 
过 这 本 书 ， 香 则 他 们 极 少 选 择 $S， 而 且 在 绝 大 多 数 情况 下 ， 他 
们 选择 的 两 个 数 的 差 即 不 太 大 ， 也 不 太 小 ， 通 常 是 3，4 或 5。 

新 西 兰 彩票 从 1987 年 开始 发 行 ， 抽 奖 规则 是 从 40 个 号 码 
中 选 6 个 ， 每 周 开 奖 。 最 近 ， 新 西 兰 彩票 每 轮 销售 量 大 约 是 
1 400 万 张 。 全 部 可 能 的 号 码 组 合 大 约 有 400 万 种 ， 平 均 每 个 
号 码 组 合 吸引 了 3.7 个 购买 者 。 与 英国 人 相 比 ， 新 西 兰 人 更 热 
圳 于 使 用 “幸运 星 ” 之 类 的 辅助 工具 生成 完全 随机 的 号 码 。 在 
英国 ， 大 家 渐渐 接受 了 幸运 星之 类 的 工具 ， 大 约 有 15 ~ 20% 
的 彩票 是 用 这 种 方法 选择 的 ， 在 存在 累积 奖金 的 情况 下 这 个 比 
例会 更 大 一 点 。 而 在 新 西 兰 ，62% 的 彩票 是 借助 于 生成 随机 号 
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码 的 工具 选择 的 ， 只 有 38% 的 彩票 是 根据 购买 者 的 个 人 偏好 
选择 的 : 生日 ， 幸 运 号 码 ， 以 前 的 获奖 号 码 等 等 常常 是 他 们 追 
逐 的 目标 。 大 量 使 用 辅助 工具 的 结果 是 每 周 获奖 的 人 数 大 致 稳 
定 ， 所 以 奖金 的 数额 更 容易 预测 。 如 果 购 买 者 更 多 地 随机 选择 
号 码 ， 结 果 就 更 加 稳定 一 一 粗 看 起 来 有 点 奇怪 吧 ? 可 是 事实 就 
是 这 样 : 更 多 的 随机 选择 带 来 了 更 好 的 可 预测 性 ! 

以 上 情况 可 以 用 统计 学 解释 。 前 面 我 们 已 经 说 过 ， 当 购买 
者 依靠 自己 的 智力 选择 号 码 时 ， 他 们 倾向 于 主动 避免 选择 某 些 
号 码 ， 结 果 是 另外 一 些 号 码 经 常 被 选中 。 人 为 选择 的 结果 使 得 
各 个 号 码 被 选中 的 频率 非常 不 均匀 。 有 一 些 号 码 几乎 从 来 无 人 
问津 ， 而 另 一 些 号 码 非常 受 欢 迎 。 计 算 机 则 完全 不 同 。 与 人 相 
比 ， 计 算 机 缺乏 智慧 、 想 象 力 和 创造 性 ， 只 会 按照 预定 的 结构 
高 速 、 精 确 地 运转 。 预 定 的 结构 一 一 即 计算 机 程序 一 一 忠实 地 
产生 几乎 完全 随机 的 结果 ， 各 个 号 码 被 选中 的 概率 是 没有 差别 
的 。 这 种 随机 性 使 得 机 器 选择 的 稳定 性 远 胜 于 人 为 选择 。 

这 些 统计 结果 为 我 们 提供 了 宝贵 的 线索 ， 帮 助 我 们 估计 在 
大 英 彩 票 中 哪些 号 码 更 受 欢 迎 。 假 设 我 们 想 知 道 某 一 个 特定 的 
号 码 一 一 比如 说 3 一 一 受 欢迎 的 程度 ， 我 们 可 以 挑 出 所 有 获奖 
号 码 中 包括 3 的 轮 次 ， 然 后 把 这 些 轮 次 中 的 获奖 人 数 累加 在 一 
起 。 用 这 个 累加 的 和 比较 获奖 人 数 的 预期 值 ( 即 就 概率 而 言 平 
均 应 有 多 少 人 获奖 ， 这 个 数字 可 以 反映 一 共 售 出 了 多 少 彩票 )。 
如 果 累 加 和 高 于 预期 值 ， 就 说 明 这 个 号 码 比 较 流行 ， 进 一 步 
说 ， 累 加 和 高 出 预期 值 的 比例 越 大 ， 则 这 个 号 码 的 流行 程度 越 
高 。 有 几 个 研究 人 员 利 用 这 个 思路 (当然 他 们 的 具体 方法 可 能 
更 精巧 ) 分 析 了 大 英 彩 票 的 中 奖 号 码 ， 得 到 了 一 些 合理 的 结 
论 。 他 们 的 结论 与 加 拿 大 彩票 的 统计 结论 略 有 出 人 ， 但 是 保持 
了 相当 好 的 一 致 性 。 所 以 ， 如 果 你 希望 根据 加 拿 大 彩票 的 统计 
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结论 估计 大 英 彩 票 的 情况 ,应当 是 可 行 的 。 然 而 ， 这 种 方法 只 
能 估计 出 具体 的 某 个 号 码 的 流行 程度 ， 我 们 真正 关心 的 却 是 各 
个 号 码 组 合 的 流行 程度 。 

最 引 人 注 目的 事件 发 生 在 大 英 彩 票 的 第 九 轮 ， 在 那 一 轮 竞 
有 133 人 赢得 头 奖 !1 如 果 根 据 那 一 轮 售 出 的 彩票 数额 估算 ， 获 
奖 人 数 应 当 是 5 人。 假如 彩票 的 购买 者 确实 是 随机 地 选择 号 
人 码 ， 这 个 结果 足以 证 明 统 计 学 是 一 种 错误 的 理论 。 所 以 ， 这 个 
事实 证 明 购 买 者 的 选择 实际 上 不 是 随机 的 。 为 了 解释 为 什么 那 
么 多 人 选择 了 这 个 获奖 的 号 码 组 合 ， 我 们 要 观察 一 下 大 英 彩 票 
的 外 观 ， 如 图 2- 2。 

获奖 的 号 码 组 合 17，17，23，32，38，42} 具备 三 个 特 
征 : 

1. 各 个 号 码 出 现在 不 同 的 行 ; 

2. 每 个 号 码 都 出 现在 居中 的 三 列 内 ; 

3. 没有 任何 两 个 号 码 恰好 相差 $S， 即 没有 两 个 号 码 在 纵向 
相 邻 。 

这 些 特征 能 说 明 什 么 ?我 的 解释 是 : 许多 人 在 选择 号 码 时 
就 是 拿 着 铅笔 沿 中 间 的 三 列 从 上 往 下 划 ， 并 且 略 微 左 右 移动 ， 
避免 选中 上 下 相 邻 的 号 码 。 他 们 认为 ， 这 样 选择 的 结果 就 是 随 
机 的 。 (我 在 报纸 上 见 过 另外 一 种 解释 : 多 数 获奖 者 出 生 于 
1938 年 和 1942 年 。 我 认为 我 的 解释 比 他 高 明 得 多 。) 

仅仅 一 个 例子 还 不 足以 说 明 问 题 。 其 它 的 解释 也 是 有 可 能 
的 。 然 而 ， 类 似 的 模式 出 现 过 多 次 。 为 了 仔细 分 析 这 个 问题 ， 
我 们 必须 把 每 一 轮 售 出 的 彩票 数额 考虑 进去 。 在 一 轮 周末 彩票 
中 ， 通 常 售 出 $ 600 万 到 7 000 万 张 彩 票 ， 在 所 有 的 1 400 万 中 
可 能 的 号 码 组 合 中 平均 每 一 种 卖 出 4 至 5 张 ; 在 一 轮 非 周末 彩 
票 中 ， 通 常平 均 每 一 个 号 码 组 合 卖 出 2 张 。 在 我 写 这 本 书 的 时 
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候 ， 我 发 现 至 少 还 有 三 轮 彩 票 的 结果 符合 以 王 模式。 有 了 两 轮 周 
末 彩 票 ， 获 奖 人 人数 分 别 是 57 和 20， 另 外 一 轮 非 周末 彩票 的 获 
奖 人 数 是 16。 这 三 个 数 比 平 均值 (周末 彩票 的 4 至 5 和 非 周末 
彩票 的 2) 高 出 好 多 倍 。 丽 除 这 4 轮 以 外 ， 没 有 任何 一 轮 的 头 
奖 获得 者 超过 20。 当 然 ， 我 的 结论 可 能 是 错误 的 ， 不 过 如 果 
你 希望 避免 许多 人 与 你 瓜分 奖金 ， 我 建议 你 不 要 用 以 上 模式 选 
择 号 码 。 

依据 这 种 模式 选择 的 号 码 趋向 于 均 甸 地 分 布 在 1 到 49 之 
间 。 为 了 检验 一 组 号 码 分 布 的 均匀 程度 ， 我 们 可 以 计算 .… 下 间 
距 最 小 的 两 个 号 码 的 差 。 在 第 九 轮 彩 票 的 获奖 号 码 中 ， 间 上 距 最 
小 的 两 个 号 码 是 38 和 各 ， 它 们 的 差 是 4。 这 个 差 我 们 称 之 为 
“最 小 间距 ”"， 用 英文 字母 M 表示 。 当 一 组 号 码 中 存在 相 邻 号 
码 时 ，M=1。 显 而 易 见 ，M 的 取 值 范围 在 1 和 9 之 间 , 而 且 M 
的 值 越 大 ， 说 明 这 组 号 码 的 分 布 越 均匀 。 

在 已 知 售 出 的 彩票 的 总 数 的 前 担 下 ， 通 过 比较 实际 赢得 头 
奖 的 人 数 与 根据 概率 计算 出 的 获奖 人 数 的 预期 值 ， 我 们 可 以 洞 
悉 购买 者 选择 号 码 的 机 理 。 对 于 每 一 轮 ， 我 们 知道 实际 的 获奖 
人 数 和 预期 的 获奖 人 数 。 在 此 基础 上 ， 考 虑 每 一 轮 的 获奖 导 码 
的 M 值 ， 把 M 值 相等 的 各 轮 的 结果 加 在 一 起 ， 就 可 以 得 出 一 
些 统计 学 上 的 结论 。 

在 最 初 的 282 轮 抽 彩 中 ， 共 有 132 轮 的 获奖 号 码 中 包含 相 
邻 的 号 码 ， 此 时 M= 1。 在 这 132 轮 中 ， 共 有 330 张 彩票 获得 
头 奖 。 而 就 概率 而 言 ， 赢 得 头 奖 的 人 数 的 预期 值 是 514 人 。 这 
说 明 ， 当 获奖 号 码 中 包含 相 邻 号 码 时 ， 获 奖 人 数 的 实际 值 较 
低 ， 其 结果 是 每 张 彩票 分 得 的 奖金 数额 较 高 。 
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表 2.4: 282 轮 大 英 彩 票 中 的 M 值 的 统计 规律 


的 预期 值 | 获得 的 奖金 份额 


表 2.4 中 统计 了 不 间 的 M 值 对 应 的 情况 。 我 们 需要 和 存 细 
观察 第 三 列 和 第 四 列 ， 比 较 这 两 列 数字 的 大 小 。 表 中 数字 显 
示 ， 当 号 码 的 均匀 程度 上 升 时 〈( 即 M 值 增加 时 )， 实 际 的 获奖 
人 数 增加 ， 每 张 彩票 获得 的 奖金 份额 下 降 。 不 过 我 们 需要 警惕 
一 个 事实 : 这 个 表 的 最 后 两 列 对 应 的 轮 次 很 少 ， 分 别 是 22 和 
”14。 由 于 涉及 到 案例 个 数 太 少 ， 这 个 结论 的 代表 性 可 能 不 好 ， 
当 案 例 个 数 增 大 时 结论 可 能 有 变化 。 另 外 应 当 注 意 ， 虽 然 号 码 
组 合 jlL，2,，3，4，5，6} 的 M 值 已 达到 最 低 ， 但 我 们 可 以 肯 
定 ， 假 如 这 个 号 码 组 合 中 奖 的 话 ， 奖 金 将 极 低 。 这 说 明 ， 仅 
以 M 值 作为 标准 是 远 远 不 够 的 ， 我 们 需要 更 多 的 线索 。 

类 似 的 矛盾 出 现在 其 它 场合 。 比 如 ， 统 计 一 下 购买 者 是 否 
经 常 选择 较 大 的 号 码 (当然 我 们 先 要 约定 多 大 的 数 算 “ 较 
大 )? 假如 我 们 约定 ， 从 41 到 49 算 “ 较 大 的 号 码 ”( 即 大 英 
彩票 的 最 后 两 行 导 码 ) ， 统 计 结 果 相 当 古 怪 。 当 获奖 号 码 组 合 
中 不 包含 较 大 的 号 码 时 ， 实 际 的 获奖 人 数 低 于 预期 值 ， 当 获奖 
号 码 组 合 中 恰好 包含 一 个 较 大 的 号 码 时 ， 实 际 的 获奖 人 数 高 于 
预期 值 。 但 是 ， 当 获奖 号 码 组 合 中 包含 3 个 或 更 多 较 大 号 码 
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时 ， 实 际 的 获奖 人 数 极 少 。 看 起 来 ， 当 购买 者 选择 号 码 时 经 党 
在 最 后 两 列 选 一 个 号 码 ， 但 是 很 少 选 3 个 或 更 多 。 迄 今 为 止 ， 
还 没有 出 现 过 获奖 号 码 组 合 中 包含 5 个 或 6 个 较 大 号 码 的 情 
况 ， 所 以 我 们 只 能 根据 已 知 的 结论 大 致 猜想 ， 这 种 情况 下 的 获 
奖 人 数 将 极 少 。 可是， 我 们 已 经 知道 ， 号 码 组 合 {1，2，3， 
4，5，6| 非常 受 欢 迎 ， 我 们 很 容易 得 出 一 个 对 称 的 结论 : 号 
码 组 合 144，45，46，47，48，491 -一 定 吸 引 了 许 许多 多 的 购 
买 者 。 假 如 这 个 号 码 组 合 中 奖 的 话 ， 头 奖 奖 金 将 少 得 可 怜 。 
不 过 将 来 人 们 选择 号 码 的 方式 可 能 有 所 变化 。 


不 止 一 张 彩 枉 


你 买 的 彩票 越 多 ， 你 中 头 奖 的 机 会 就 越 多 。 在 一 定 程度 上 
说 ,在 一 轮 彩 票 中 买 多 张 彩票 就 相当 于 在 间 一 轮 赛 马 中 同时 在 
几 匹 马上 下 注 一 一 你 其 实在 与 自己 赌博 。 然 而 ， 在 一 轮 彩票 中 
一 次 买 许多 张 彩票 与 在 许多 轮 彩 票 中 各 买 一 张 彩票 没有 实质 的 
差别 ， 除 非 你 打算 一 下 买 几 十 万 张 。 

下 面 我 们 来 证 明 这 个 结论 。 对 于 一 张 彩票 ， 我 们 用 字母 p 
表示 它 中 头 奖 的 概率 。 前 文 的 表 2.1 已 给 出 了 p 的 值 ，p = 
1/13983816。 如 果 你 在 同一 轮 彩 票 中 买 N 张 不 同 的 彩票 ， 你 中 
头 奖 的 概率 等 于 Np。 

如 果 你 在 不 同 的 N 轮 彩票 中 的 每 一 轮 备 买 - 张 彩票 ， 由 
于 每 张 彩票 不 中 头 奖 的 概率 是 (1 - p)， 所 以 这 N 张 彩票 无 一 
中 奖 的 概率 是 (1 - p) 的 N 次 方 ， 即 (1 - p)*。 这 NN 张 彩票 
要 么 无 一 中 奖 ， 要么 至 少 有 一 - 张 中 奖 ， 所 以 你 至 少 中 一 次 奖 的 
概率 是 
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i- (1-p)n 
这 个 数 与 前 面 得 到 的 Np 不 同 ， 但 差别 极 小 。 具 体 地 说 ， 当 N 26 
小 于 50 万 时 ， 这 两 个 数 的 差 低 于 2%; 当 N 小 于 1000 时 ， 这 
两 个 数 的 差 低 于 2.5 万 分 之 一 。 

如 果 你 在 几 轮 彩票 中 总 共 买 N 张 彩票 ， 除 非 N 非常 巨大 ， 
否则 这 N 张 彩票 是 在 同一 轮 中 买 的 还 是 在 几 轮 中 买 的 无 关 紧 
要 ,在 具体 的 某 一 轮 中 买 几 张 也 没有 关系 一 无 论 你 如 何 选 
择 ， 你 获 头 奖 的 概率 是 一 定 的 。 当 然 你 要 注意 ， 不 能 在 同一 轮 
彩票 中 买 两 次 同一 个 号 码 组 合 。 

有 些 人 认为 在 同一 轮 彩 票 中 买 两 次 同 -一 个 号 码 组 合 是 个 好 
主意 。 在 1997 年 9 月 的 一 轮 彩 票 中 ， 有 5 张 彩 票 中 头 奖 ， 其 
中 两 张 属于 肯特 酒馆 工会 ， 而 且 这 一 轮 的 奖金 中 含有 上 两 轮 的 
累加 奖金 。 他 们 真是 非常 非常 幸运 ! 他 们 本 来 的 计划 是 首先 选 
中 8 个 号 码 ， 然 后 用 28 英镑 买 28 张 彩票 ， 事 括 这 8 个 号 码 中 
的 任意 6 个 所 构成 的 号 码 组 合 (在 8 个 号 码 中 选 6 个， 恰好 有 
28 种 可 能 )。 可 是 最 终 ， 受 委托 填写 彩票 的 人 犯 了 一 个 错误 ， 
他 漏 掉 了 一 个 号 码 组 合 ， 仅 选 了 27 个 号 码 组 合 ， 其 中 一 个 被 
选 了 两 次 。 真 是 太 走 运 了 ， 被 重复 选择 的 号 码 组 合 中 了 头 奖 ! 
由 于 这 个 巧合 ， 他 们 用 28 英镑 中 了 两 个 头 奖 ，12 个 “五 号 码 
奖 ” 还 有 14 个 “四 号 码 奖 ”"。 这 个 错误 完全 可 能 构成 灾难 一 一 
设想 一 下 ， 假 如 那个 填写 彩票 的 人 泪 掉 了 头 奖 号 码 组 合 ， 而 把 
一 个 只 选中 4 个 号 码 的 彩票 填 了 两 次 ， 那 将 是 什么 结果 。 

5 份 奖金 中 的 每 一 份 是 540 万 英镑 ， 他 们 获得 了 两 份 。 另 
外 ，12 个 “五 号 码 奖 ”赢得 2.4 万 英镑 。 假 如 这 个 有 趣 的 意 
外 没 发 生 ， 他 们 按照 原来 的 打算 买 了 28 个 号 码 组 合 ， 那 么 中 
头 奖 的 彩票 总 数 将 下 降 为 4， 每 张 彩票 分 得 的 奖金 份额 为 680 
万 英镑 ， 他 们 的 收入 也 就 是 这 么 多 。 然 而 ， 如 果 没 有 其 他 人 选 
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中 头 奖 号 码 组 合 ， 那 么 他 们 在 头 奖 号 码 组 合 上 买 一 张 彩票 和 买 
两 张 彩票 的 结果 是 完全 一 样 的 。 如 果 其 他 人 严 了 一 张 头 奖 彩 
票 ， 而 他 们 持 有 两 张 ， 则 他 们 赢得 的 份额 是 三 分 之 二 ; 如 果 其 
他 人 买 了 一 张 头 奖 彩票 ， 丽 他 们 持 有 一 张 ， 则 他 们 赢得 的 份额 
古 二 分 之 一 。 你 预先 无 法 知道 郧 个 号 码 组 合 会 赢 ， 也 不 可 能 知 
道 有 多 少 人 会 中 头 奖 ， 所 以 你 应 当 买 不 同 的 号 码 组 合 一 一 很 明 
显 ， 两 个 赢得 头 奖 的 二 分 之 一 的 机 会 比 一 个 赢得 头 奖 的 三 分 之 
二 的 机 会 更 有 了 上 吸 引力 。 

各 大 新 闻 机 关 热 圳 于 介绍 这 个 传奇 般 的 幸运 事件 ， 而 且 反 
复 强 调 “这 种 事 发 生 的 概率 只 有 “19.6 亿 分 之 一 '”。 我 很 奇 
怪 这 个 数 是 怎么 算出 来 的 。 我 的 结论 是 这 样 ，28 张 不 同 的 彩 
票 中 1 次 头 奖 的 概率 是 1 400 万 分 之 28; 28 张 彩票 选 27 个 号 码 
组 合 ， 其 中 一 个 组 合 买 两 次 ， 则 中 一 次 以 上 头 奖 的 概率 是 
1 400 万 分 之 27; 28 张 彩 票选 27 个 号 码 组 合 ， 其 中 一 个 组 合 买 
两 次 ， 中 两 次 头 奖 的 概率 是 1 400 万 分 之 1。 无 论 如 何 ， 无 法 
得 出 “19.6 亿 分 之 一 ”这 个 结论 。 我 相信 ， 这 个 结论 是 由 两 
个 错误 造就 的 ; 错误 一 ， 他 们 误 以 为 “既然 一 张 彩票 中 头 奖 的 
概率 是 1 400 万 分 之 1， 则 两 张 彩 票 都 中 头 奖 的 概率 是 1 400 万 
分 之 1 的 平方 ; 错误 二 ， 一 个 简单 的 算术 错误 一 一 把 1 400 万 
分 之 1 的 平方 算 成 了 19.6 亿 分 之 一 ,人 @ 

如 果 你 准备 在 同一 轮 彩票 中 买 几 张 彩票 ， 你 应 当 认 真 考 虑 
是 省 让 你 选中 的 号 码 组 合 中 包含 相同 的 号 码 。 假 如 你 买 的 所 有 
彩票 均 包含 几 个 相同 的 号 码 ， 而 且 其 中 一 张 彩 票 中 了 奖 ， 那 么 


其 它 几 张 彩 票 中 奖 的 可 能 性 也 要 上 升 。 你 可 以 买 一 个 轮 盘 赌 的 


中 译 者 注 : 英国 人 习惯 把 1 400 万 计 为 14million, 把 19.6 亿 计 为 196million。 
对 于 英国 人 来 说 “ld4milion x 14million = 196million" 是 一 个 容易 发 生 的 错误 。 
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转盘 ， 利 用 这 个 玩 艺 帮 助 你 选择 儿 个 幸运 号 码 ， 比 如 说 15 个 ， 
然后 就 在 这 15 个 幸运 号 码 中 选择 你 的 彩票 号 码 。 这 样 做 的 好 
处 是 显而易见 的 : 如 果 某 一 张 彩票 中 奖 ， 则 其 它 彩 票 中 奖 的 可 
能 性 也 大 大 提高 ; 当然 ， 这 种 做 法 的 坏处 也 很 明显 : 你 在 这 轮 
彩票 中 一 无 所 获 的 概率 也 在 增 大 。 综 合 起 来 看 ， 好 处 和 坏处 抵 
消 了 。 总 而 言 之 ,假如 你 购买 的 彩票 张 数 是 一 定 的 ， 无 论 你 如 
何 选择 号 码 ， 从 概率 上 说 你 有 多 少 张 彩票 中 奖 是 不 变 的 。 假 如 
你 的 彩票 中 没有 完全 重合 的 号 码 组 合 ， 那 么 你 赢得 头 奖 的 机 会 
也 是 不 变 的 。 如 果 你 期 望 像 肯 特 酒馆 工会 那样 ， 中 一 笔 大 奖 ， 
附带 若干 份 小 奖 ， 这 个 期 望 是 非常 非常 愧 远 的 。 如 果 你 想 深 入 
讨论 这 个 问题 ， 你 必须 相信 和 概率 论 的 结论 。 
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以 上 的 讨论 基于 一 个 假设 : 在 抽 彩 时 机 器 产生 的 号 码 是 随 
机 的 ， 全 部 1 400 万 个 号 码 组 合 中 的 每 -- 个 最 终 被 选中 的 概率 
是 相等 的 。 前 文 我 已 经 说 过 ， 我 们 有 理由 相信 这 个 假设 是 成 立 
的 。 不 过 我 们 还 是 需要 证 明 一 一 我 们 怎么 知道 这 里 没有 陷阱 
呢 ? 也 许 某 些 小 球 比 其 它 球 重 ， 也 许 某 些小 球 里 面 有 磁铁 ， 也 
许 整个 机 器 里 安装 了 遥控 装置 ， 也 许 某 些 人 在 幕后 操纵 彩票 结 
当 。 这 些 情 况 当 然 是 有 可 能 的 ， 但 是 我 要 告诉 你 ， 想 在 抽 彩 中 
作弊 是 非常 困难 的 ， 而 且 一 且 有 人 作弊 ， 利 用 数学 方法 很 容易 
发 现 。 

细心 的 读者 可 能 会 指出 : 所 有 人 造 的 机 械 都 不 可 能 完全 避 
免 误 差 ， 所 以 “各 个 号 码 组 合 出 现 的 概率 完全 相等 ”是 不 可 能 
的 ， 因 此 机 器 产生 的 号 码 组 合 不 可 能 是 完全 随机 的 。 从 理论 上 
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说 这 种 观点 是 正确 的 ， 但 是 没有 什么 实际 意义 。 我 们 不 需要 保 
证 每 种 号 码 组 合 出 现 的 概率 完全 相等 ， 只 要 证 明 没 有 人 可 以 利 
用 概率 上 的 差别 获 利 就 足够 了 。 就 好 像 在 足球 场 上 两 支 球 队 用 
抛 硬 币 的 方法 分 场地 ， 虽 然 从 理论 上 说 抛 硬币 的 结果 并 非 绝 对 
的 随机 事件 ， 但 是 此 结果 对 于 当事人 是 不 可 预测 的 。 没 有 人 可 
以 利用 概率 上 的 不 均匀 作 商 ， 所 以 整个 过 程 是 公平 的 。 附 录 4 
中 有 详细 讨论 。 

号 码 组 合 的 全 部 可 能 性 有 1 400 万 之 多 ， 而 我 们 所 掌握 的 
实际 抽 彩 结果 只 有 几 百 个 。 我 们 获得 的 信息 如 此 有 限 ， 无 法 得 
出 完整 的 结论 。 因 此 ， 我 们 把 精力 集中 于 两 个 问题 : 


(1) 每 个 单独 的 号 码 出 现 的 概率 是 否 相等 9 
(2) 前 一 轮 的 结果 对 后 一 轮 是 否 有 影响 ? 


在 我 们 掌握 更 丰富 的 数据 之 后 ， 就 可 以 讨论 一 些 更 复杂 的 
因素 ， 比 如 “在 每 一 轮 中 某 一 对 号 码 出 现 的 概率 是 否 相 等 ” 
我 们 不 必 使 用 非常 规范 的 统计 技术 (在 附录 中 介绍 了 这 些 技 
术 )， 就 可 以 简单 地 做 出 判断 。 

假设 我 们 已 经 掌握 了 D 轮 抽奖 的 结果 ， 并 以 此 为 依据 判 
断 各 个 号 码 出 现 的 概率 是 否 相等 。 在 每 一 轮 有 6 个 号 码 被 选 
中 ， 所 以 我 们 总 共 得 到 6D 个 号 码 。 对 于 全 部 的 49 个 号 码 而 
言 ， 每 个 号 码 被 选中 的 频率 的 平均 数 是 6D/49。 我 们 用 字母 A 
表示 这 个 数 ， 即 A = 6D/49。 有 些 号 码 被 选中 的 频率 比 平 均 数 
高 ， 有 些 则 低 。 就 我 们 现在 讨论 的 例子 而 言 ， 在 1998 年 9 月 
以 前 ， 一 共 举 行 过 282 轮 抽 奖 ， 每 个 号 码 出 现 的 平均 频率 A = 
34.5。 这 个 数 不 依赖 于 具体 某 个 号 码 的 频率 ， 即 使 某 些 导 码 出 
现 的 频率 是 0 而 另 一些 号 码 出 现 的 频率 超过 50， 平 均 频率 依 
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然 是 34.5。 我 们 要 检查 一 下 各 个 苇 码 出 现 的 实际 频率 与 平均 
频率 接近 的 程度 。 以 下 是 两 个 粗略 的 检验 。 

首先 计算 出 A 的 平方 根 ， 以 此 作为 判断 “容许 误差 ”的 
标准 。 当 A=34.5 时 ，A 的 平方 根 为 5.87， 把 这 个 数 缩小 一 点 
并 取 整 ， 得 到 5.5。5.5 即 为 容许 误差 。 计 算 有 只 体 的 和 9 个 号 码 
的 出 现 频 率 与 平均 频率 的 差 值 ， 然 后 把 差 值 与 容许 误差 比较 ， 
即 可 得 出 结论 。 

第 一 个 检验 是 判断 处 于 容许 误差 范围 内 的 号 码 是 否 达 到 
2/3。 在 此 ， 容 许 误 差 的 范围 是 34.5+ 5.5， 即 29 到 40。 我 们 
期 望 在 全 部 的 和 9 个 号 码 中 有 32 个 出 现 的 频率 在 29 到 40 之 间 。 
如 果 频 率 在 29 到 40 之 间 的 号 码 不 超过 25 个 ， 则 视 之 为 一 个 
危险 信号 。 事 实 上 ， 人 恰好 有 32 个 号 码 出 现 的 频率 在 29 到 40 
之 间 。 第 一 个 检验 通过 了 。 第 二 个 检验 是 判断 有 多 少 个 号 码 的 
频率 与 平均 频率 的 差额 高 于 容许 误差 的 二 倍 。 我 们 希望 这 个 比 
例 不 超过 5%。 具 体 地 说 ， 我 们 检查 一 下 有 和 多少 个 号 码 出 现 的 
频率 低 于 24 或 者 高 于 45， 我 们 希望 结果 不 超过 3。 事 实 上 ， 
在 282 轮 抽 奖 中 ， 没 有 任何 -一 个 号 码 出 现 的 频率 低 于 24， 只 有 
一 个 号 码 出 现 的 频率 高 于 45。 第 二 个 检验 也 顺利 通过 了 。 我 
们 已 经 不 必 担 心 “每 个 单独 的 号 码 出 现 的 概率 是 否 相 等 ”这 个 
问题 了 。 

为 了 精确 地 表达 这 些 频率 的 均匀 程度 ， 我 们 需要 一 种 定量 
的 方法 标记 这 49 个 号 码 对 应 的 频率 与 其 平均 值 的 接近 程度 。 
附录 4 介绍 了 具体 的 方法 。 我 们 用 一 个 量 一 一 W 一 一 来 表示 这 
个 接近 程度 ， 在 数学 上 这 个 量 被 称 为 “ 拟 合 良 度 统计 量 ”。 对 
于 公平 的 彩票 而 言 ， 的 平均 值 是 48。 当 W 值 低 于 48 时 我 们 
可 以 认为 各 频率 接近 平均 频率 的 程度 已 高 于 我 们 的 要 求 ; 而 当 
W 值 高 于 48 很 多 时 ， 说 明 某 些 号 码 的 频率 与 平均 频率 相差 其 
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远 。 附 录 4 中 的 表 A4.1 描述 了 多 大 的 WW 值 在 统计 学 上 是 可 接 
受 的 。 一 个 真正 公平 的 彩票 的 WW 值 高 于 65 的 几率 只 有 5%， 
这 个 W 值 在 统计 学 上 经 常 被 用 作 检 验 “ 拟 合 良 度 统计 量 ” 的 
标准 。 在 大 英 彩 票 的 282 轮 抽 彩 中 ，W 值 为 $2.4， 完 全 在 可 接 
受 的 范围 内 。 

附录 4 中 的 表 适 用 于 彩票 的 轮 次 很 多 的 情况 。 如 果 你 掌握 
了 某 个 彩票 的 200 至 300 轮 的 结果 ， 并 且 希 望 通过 这 些 结果 判 
断 彩 票 是 吾 公 平 ， 你 可 以 用 附录 4 介绍 的 方法 计算 其 WW 值 ， 
并 把 算得 的 结果 放 到 表 中 比较 。 不 过 你 要 小 心 : 你 得 到 的 结果 
是 一 个 公平 的 彩票 的 W 值 与 你 的 判断 对 象 的 W 值 相符 的 概 
率 。 一 个 公平 的 彩票 还 有 5% 的 几率 得 出 一 个 高 于 65 的 下 值 ， 
如 果 你 据 此 指控 其 中 有 人 作 整 可 是 缺乏 依据 的 ! 假设 你 把 一 个 
已 举行 过 许多 轮 的 彩票 分 成 若干 段 ， 分 别 计算 每 段 的 多 值 ， 
你 会 发 现 单 纯 的 随机 事件 会 造就 很 多 较 大 的 W 值 。 下 文 我 们 
还 要 详细 讨论 这 个 问题 。 

也 许 你 已 经 注意 到 了 : 我 从 来 没有 说 过 “ 某 个 彩票 是 绝对 
公平 的 "。 统 计 学 永远 不 可 能 得 出 像 几 何 学 中 的 “ 勾 股 定理 ” 
那样 绝对 的 结论 。 当 我 们 发 现 一 个 彩票 的 允 值 出 现在 可 接受 
的 范围 内 时 ， 统 计 学 的 结论 并 非 “ 啊 哈 ， 这 个 彩票 是 公平 的 ”， 
而 是 “到 目前 为 止 没有 证 据 表 明 这 个 彩票 是 不 公平 的 ”。 这 与 
法 庭 上 的 情况 类 似 : 法 官 从 不 要 求 陪 审 团 判 断 被 告 是 否 无 率 ， 
陪审 团 的 职责 是 判断 现 有 的 证 据 是 否 可 以 “没有 疑问 地 ”证 明 
被 告 的 罪行 。 如 果 答 案 是 “ 否 ”"， 则 法 庭 的 判决 是 “无 罪 ”， 即 
使 陪审 团 相信 和 被告 在 75% 的 概率 上 是 有 罪 的 一 一 75% 还 是 不 
够 大 。 在 我 们 检验 彩票 的 频率 的 过 程 中 ， 我 们 始终 不 能 做 出 最 
后 判决 。 只 有 一 种 例外 : 在 某 个 阶段 出 现 了 -- 个 非常 大 的 区 
值 ， 使 得 公众 普遍 对 彩票 的 公正 性 失去 了 信心 ， 这 时 一 定 会 换 
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一 种 新 的 抽 彩 方法 。 

在 许多 场合 ， 拟 合 良 度 统计 最 是 威力 巨大 的 数学 工具 。 如 
果 在 抽 彩 过 程 中 真 的 有 人 做 手脚 ， 在 拟 合 良 度 统 计量 上 很 容易 
露出 马 脚 。 但 是 需要 小 心 ， 拟 合 良 度 统计 量 只 是 一 种 简便 的 计 
算 方法 ， 它 不 能 区 分 正常 的 频率 上 的 变动 和 人 为 的 频率 上 的 变 
动 ， 这 一 点 可 能 恰好 是 需要 甄别 的 。 假 如 你 在 检验 过 程 中 发 现 
有 一 个 号 码 出 现 的 频率 比 平 均 频率 高 两 个 百分点 ， 这 已 经 是 一 
个 足以 引起 重视 的 差异 ， 可 是 你 也 不 能 忽略 这 样 一 个 事实 : 在 
一 个 公平 的 彩票 中 尚 有 300 分 之 一 的 机 会 出 现 这 种 情况 。 附 录 
4 讨论 了 一 个 例子 : 一 枚 可 能 被 做 过 手脚 的 硬币 抛 出 正面 的 频 
率 只 有 47% ， 我 们 还 是 不 能 轻易 地 断言 这 个 差异 不 是 自然 的 。 
请 仔细 推 项 这 个 例子 。 

以 上 讨论 的 都 是 各 个 号 码 在 频率 上 的 均匀 程度 ， 然 而 仅仅 
在 频率 上 均匀 还 不 足以 说 明 问题 。 假 设 有 一 台 生 成 获奖 号 码 的 
机 器 ， 这 人 台 机 器 严格 地 按照 从 1 到 49 的 顺序 依次 发 出 导 码 ， 
可 以 肯定 在 频率 统计 上 结果 是 绝对 均匀 的 ， 可 是 我 们 无 论 如 何 
都 不 能 把 这 样 的 号 码 生成 过 程 称 为 “随机 事件 ”。 频 率 上 的 均 
们 程度 不 是 惟一 需要 考虑 的 因素 ， 一 个 更 重要 的 因素 是 结果 的 
不 可 预测 性 。 

许多 人 潜心 研究 中 奖 号 码 的 规律 ， 并 且 做 了 好 多 图 表 ， 试 
图 发 现 利 用 已 知 的 数据 预测 中 奖 号 码 的 方法 。 有 一 个 学 派 主 
张 : 在 上 一 轮 中 刚刚 产生 的 号 码 是 比较 “ 热 ” 的 号 码 ， 在 下 一 
轮 中 这 些 号 码 再 次 出 现 的 概率 较 高 。 另 一 个 学 派 则 提出 针 锋 相 
对 的 观点 : 那些 在 最 近 没 有 出 现 过 的 号 码 在 下 一 轮 中 出 现 的 概 
率 较 高 ， 因 为 只 有 这 样 才 能 符合 所 谓 的 “平均 法 则 ”一 一 长 其 
检验 的 结果 必须 证 明 每 个 号 码 出 现 的 频率 趋 于 平均 值 。 很 遗憾 
有 两 个 问题 谁 都 无 法 回答 : 各 个 号 码 如 何 能 记 住 自己 过 去 的 历 
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史 ， 从 而 决定 自己 在 下 一 轮 中 的 行为 ? 如 果 统 计 图 表 要 求 某 些 
号 但 出 现 ， 各 个 号 码 可 能 以 什么 方法 使 自己 的 行为 与 预测 相 
符 ? 我 们 的 常识 是 “过 去 的 结果 与 下 一 轮 的 结果 无 关 ”， 当 然 ， 
常识 可 能 是 错误 的 。 从 数学 出 发 应 当 如 何 分 析 这 个 问题 呢 ? 

不 间 的 理论 对 你 的 行为 做 出 了 不 同 的 建议 。 如 果 “ 热 导 
码 ” 理 论 是 正确 的 ， 你 每 次 都 应 选择 上 一 轮 的 中 奖 号 码 组 合 ， 
这 样 你 选中 的 正确 号 码 的 数量 会 高 于 平均 值 ， 如 果 “ 平 均 法 
则 ”理论 是 正确 的 ， 你 每 次 都 应 选择 过 去 出 现 的 频率 较 低 的 号 
码 ， 这 样 你 获奖 的 机 会 将 增加 ; 如 果 每 次 中 奖 号 码 的 生成 过 程 
与 历史 上 的 结果 无 关 ， 你 就 应 当选 择 随 机 的 号 码 。 

我 们 可 以 利用 平均 数 来 比较 以 上 两 个 学 派 的 理论 。 当 我 们 
买 进 一 张 彩票 时 ， 就 概率 而 言 在 我 们 选中 的 六 个 号 码 中 正确 导 
码 的 个 数 是 36/49 (六 个 号 码 中 的 每 一 个 恰好 是 正确 号 码 的 概 
率 是 6/49， 所 以 选中 的 正确 号 码 个 数 的 期 望 值 是 6/49 x 6， 前 
文 介绍 过 算法 )。 假 设 我 们 在 大 英 彩 票 的 最 近 281 轮 的 每 一 轮 
都 买 一 张 彩票 ， 而 且 每 次 都 选 上 一 轮 的 中 奖 号 码 组 合 。 就 概率 
而 言 我 们 选中 的 正确 号 码 的 个 数 应 当 是 281 x 36/49 = 206.4， 
而 实际 上 我 们 选中 的 正确 号 码 的 个 数 是 多 少 呢 ? 如 果 “ 热 号 
码 ” 理 论 是 正确 的 ， 这 个 数 应 明显 高 于 206.4; 如 果 “ 平 均 法 
则 ”理论 是 正确 的 ， 这 个 数 应 明显 低 于 206.4。 实 际 情况 是 这 
个 数 等 于 190。 无 需 复杂 的 统计 学 标准 就 可 以 得 出 结论 : 没有 
证 据 支 持 两 个 学 派 中 的 任何 一 个 。 

以 上 分 析 中 仅仅 检查 连续 的 两 轮 中 是 否 存在 相关 关系 。 可 
能 有 人 会 因此 提出 反对 : 也 许 各 轮 的 结果 之 间 的 相关 关系 只 是 
表现 在 长 期 的 统计 结果 中 ， 在 相 邻 的 两 轮 中 并 不 体现 。 为 了 检 
验 这 种 观点 ， 我 们 设计 一 个 复杂 一 点 的 实验 。 首 先 定义 一 个 概 
念 : 如 果 一 个 号 码 出 现 的 频率 明显 高 于 平均 频率 ， 则 称 之 为 
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“ 热 号 码 ”。 精 确 地 说 ， 如 果 一 个 号 三 在 以 前 的 7 轮 中 至 少 出 现 
过 3 次 ， 就 称 之 为 热 号 码 。 这 样 ， 某 些 轮 次 中 不 包含 热 号 码 ， 
另外 一 些 轮 次 中 则 包含 多 个 热 号 码 。 客 数 情况 下 ， 一 轮 中 包含 
1 到 3 个 热 号 码 。 

我 们 统计 一 下 从 第 8 轮 到 第 282 轮 的 数据 ， 其 中 各 轮 包含 
的 热 号 码 的 个 数 分 别 是 2，1，3，2，………: ，3，2， 总 数 是 557 
个 。 我 们 把 这 557 个 号 码 与 特定 的 某 一 轮 的 获奖 号 码 组 合 相 比 
较 ， 看 看 这 557 个 号 码 中 有 多 少 个 出 现在 获奖 号 码 组 合 中 。 我 
们 可 以 得 到 两 个 值 : 号 码 实际 出 现 的 个 数 和 依据 概率 计算 出 来 
的 平均 值 。 如 果 我 们 相信 各 轮 结果 之 间 没 有 相关 关系 ， 我 们 应 
当期 望 实际 的 个 数 与 平均 值 大 致 相等 ; 如 果 我 们 相信 “ 热 号 
码 ” 理 论 ， 我 们 应 当期 望 实际 的 个 数 明显 高 于 平均 值 ; 如果 我 
们 相信 “平均 法 则 ”理论 ， 我 们 应 当期 望 实际 的 个 数 明 显 低 于 
平均 值 。 检 验 的 结果 如 何 呢 ? 根 据 概率 计算 出 的 平均 值 是 
5 576/49 = 68.2， 而 实际 的 个 数 是 67。 所 以 ,我 们 倾向 于 相信 
各 轮 结果 之 间 没 有 相关 关系 。 事 实 上 ， 只 有 当 实 际 的 个 数 低 于 
52 或 者 高 于 84 时 ， 检 验 的 结果 才能 支持 “平均 法 则 ”理论 或 
者 “ 热 号 码 ” 理 论 的 假设 。 

我 们 选择 “在 以 前 的 7 轮 中 至 少 出 现 过 3 次 ”作为 热 号 码 
的 判定 标准 ， 这 个 标准 是 相当 随意 的 。 在 我 选择 这 个 标准 的 最 
初 ， 我 并 不 知道 检验 的 结果 支持 哪 一 种 理论 假设 。 当 然 我 们 也 
可 以 选择 其 他 的 频率 作为 热 号 码 的 标准 ， 比 如 在 以 前 的 6 轮 中 
至 少 出现 过 3 次 ， 在 以 前 的 10 轮 中 至 少 出 现 过 4 次 ， 在 以 前 
的 5 轮 中 至 少 出 现 过 2 次 。 每 个 标准 都 将 导致 有 价值 的 结论 。 

在 任何 时 候 我 们 都 拥有 数量 一 定 的 一 批 数据 。 我 们 可 以 用 
许多 方法 来 定义 热 号 码 ， 然 后 依据 热 号 码 检验 给 定 的 数据 。 如 
果 每 一 次 检验 都 支持 同一 个 理论 假设 ,我 们 就 可 以 认为 ， 这 个 


46 机 会 的 数学 原理 


假设 获得 了 显著 的 证 据 支 持 。 在 具体 的 检验 中 ， 我 们 应 注意 一 
个 问题 : 多 大 的 数据 偏差 算是 明显 而 异常 的 ? 一 个 具体 的 例 
子 : 一 枚 硬币 连续 抛 出 了 10 次 正面 ， 这 算 不 算 异 常 的 偏差 ? 
这 个 问题 必须 在 一 定 的 数据 背景 下 回答 。 假 设 我 们 一 共 就 拖 了 
10 次 硬币 ， 而 10 次 都 得 到 正面 ,我 们 应 当 对 事件 的 随机 性 持 
怀疑 态度 ; 然而 ,假如 我 们 连续 抛 了 几 于 次 硬币 ， 而 在 其 中 的 
某 一 阶段 连续 得 到 10 次 正面 ， 那 就 没什么 好 奇怪 的 了 。 事 实 
上 ,假如 描 便 币 的 次 数 足 够 多 ， 不 出 现 连续 的 10 次 正面 才 是 
不 正常 的 ! 同样 的 道理 ， 如 果 我 们 完全 随机 地 尝试 许多 不 同 的 
热 号 码 的 判定 标准 ， 比 如 在 以 前 的 12 轮 中 至 少 出 现 过 4 次 ， 
在 以 前 的 3 轮 中 至 少 出 现 过 2 次 ， 等 等 ， 偶 尔 我 们 会 得 到 一 个 
不 支持 我 们 的 理论 假设 的 结果 。 

假设 你 收集 了 大 量 的 数据 ， 并 且 发 现 了 一 个 不 支持 我 们 的 
理论 假设 的 结论 。 你 是 否 可 以 据 此 断言 抽 彩 结果 不 是 随机 的 ? 
反 过 来 说 ， 在 什么 情况 下 我 们 可 以 断言 这 是 一 个 自然 而 正常 的 
现象 ? 合理 的 办 法 是 继续 观察 ， 看 看 未 来 的 抽 彩 结果 是 否 符 合 
相 辣 的 规律 。 如 果 仅 仅 通 过 有 限 的 观察 否定 抽 彩 的 随机 性 ， 其 
态度 是 不 科学 的 。 由 于 大 英 彩 票 可 以 产生 如 此 丰富 的 数据 ， 会 
出 现 许 多 貌似 异常 的 结果 。 下 面 是 三 个 例子 。 

例 一 ， 在 大 英 彩 票 进行 了 一 年 左右 的 时 候 ， 一 些 号 码 已 经 
出 现 了 10 次 以 上 ， 而 号 码 39 仅仅 出 现 了 一 次 。 有 人 声称 ， 这 
足以 证 明 大 英 彩 票 的 结果 不 是 随机 的 。 统 计 学 的 结论 并 非 如 
此 。 如 果 你 指定 一 个 特定 的 号 码 ， 这 个 号 码 连 续 许 多 轮 一 一 - 比 
如 说 50 轮 一 一 不 出 现 的 概率 是 极 低 的 ， 概 率 值 在 0.0015 左 


”有 ; 可 是 ， 存 在 一 个 号 码 连续 50 轮 不 出 现 的 概率 则 比 这 个 值 


高 很 多 ， 概 率 值 是 7% 左 右 。 当 然 ，7% 也 是 -- 个 小 数目 ,， 但 
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已 经 不 是 不 可 思议 地 小 ,4 进一步 说 ，39 只 是 在 连续 40 轮 左 
右 没 出 现 以 后 才 被 列 为 怀疑 对 象 ， 真 正 合理 的 检验 手续 应 当 仅 
仅 统 计 39 在 被 列 为 怀疑 对 象 以 后 出 现 的 频率 。 (当然 此 后 39 
又 出 现 了 。 它 的 纪录 是 连续 52 轮 不 出 现 。 随 着 彩票 的 进行 ， 
随机 性 使 得 39 终于 摆脱 了 出 现 频率 最 低 的 状态 ， 后 来 随机 性 
又 使 得 39 重新 回 到 出 现 频率 最 低 的 状态 。 在 282 轮 抽 彩 之 后 ， 
37 和 39 两 个 号 码 并 列 于 频率 排行 榜 的 底座 上 。 连 续 52 轮 不 出 
现 的 纪录 后 来 被 15 打破 ,这 个 号 人 码 曾 在 第 100 轮 出 现 ， 下 一 
次 出 现在 遥远 的 第 166 轮 。 这 个 新 纪录 很 容易 被 其 它 号 码 刷 
新 。) 

例 二 : 有 人 发 现 了 存在 一 个 由 3 个 号 码 构成 的 号 码 组 合 ， 
这 个 号 码 组 合 在 连续 的 37 轮 彩 票 中 出 现 了 8 次 。 一 些 报纸 报 
道 了 这 个 发 现 ， 一 个 读者 据 此 断言 :大英 彩票 的 结果 不 是 随机 
的 。 这 个 断言 不 妥 。 关 键 在 于 ， 这 37 轮 的 选择 是 人 为 指定 的 。 
选择 最 初 一 轮 和 最 后 一 轮 的 过 程 实际 上 带 有 明显 的 目的 性 : 尽 
量 使 被 选 定 的 区 间 内 符合 条 件 的 对 象 占 更 高 的 比例 。 这 种 选择 
检验 对 象 的 方法 就 是 有 问题 的 。 如 果 把 所 有 的 抽 彩 结果 都 作为 
统计 对 象 ， 我 们 会 发 现 ， 并 不 存在 一 个 频率 明显 高 于 平均 值 的 
由 3 个 号 码 构 成 的 号 码 组 合 。 

例 三 : 1996 年 夏 末 ， 从 彩票 的 第 86 轮 到 第 95 轮 ， 号 码 44 
在 连续 的 10 轮 中 出 现 了 8 次 (实际 上 其 中 有 两 次 是 作为 “ 额 
外 机 会 号 码 ” 出 现 的 )。 对 这 个 例子 的 分 析 类 似 于 例 二 。 同 样 ， 


QD 这 是 一 个 复杂 的 概率 问题 。 我 们 考虑 两 个 概率 值 : A 表示 “存在 一 个 号 
码 连 续 30 轮 不 出 现 的 概率 "， 表示 “ 某 一 个 特定 的 号 码 连 续 50 轮 不 出 现 的 概 
率 ，4 是 B 的 49 倍 。 关 键 在 于 前 者 没有 指定 特定 的 号 码 ， 因 而 有 49 种 选择 的 可 
能 。 专 家 也 经 常 在 这 类 问题 上 犯错 误 一 译 者 注 。 


CD 
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当 我 们 把 所 有 的 抽 彩 结果 都 作为 统计 对 象 时 ， 并 设 有 哪个 号 码 
的 频率 明显 高 于 平均 值 。 把 额外 机 会 号 码 考 虑 进去 也 一 样 。 
这 三 个 例子 粗 看 起 来 都 是 令 人 吃惊 的 ， 然 而 经 不 起 仔细 推 


合 ) 是 事后 发 现 的 ， 而 非 事 先 预言 的 如 果 这 些 情况 是 被 事 
先 预言 的 ， 那 可 真有 点 麻烦 了 。 有 很 多 “特殊 ”的 情况 应 当 已 
经 发 生 ， 实 际 上 尚未 发 生 。 在 迄今 为 止 的 282 轮 中 ， 尚 未 发 生 
连续 两 轮 中 包含 相同 的 四 个 (或 更 多 ) 相同 号 码 的 情况 ， 根 据 
概率 ， 这 种 情况 应 当 每 1 000 轮 出 现 一 次 。 直 到 第 267 轮 才 第 
一 次 出 现 全 部 六 个 号 码 都 是 奇数 的 情况 ， 而 根据 概率 ， 这 种 情 
况 应 当 每 79 轮 出 现 一 次 。 我 们 可 以 设计 出 许 许多 多 类 似 的 例 
子 ， 首 先 计算 以 下 理论 预期 的 频率 ， 然 后 用 实际 数据 检验 一 
下 。 有 时 实际 数据 会 偏 高 许多 ， 有 时 实际 数据 会 偏 低 许多 ,但 
是 在 大 多 数 情况 下 ， 实 际 数 据 与 理论 预期 符合 得 很 好 。 

假如 在 抽 彩 结果 的 统计 数据 中 发 现 了 某 些 异常 的 现象 ， 先 
别 太 得 意 。 你 应 当 从 发 现 规律 的 那 一 刻 起 重新 开始 观察 ， 看 看 
你 发 现 的 规律 是 否 在 未 来 的 抽 彩 中 依然 成 立 。 如 果 确 实 成 立 ， 
那么 我 必须 恭喜 你 : 你 已 经 发 现 了 抽 彩 活动 的 漏洞 ， 你 可 以 利 
用 你 发 现 的 规律 选择 号 码 组 合 ， 从 而 提高 你 中 奖 的 机 会 ， 至 少 
你 的 收益 会 高 于 平均 值 。 


中 概率 论 中 有 专门 的 概念 讨论 这 种 差别 ， 即 所 谓 的 “ 验 后 概率 "。 有 兴趣 的 
读者 可 参考 概率 论 方面 的 教科 书 一 一 译 者 注 。 
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小 结 


大 英 彩 票 与 其 他 国家 的 六 合 彩 非常 相似 。 组 织 者 从 彩票 的 
购买 者 手中 收 钱 ， 然 后 把 其 中 的 一 部 分 作为 奖金 返还 。 对 于 购 
买 者 而 言 ， 回 报 远 低 于 投入 。 在 大 英 彩 票 中 ， 回 报 率 是 4$% 。 
但 是 ,价值 一 英镑 的 彩票 可 以 带 来 数 种 潜在 的 中 奖 机 会 ， 抽 彩 
活动 已 经 造就 了 数 以 百 计 的 百 万 富翁 。 此 外 ， 担 着 彩票 而 期 待 
的 过 程 可 以 给 入 快乐， 这 也 是 有 价值 的 。 

表 2.2 和 表 2.3 给 出 了 各 个 档次 的 奖金 所 对 应 的 中 奖 机 会 
和 奖金 额度 。98% 的 彩票 一 无 所 获 ，95% 的 奖金 额 支付 给 末 奖 
(10 英镑 )。 只 有 头 奖 (1 400 万 分 之 一 的 机 会 ) 和 额外 机 会 奖 
(230 万 分 之 一 的 机 会 ) 的 奖金 额度 达到 了 足以 改变 人 生命 运 
的 程度 。 有 些 号 码 组 合 经 常 被 购买 者 选中 ， 如 果 一 旦 这 类 流行 
号 码 组 合 中 奖 ， 头 奖 奖金 会 令 人 失望 地 少 。 研 究 大 英 彩 票 和 其 
他 国家 的 彩票 中 的 统计 数据 可 以 帮助 你 避免 选择 流行 导 码 组 
合 ， 这 样 你 就 不 会 面 对 数额 可 怜 的 头 奖 奖金 。 流 行 导 码 组 合 不 
是 固定 不 变 的 。 为 了 真正 避免 流行 号 码 组 合 ， 最 好 利用 器 械 帮 
助 你 选择 完全 随机 的 号 码 。 你 利用 自己 的 大 脑 产 生 的 “随机 号 
码 ” 并 不 是 真正 随机 的 ， 很 可 能 别人 也 利用 了 相同 的 选择 模 
式 ， 并 且 选 择 了 同样 的 号 码 组 合 ， 这 样 你 选择 的 号 码 组 合 很 可 
能 就 是 流行 号 码 组 合 。 在 存在 累计 奖金 或 奖金 份额 增加 时 你 的 
回报 率 会 高 于 45%， 但 是 引起 改变 的 仅仅 是 头 奖 奖金 ， 其 它 
奖金 的 中 奖 机 会 并 不 增加 。 所 以 除非 你 选中 全 部 的 6 个 号 码 ， 
奖金 额度 的 增加 不 会 带 给 你 什么 具体 的 好 处 。 如 果 你 把 一 笔 数 
人 额 固 定 的 钱 投入 彩票 中 ， 那 么 全 投入 到 同一 轮 彩票 中 或 分 批 投 
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人 几 轮 彩票 中 没有 明显 的 差别 。 

没有 明显 的 证 据 表 明 某 些 特 定 的 号 码 或 叶 码 组 合 出 现 的 频 
率 比 平均 值 高 (或 低 )。 反 过 来 说 ,假如 真 的 存在 这 样 的 号 码 
或 号 码 组 合 ， 通 过 统计 方法 很 容易 发 现 。 


足球 彩票 


1923 年 ， 三 个 曼彻斯特 的 电报 员 开 始 组 织 第 一 次 足球 彩 
票 。 由 于 担心 被 他 们 的 老板 发 现 ， 他 们 隐藏 了 身份 ， 用 了 一 个 
假名 字 一 一 利 特 伍 得 (英文 的 意思 是 “小 森林 ”)。 他 们 在 列队 
等 候 观 看 曼彻斯特 联 队 比 赛 的 球迷 中 发 放 了 4 000 张 彩票 ， 第 
一 周 只 吸引 到 35 个 下 注 者 。 几 周 以 后 ，!] 万 张 彩票 中 的 一 张 
中 了 奖 。 第 一 个 赛季 结束 的 时 候 ， 发 起 者 发 现 他 们 的 事业 亏本 
了 ， 两 个 人 决定 退出 ， 可 是 约翰 :英里 斯 决定 坚持 下 去 。 开 局 
不 利 ,但 是 足球 彩票 最 终 获得 成 功 。 现 在 ， 有 1 000 万 人 定期 
购买 足球 彩票 。 虽 然 有 些 人 模仿 约翰 .英里 斯 设立 了 类 似 的 彩 
票 ， 利 特 伍 得 彩票 依然 在 这 个 领域 占据 主导 地 位 ， 它 的 奖金 额 
也 是 最 高 的 。 

到 1928 年 时 ， 利 特 伍 得 彩票 的 每 周 奖 金额 已 达到 1 万 英 
镑 。 由 于 购买 者 不 断 增 加 ， 加 上 通货 膨胀 的 影响 ， 头 奖 的 金额 
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一 涨 再 涨 ，1950 年 达到 6 位 数 。 那 时 候 ， 足 款 明 星 的 工资 不 
过 是 每 周 10 英镑 ， 披 头 士 乐队 的 成 员 还 穿着 短裤 。 一 个 普 
人 想 要 发 家 致富 ， 首 先 就 会 想到 足球 彩票 。 如 果 你 在 某 个 周 六 
猜 对 了 仅 有 的 八 场 打 成 平 局 的 比赛 ， 你 就 可 以 用 一 便士 换 来 终 
生 受 用 不 尺 的 财富 。 当 然 ， 许 多 人 都 没有 意识 到 这 个 机 会 是 多 
么 微小 。 

为 了 保持 彩票 的 吸引 力 ， 从 1951 年 起 澳大利亚 足球 比赛 
也 被 作为 下 注 的 对 象 。1963 年 ， 因 为 阿 克 泰 克 赛 季 的 许多 比 
赛 被 取消 ， 还 特别 成 立 了 一 个 委员 会 。 这 个 委员 会 的 任务 就 是 
为 那些 被 取消 的 比赛 编造 对 阵 情况 ， 从 而 使 彩票 可 以 延续 。 
1972 年 ， 第 一 笔 达 到 50 万 英镑 的 奖金 诞生 。7 年 以 后 ， 一 个 
失业 的 理发 师 用 45 便士 赢得 了 75 万 英镑 的 奖金 一 一 这 是 她 第 
一 次 买 足球 彩票 。1984 年 ， 一 群 护士 册 求 她 们 的 病人 帮 她 们 
选择 了 一 组 号 码 ， 这 一 组 号 码 赢得 100 万 英镑 。1991 年 ， 一 个 
人 用 54 便士 赢 回 了 200 万 英镑 。 大 英 彩 票 开始 以 后 ， 足 球 彩 
票 受 到 冲击 ， 但 是 依然 保持 着 巨大 的 吸引 力 。 

历史 上 曾 有 过 许多 种 抽 彩 活动 ， 多 数 已 被 人 遗忘 。 今 天 ， 
利 特 伍 得 彩票 中 最 有 吸引 力 的 是 “三 倍 机 会 彩票 ”"。 三 倍 机 会 
彩票 的 规则 很 复杂 ， 购 买 者 需要 在 49 场 给 定 的 足球 赛 中 选择 
8 场 ， 尽 量 选择 那些 打 成 平 局 并 且 进 球 数 不 为 0 的 比赛 。 这 种 
彩票 始 于 1946 年 ， 其 名 称 的 由 来 是 因为 它 的 奖金 分 三 次 评 出 。 
在 一 张 彩 票 中 ， 每 选中 一 场 打 成 平局 并 且 进 球 数 不 为 0 的 比 
赛 ， 彩 票 计 3 分 ; 每 选中 一 场 打 成 平局 并 且 进 球 数 为 0 的 比 
赛 ， 彩 票 计 2 分 ; 每 选中 一 场 分 出 胜 负 的 比赛 ， 彩 票 计 1 分 。 
为 了 增加 趣味 性 ， 每 张 彩 票 的 总 分 计算 两 次 ; -- 次 根据 终场 得 
分 情况 计算 〈 这 是 产生 头 奖 的 依据 )， 另 一 次 根据 半 场 得 分 情 
况 计 算 。 


第 三 章 足球 彩票 与 增值 彩票 53 


彩票 的 奖金 中 要 扣除 收入 所 得 税 ， 另 外 , 彩票 的 组 织 者 的 
花费 和 利润 以 及 比赛 监督 机 构 的 酬金 也 要 从 奖金 中 支出 。 每 一 
周 彩票 的 奖金 占 彩票 的 销售 额 的 比例 各 不 相同 ,但 通常 低 于 
25%。 一 -个 典型 的 例子 ， 在 某 一 周 售 出 了 400 万 张 彩票 ， 总 销 
售 额 在 800 万 英镑 到 900 万 英镑 之 间 ， 疾 金 总 额 为 200 万 英镑 。 
组 织 者 首先 在 奖金 中 抽出 一 部 分 作为 第 -- 批 奖金 ( 半 场 成 绩 奖 
金 )， 这 笔 钱 大 约 占 奖金 总 额 的 八 分 之 一 ， 其 评奖 依据 是 半 场 
得 分 情况 。 如 果 在 这 一 次 评奖 中 没有 人 得 满分 ， 这 笔 奖 金 累 加 
到 第 二 批 奖金 和 第 三 批 奖金 中 。 第 二 批 奖 金 占 总 数 的 四 分 之 
三 ， 第 三 批 奖金 占 总 数 的 四 分 之 一 ， 这 两 批 奖 金 的 评奖 依据 是 
终场 得 分 情况 。 其 中 第 三 批 奖金 又 被 分 成 三 个 档次 。 全 部 奖金 
本 周 发 放 ， 不 累加 到 下 一 轮 。 表 3.1 是 一 个 直观 的 例子 ， 记 录 
的 是 1997 年 7 月 的 三 周 的 结果 。 


表 3.1 


二 等 奖 。 |6 人 各 得 14 500 英镑 | 3 165 人 各 得 31 英镑 | 324 人 各 得 490 英镑 | 


这 三 周 的 彩票 依据 澳大利亚 足球 比赛 的 结果 抽奖 ， 它 们 吸 
引 的 赌注 比 冬天 时 多 。6 月 12 日 ， 获 奖 者 仅仅 1 200 人 ; 而 下 
一 周 ， 获 奖 者 接近 20 万 ! 获奖 人 数 的 变化 如 此 之 大 ， 引 起 了 
奖金 额度 的 巨大 变化 。 如 果 你 在 6 月 19 日 获奖 ， 即 使 你 赢得 
头 奖 ， 奖 金额 也 少 得 不 足以 令 你 激动 。 你 应 当 注 意 这 种 情况 : 


Cs 
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在 某 一 周 头 奖 奖 金 接近 100 万 英镑 ， 可 是 下 --- 周 的 头 奖 奖 金 少 
得 刚刚 够 你 装 洲 厨 房 ， 或 者 供 你 的 女儿 读 一 年 大 学 。 在 表 3.3 
中 ， 有 一 周 的 二 等 奖 和 两 周 的 半 场 成 绩 奖 已 经 超过 了 7 月 19 
日 的 头 奖 。 有 了 时候， 由 于 非常 多 的 人 获得 二 三 四 等 奖 ， 使 得 他 
们 的 奖金 额 低 于 1 英镑， 此 时 将 重新 调整 奖金 分 配方 案 ， 提 高 
奖金 额 。 

一 等 奖 的 奖金 额度 很 大 程度 上 依赖 于 打 成 平 局 的 比赛 的 局 
数 。 有 些 购买 者 非常 细心 地 把 他 们 的 足球 知识 运用 到 选择 号 码 
的 过 程 中 ， 仔 细 评 价 每 支 球 队 的 实力 ， 尽 量 选 择 那些 参赛 双方 
实力 相当 的 比赛 。 当 然 ， 绝 大 多 数 人 的 选择 没 这 么 细致 。 实 际 
上 ， 如 此 和 化 费 苦心 地 选择 号 码 所 获得 的 成 效 是 相当 有 限 的 。 
80 狼 以 上 的 人 多 年 来 始终 坚持 选择 图 定 的 号 码 ， 或 者 每 次 完全 
随机 地 选择 号 码 。 迄 今 为 止 ， 最 高 获奖 纪录 由 一 个 女士 保持 。 
你 知道 她 是 如 何 获得 200 万 英镑 的 巨 款 的 吗 ? 18 年 以 来 ， 她 
始终 坚持 买 一 组 固定 的 号 码 ， 而 且 从 未 赢得 任何 奖金 ， 直 到 最 
后 一 次 的 成 功 。 如 果 你 选择 的 号 码 集 中 于 1 到 31 之 间 ， 许 多 
人 与 你 分 享 奖金 的 可 能 性 会 明显 上 升 。 造 成 这 种 情况 的 原因 有 
二 : 其 一 ， 很 多 人 用 出 生日 期 作为 幸运 号 码 ， 这 使 得 1 到 31 
之 间 的 号 码 被 选中 的 频率 极 高 ; 其 二 ，31 以 上 的 号 码 对 应 的 
比赛 场次 往往 是 英国 国内 的 弱 队 或 苏格兰 球 队 ， 而 买 彩票 的 人 
主要 集中 于 英国 ， 他 们 通常 宁愿 选择 自己 比较 熟悉 的 国内 强 队 
的 比赛 。 总 的 说 来 ， 多 数 人 随机 地 在 49 个 号 码 中 选择 8 个 ， 
中 奖 与 和 否 ， 上 听天由命 。 

在 49 个 号 码 中 选择 8 个 ， 全 部 的 可 能 性 计 为 92Cs， 这 个 数 
略 大 于 4.5 亿 (参阅 附录 1)。 由 于 每 张 彩票 的 售 价 仅仅 是 三 分 
之 四 便士 , 购买 者 通常 一 次 买 进 好 多 张 彩票 (平均 花费 2 英 
镑 )。 最 常见 的 方法 是 一 次 挑选 出 10 个 号 码 ， 在 10 个 号 码 中 


第 三 章 足球 彩票 与 增值 彩票 55 


选择 8 个 共有 5 种 可 能 ( 即 9Cs)， 购 买 者 一 次 买 进 45 张 彩 
票 ， 履 盖 全 部 45 种 可 能 。 此 时 购买 者 要 付出 60 便士 ， 根 据 彩 
票 规则 ， 这 是 购买 彩票 时 的 最 低 消 费 标 准 (每 次 至 少 买 进 45 
张 彩票 )。80% 以 上 的 购买 者 利用 这 种 方法 选择 彩票 ; 首先 选 
择 一 组 号 码 (超过 8 个 )， 然 后 买 进 这 组 号 码 的 全 部 可 能 组 合 。 
这 种 购买 方法 使 得 彩票 的 组 织 者 很 容易 统计 获奖 情况 。 如 果 你 
选择 的 这 组 号 码 中 包括 8 个 最 佳 号 码 ( 即 实际 上 打 成 平局 并 且 
进 球 数 不 为 0 的 比赛 的 场次 )， 毫 无 疑问 你 已 经 得 了 最 高 分 ; 
如 果 选 择 的 这 组 号 码 中 包含 的 最 佳 号 码 个 数 小 于 8， 计 算 你 的 
得 分 也 很 容易 。 例 如 ， 你 选择 的 10 个 号 码 中 包括 7 场 打 成 平 
局 并 且 进 球 数 不 为 0 的 比赛 ，2 场 打 成 平局 并 且 进 球 数 为 0 的 
比赛 以 及 1 场 分 出 胜 负 的 比赛 ， 则 你 的 45 张 彩票 中 有 2 张 得 
23 分 ，8 张 得 22 分 ，14 张 得 21 分 ，21 张 得 20 分。 


宸 3.2 
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表 3.2 可 以 帮助 你 计算 你 应 当 为 你 的 选择 付 多 少 钱 。 第 二 
行 表示 你 选择 的 那些 号 码 可 以 构成 多 少 个 八 号 码 组 合 ， 第 三 行 
是 以 每 张 彩票 价值 三 分 之 四 便士 计算 出 的 总 金额 。 如 果 你 原 
意 ， 你 可 以 同时 买 进 某 一 个 人 号 码 组 合 很 多 次 ， 一 旦 这 个 号 码 
组 合 中 了 头 奖 ， 你 所 分 得 的 奖金 份额 会 增加 ;不 过 如 果 你 是 惟 
一 的 获奖 者 ， 这 样 做 不 会 给 你 带 来 任何 好 处 ， 你 的 奖金 不 会 变 
得 更 多 。 
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除了 覆盖 所 有 八 号 码 组 合 以 外 ， 最 流行 的 方法 是 首先 选择 
凌 于 个 号 码 ， 然 后 在 其 中 选择 一 些 八 号 码 组 合 〈 但 不 覆盖 所 有 
八 号 码 组 合 )。 至 于 在 号 码 已 经 圈定 以 后 ， 如 何 选 择 八 号 码 组 
合 ， 彩 票 的 组 织 者 和 一 些 报 纸 提供 了 许多 详尽 的 方案 。 这 类 方 
案 通 常 称 为 “标准 方案 ”。 例 如 ， 彩 票 公 司 提供 一 种 选择 方案 
一 一 利 特 方案 ， 这 种 方案 要 求 你 圈定 16 个 号 码 ， 然 后 它 会 帮 
助 你 用 这 16 个 号 码 组 成 60 张 彩票 。 假 如 你 想 应 用 这 种 方案 ， 
你 只 需 在 你 的 彩票 上 圈定 16 个 号 码 ， 然 后 在 彩票 上 写 上 “ 按 
利 特 方案 选择 60 张 彩票 ， 共 80 便士 ”>。 彩 票 公司 的 计算 机 会 
自动 记录 你 所 选 定 的 号 码 组 合 ， 开 奖 时 还 会 自动 统计 你 的 每 张 
彩票 的 得 分 。 标 准 方案 有 很 多 种 ， 无 论 你 最 初 圈定 多 少 个 号 
码 ， 都 可 以 找到 一 种 可 应 用 的 标准 方案 。 在 由 报纸 提供 的 标准 
方案 中 ， 最 爱 欢迎 的 一 种 包含 600 张 彩票 ， 价 值 8 英镑 ， 要 求 
你 圈定 17 个 号 码 。 如 果 你 想 覆 盖 17 个 号 码 组 成 的 所 有 八 号 码 
组 合 ， 你 的 花费 将 是 300 英镑 。 这 种 标准 方案 是 通过 周密 的 计 
算 产 生 的 ， 它 可 以 保证 :如果 你 圈定 的 17 个 号 码 中 包含 8 个 
最 佳 号 码 ， 它 所 选择 的 600 张 彩票 中 至 少 有 一 - 张 包括 7 个 最 佳 
号 码 (当然 也 不 排除 包括 8 个 最 佳 号 码 的 可 能 )。 设 计 这 样 一 
种 方案 需要 精妙 的 数学 方法 ， 在 科学 计算 和 商业 统计 中 经 常用 
到 同样 的 方法 。 

其 实 标准 方案 与 随机 选择 有 些 类 似 ， 但 是 看 起 来 更 合理 。 
标准 方案 的 第 一 个 好 处 是 可 以 帮助 你 节省 劳动 。 假 如 你 既 不 使 
用 标准 方案 ， 也 不 选择 覆盖 若干 个 号 码 中 的 所 有 八 号 码 组 合 ， 
你 就 必须 在 彩票 上 圈 出 你 想 买 的 所 有 号 码 组 合 。 如 果 你 想 买 两 
英镑 的 彩票 ， 你 就 必须 圈 出 150 个 号 码 组 合 一 一 那 可 是 1 200 
个 号 码 ! 使 用 标准 方案 可 以 减少 许多 麻烦 ; 标准 方案 的 第 二 个 
好 处 是 可 以 使 你 的 选择 更 有 效率 。 在 数学 上 标准 方案 是 合理 
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的 ， 至 少 它 可 以 使 你 避免 ~ 种 遗憾 ， 也 许 你 圈定 的 号 码 中 已 经 
包含 足够 多 的 最 佳 号 码 ， 册 是 由 于 你 的 选择 方案 不 合理 ， 使 得 
这 些 最 佳 号 码 分 散在 不 同 彩 票 中 ， 每 张 彩票 的 得 分 都 不 高 ; 标 
准 方案 的 最 后 一 个 好 处 在 于 它 是 免费 的 。 

我 们 没 法 断定 一 种 选择 方案 一 定 比 另 一 种 选择 方案 好 。 标 
准 方案 只 是 提供 一 种 便捷 地 生成 彩票 的 方法 ， 至 于 你 可 以 期 望 
得 多 少 奖 金 ， 仅 仅 依 赖 于 两 个 因素 : 你 预测 比赛 结果 的 能 力 ， 
以 及 你 买 多 少 张 彩票 。 无 论 你 使 用 标准 方案 ， 还 是 选择 覆盖 若 
干 个 号 码 中 的 所 有 八 号 码 组 合 ， 你 最 终 选 择 的 彩票 中 都 包含 很 
多 交叉 、 重 复 的 号 码 ， 这 类 选择 的 好 处 是 -- 旦 其 中 一 张 彩票 中 
奖 ， 其 它 彩 票 中 奖 的 机 会 也 相应 增加 一 一 这 与 六 合 彩 中 的 情况 
相似 。 那 些 令 人 羡慕 的 大 说 家 总 是 同时 赢得 一 项 大 奖 和 许多 项 
小 奖 。 

在 彩票 中 最 吸引 人 的 是 头 奖 一 一 - 头 奖 的 意思 是 一 个 人 独得 
一 等 奖 。 平 均 每 个 月 产生 一 个 头 奖 ， 但 是 头 奖 的 产生 是 一 个 随 
机 事件 。 历 史上 出 现 过 这 样 的 情况 : 有 一 个 阶段 连续 16 个 月 
没 出 现 头 奖 ， 而 在 另 一 个 阶段 ， 连 续 3 周 每 周 都 有 头 奖 。 头 奖 
大 大 地 鼓舞 下 注 者 的 士气 ， 并 且 吸 引 更 多 的 钱 投入 彩票 ， 因 此 
彩票 公司 总 是 想方设法 增加 头 奖 产生 的 概率 。 彩 票 公司 可 以 通 
过 调整 每 张 彩票 的 售 价 影响 头 奖 产生 的 概率 ， 他 们 可 以 合算 出 
大 致 有 多 少 钱 将 投入 彩票 ， 然 后 通过 调整 彩票 单价 即 可 以 控制 
彩票 的 销售 量 。 销 售 量 过 高 或 过 低 都 不 利于 教 钴 下 注 者 的 十 
气 。 因 此 ， 彩 票 公司 在 确定 彩票 单价 时 必须 在 一 个 复杂 的 均衡 
中 做 出 选择 。 (这 可 以 解释 为 什么 最 大 的 彩票 公司 的 彩票 定价 
是 三 分 之 四 便士 ， 而 某 些小 公司 选择 十 一 分 之 五 便士 或 八 分 之 
一 便士 。) 

几 十 年 以 来 ， 足 球 彩 票 的 规则 变化 很 大 。50 年 前 ， 可 供 
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下 注 者 选择 的 比赛 场次 在 55 左右 ， 评 分 系统 是 平局 3 分 (不 
区 分 有 进 球 平局 和 无 进 球 平局 ) 、 客 场 胜 2 分 、 主 场 胜 1 分 ， 
要 求 下 注 者 选 出 8 场 比赛 。 备 选 场次 和 评分 系统 与 从 前 不 同 ， 
可 是 彩票 中 有 了 两样 始终 不 变 : 其 一 ， 下 注 者 需 选 出 8 场 比赛 ; 
其 二 , 彩 旧 的 最 高 得 分 是 24 分 。 访 史上 ， 备 选 场次 曾 多 达 59 
场 ,评分 系统 中 也 曾 区 分 0 比 0 平局 、1 比 1 平局 、 更 高 比分 
平局 。 现 在 ， 备 选 场次 为 和 9 场 ， 评 分 档次 分 为 3 分 、 2 分 、1 
分 ， 有 进 球 平局 得 分 最 高 ， 无 进 球 平局 次 之 ， 主 场 胜 和 客场 胜 
不 加 区 分 ， 得 分 最 低 。 

彩票 公司 把 备 选 场次 定 为 49 场 ， 也 就 决定 了 彩票 号 码 的 
全 部 可 能 组 合 一 共有 多 少 种 (cs)。 事 实 上 ， 这 个 数 已 经 大 
致 决定 了 将 有 多 少 张 彩票 售 出 。 平 均 而 言 ， 每 一 个 可 能 的 号 码 
组 合 售 出 一 次 。 (这 是 一 个 粗略 的 说 法 。 通 常 ， 每 一 个 可 能 的 
号 码 组 合 售 出 的 次 数 在 1/3 到 3 之 间 。) 

彩票 公司 希望 获得 最 高 分 的 彩票 数 较 少 (因为 这 样 每 一 份 
一 等 奖 的 奖金 额 会 较 大 )。 每 一 周 备 选 场次 中 出 现 的 平局 次 数 
各 不 相同 ， 通 常 有 1/3 到 1/4 的 比赛 打 成 平 局 ， 而 在 平局 中 通 
常 有 1/4 强 的 比赛 没有 进 球 。 平 均 而 言 ， 每 周 有 9 到 10 场 比 
赛 打 成 有 进 球 平局 ，4 场 左 右 的 比赛 打 成 无 进 球 平局 。 在 此 条 
件 下 ， 出 现 头 奖 的 概率 是 多 少 ? 

当 有 进 球 平局 的 局 数 不 低 于 9 时 ， 获 得 24 分 的 彩票 将 不 
低 于 9 种 。( 利 用 表 3.2 可 以 得 到 精确 的 对 应 关系 。 表 3.2 的 
第 一 行 可 以 当做 有 进 球 平局 的 局 数 ， 第 二 行 可 以 当做 获得 24 
分 的 彩票 的 种 数 。) 这 种 情况 下 出 现 头 奖 ( 即 由 一 个 人 独得 一 
等 奖 ) 的 概率 较 低 。 有 进 球 平局 的 局 数 为 8 时 ， 只 有 一 个 号 码 
组 合 可 以 得 24 分。 此 时 ， 如 果 某 一 个 下 注 者 恰好 选中 了 全 部 
8 个 号 码 ， 则 出 现 头 奖 的 概率 大 大 上 升 。 然 而 ， 如 果 所 有 彩票 
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都 没 能 得 24 分 ， 则 出 现 头 奖 的 概率 依然 较 低 。 考 虑 这 个 例子 : 
某 一 周 ， 出 现 8 局 有 进 球 平局 和 一 局 无 进 球 平局 ， 并 且 没 有 人 
选中 全 部 的 8 局 有 进 球 平局 。 此 时 最 高 得 分 为 23 分 ， 获 得 23 
分 的 彩票 可 能 性 有 7 种 (在 8 局 有 进 球 平局 中 选 7 局 ， 再 加 上 
一 局 无 进 球 平 局 ) ， 仅 有 一 张 彩票 获得 最 高 分 的 概率 下 降 ( 降 
低 到 原来 的 七 分 之 一 )。 如 果 无 进 球 平局 的 局 数 大 于 1， 则 出 
现 头 奖 的 概率 进一步 下 降 。 当 有 进 球 平局 仅 有 7 局 时 ， 出 现 头 
奖 的 概率 较 高 。 此 时 ， 获 得 23 分 的 彩票 的 种 数 恰好 等 于 这 一 
轮 中 的 无 进 球 平局 的 局 数 。 

我 不 再 深入 讨论 平局 局 数 变化 时 的 各 种 情况 。 除 了 平局 局 
数 以 外 ， 平 局 所 对 应 的 号 码 也 会 影响 头 奖 出 现 的 概率 ， 因 为 不 
同 的 号 码 被 下 注 者 选中 的 频率 不 同 。 (前 文 说 过 ， 号 码 不 超过 
31 时 ， 被 选中 的 频率 较 高 ， 相 应 地 出 现 头 奖 的 可 能 性 下 降 。) 
如 果 你 想 改 善 自 己 获 得 头 奖 的 概率 ， 需 要 透彻 的 分 析 。 这 不 是 
件 容 易 的 事 。 


增值 彩票 


1956 年 ， 险 罗 得 .马克 米兰 向 民众 介绍 增值 彩票 时 说 ; 
“增值 彩票 不 是 赌博 ， 因 为 任何 人 都 不 会 输 。” 在 丘吉尔 当政 的 
时 代 ， 政 府 称 这 种 彩票 可 以 使 人 “无 所 失 而 有 所 得 ”， 反 对 党 
却 指责 其 为 “ 脏 脏 的 抽 彩 "”。 每 张 增值 彩票 的 面值 是 1 英镑 ， 
对 奖 之 后 会 产生 大 量 奖金 ， 为 了 支付 奖金 ， 政 府 发 行 了 很 多 钞 
票 。 增 值 彩票 的 第 一 轮 始 于 1957 年 ， 当 时 的 奖金 不 高 ， 头 奖 
仅 为 1 000 英镑 ,但 此 后 头 奖 奖金 一 涨 再 涨 ，1971 年 达到 5 万 
英镑 ，1980 年 达到 25 万 英镑 ，1994 年 以 后 达到 100 万 英镑 。 


> 
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中 奖 的 机 会 很 多 ， 只 要 你 持 有 -- 张 彩票 ， 你 可 以 常年 拥有 中 奖 
机 会 。 

这 些 年 以 来 增值 彩票 的 规则 经 常 变化 ， 通 常 由 民意 测验 决 
定 。 购 买 增值 彩票 的 投资 回报 率 与 国家 银行 的 储蓄 利率 大 致 相 
等 。1998 年 ， 国 家 银行 的 利率 是 每 年 S% ， 而 投资 彩票 的 收益 
期 望 值 也 是 这 个 数 。 与 其 它 彩票 相 比 ， 增 值 彩票 的 独特 之 处 在 
于 它 本 身 是 有 价 的 ， 在 任何 时 候 ， 你 都 可 以 把 彩票 按 原始 面值 
兑换 成 现金 。 增 值 彩票 的 男 一 个 好 处 是 一 旦 中 奖 ， 你 不 必 支 付 
所 得 税 。 如 果 不 中 奖 ， 你 也 没什么 损失 一 一 如 果 你 不 在 平 存款 
利息 。 你 每 买 一 张 彩票 ， 从 下 个 月 开始 你 就 可 以 参加 对 奖 ， 但 
是 每 个 月 只 能 中 奖 一 次 。 在 最 初 的 许多 年 里 ， 一 次 可 以 只 买 一 
张 彩票 ， 但 是 后 来 ， 为 了 提高 抽 彩 的 效率 ， 政 府 规定 每 次 购买 
至 少 要 严 100 张 。 许 多 父母 (或 祖父 母 》 把 增值 彩票 作为 圣诞 
礼物 或 生日 礼物 送 给 孩子 。 

根据 1997 年 7 月 的 统计 数据 ， 每 年 购买 增值 彩票 的 投资 
回报 率 为 4.75%， 产 生 的 奖金 总 额 大 约 84 亿 英 镑 ， 平 均 每 个 
英国 成 年 人 获 200 英镑 。 当 月 产生 的 奖金 额 为 3 300 万 英镑 ， 
分 为 439 875 份 奖金 。 奖 金额 度 及 对 应 的 获奖 人 数 如 下 ; 


1 人 获 100 万 英镑 
5 人 获 10 万 英镑 
8 人 获 $ 万 英镑 
19 人 获 2.5 万 英镑 
47 人 获 1 万 英镑 
93 人 获 5 000 英镑 
1984 人 获 1 000 英镑 
5 952 人 获 500 英镑 
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64 479 人 获 100 英镑 
367 287 人 获 50 英镑 


每 个 月 固定 地 产生 一 个 100 万 英镑 的 头 奖 ， 这 个 数字 保持 
着 巨大 的 吸引 力 。 如 果 有 10 万 个 人 ,每 人 持 有 2 万 张 彩票 
《根据 规则 每 个 人 持 有 的 彩票 数 不 得 超过 2 万 )， 而 其 中 的 每 个 
人 每 个 月 赢得 头 奖 的 概率 是 40 万 分 之 一 。 有 四 分 之 三 的 奖金 
分 配给 等 级 最 低 的 两 档 奖 金 ， 这 两 档 奖 金 的 获奖 人 数 占 全 部 获 
奖 人 数 的 98% 左 右 。 每 个 月 单独 的 一 张 彩票 赢得 1 000 英镑 以 
上 的 奖金 的 概率 大 约 是 400 万 分 之 一 。 这 个 概率 不 够 大 ， 不 过 
你 不 必 因 此 诅 形 ， 因 为 你 每 个 月 都 有 获奖 机 会 。 平 均 而 言 ， 每 
张 彩 票 每 年 带 给 你 的 收益 略 低 于 4 便士 。 

1997 年 7 月 赢得 头 奖 的 彩票 的 编号 是 69GK540100。 每 张 
彩票 的 编号 包括 十 位 数字 或 字母 ， 当 首位 数字 为 0 时 通常 把 0 
省 略 。 正 如 一 个 人 的 身份 证 号 码 中 包含 了 一 个 人 出 生日 期 的 信 
息 ， 彩票 的 编号 中 也 包含 了 一 些 彩 票 本 身 的 信息 。 在 编号 
69GK540100 中 ， 第 三 位 字母 G 表示 这 张 彩票 是 2 000 张 同 时 售 
出 的 彩票 中 的 一 张 。 第 四 位 的 位 置 上 只 能 出 现 十 个 字母 中 的 一 
个 ， 这 十 个 可 能 的 字母 是 Z，B，F，K，L，N，P，S，T 以 及 
W， 其 实 我 们 完全 可 以 用 从 0 到 9 的 十 个 数字 替换 这 十 个 字 
母 。 所 以 ， 这 个 编号 表示 面值 为 2 000 英镑 且 编 号 为 693540100 
的 彩票 。 

获奖 号 码 由 一 种 被 称 为 “电子 随机 叶 码 发 生 器 ”的 仪器 生 
成 。 第 一 台 仪 器 在 1973 年 退役 ， 现 在 使 用 的 机 器 是 第 三 台 ， 
于 1998 年 开始 服役 。 严 格 地 说 ， 绝 大 多 数 所 谓 的 随机 号 码 发 
生 器 生成 的 号 码 并 不 是 真正 的 随机 数 ， 只 是 看 起 来 像 是 随机 
的 。 这 些 号 码 可 以 通过 随机 性 检验 ， 看 起 来 是 完全 随机 的 ， 但 
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是 程序 员 可 以 控制 号 码 的 顺序 ， 并 可 以 预测 将 要 产生 的 号 码 。 
利用 一 台 这 样 的 仪器 来 决定 中 奖 号 码 显 然 是 不 可 行 的 ， 幸 好 增 
值 彩票 中 使 用 的 电子 随机 号 码 发 生 器 并 不 是 这 样 的 仪器 。 

电子 随机 号 码 发 生 器 是 根据 噪声 二 极 管 中 的 自由 电子 运动 
设计 的 ， 而 自由 电子 的 运动 是 完全 随机 和 不 可 预测 的 。 通 过 比 
较 两 个 曲 声 二 极 管 中 的 噪声 强度 可 以 产生 -系列 的 脉冲 信号 ， 
在 一 段 确定 的 时 间 内 发 出 的 脉冲 信号 的 个 数 可 以 精确 统计 ， 这 
个 数 通常 在 1 万 至 1.5 万 之 间 。 这 个 数 的 最 后 一 位 数字 被 取出 
米 用 于 产生 中 奖 号 码 ， 两 个 这 样 的 数字 决定 最 终 号 码 中 的 一 
位 。 

在 电子 随机 有 号码 发 生 器 生成 一 个 中 奖 号 码 之 后 ， 另 外 一 台 
计算 机 负责 判断 此 号 码 是 否 符合 中 奖 条 件 。 以 下 三 种 号 码 不 符 
合 中 奖 条 件 : 此 号 码 对 应 的 彩票 尚未 售 出 ; 此 号 码 对 应 的 彩票 
已 售 出 但 被 兑换 为 现金 ; 本 月 此 号 码 对 应 的 彩票 已 经 中 过 奖 。 
机 器 产生 的 第 一 个 符合 中 奖 条 件 的 号 码 获 得 100 万 英镑 ， 随 后 
产生 的 号 码 依次 获得 数额 较 小 的 奖金 ， 直 到 全 部 奖金 分 配 完 
毕 。 购 买 者 普遍 担心 的 一 个 问题 是 “电子 随机 号 码 发 生 器 是 否 
会 漏 掉 我 的 号 码 ”? 这 个 疑虑 是 完全 多 余 的 。 抽 彩 过 程 由 两 台 
机 器 完成 ， 第 一 台 机 器 负责 生成 号 码 ， 第 二 台 机 器 负责 判断 号 
码 是 否 符合 条 件 。 电 子 随机 号 码 发 生 器 只 是 在 全 部 可 能 的 号 码 
中 随机 地 选择 号 码 ， 它 生成 的 号 码 既 包括 符合 中 奖 条 件 的 号 
码 ， 也 包括 不 符合 中 奖 条 件 的 号 码 。 漏 掉 某 个 号 码 的 可 能 性 并 
不 存在 。 

从 理论 上 说 这 人 台 机 器 无 铮 可 击 。 另 外 ， 国 家 统计 局 进行 过 
严格 的 随机 性 检验 。 检 验 结果 已 公开 发 表 ， 其 中 包括 三 个 结 
论 : 
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1. 从 0 到 9 的 各 个 数字 出 现 的 频率 相等 ， 

2. 对 于 每 一 个 确定 的 数字 ， 其 下 一 位 出 现 哪 一 
个 数字 是 随机 的 ; 

3. 取出 中 奖 号 码 中 的 连续 四 个 号 码 组 成 一 个 四 
号 码 组 合 ， 这 个 四 号 码 组 合 出 现 的 频率 符合 平均 频 
率 。 类 似 地 ， 三 号 码 组 合 、 两 对 号 码 组 合 、 两 号 码 组 
合 和 十 号 码 组 合 出 现 的 频率 同样 符合 平均 频率 。 


第 望 了 解 技 术 细 节 的 读者 可 以 参考 附录 4。 现 在 最 后 一 个 
需要 检验 的 问题 是 仪器 产生 的 号 码 的 顺序 是 否 存 在 固定 倾向 。 
这 个 问题 非常 重要 ， 因 为 第 一 个 产生 的 号 码 对 应 的 奖金 远 远 高 
于 其 它 号 码 。 检 验 这 个 问题 必须 考虑 彩票 编号 的 第 三 位 ， 因 为 
第 三 位 的 值 反映 特殊 的 意义 。 在 实际 检验 中 所 有 号 码 根据 第 三 
位 的 不 同 分 组 ， 考 虑 了 每 个 组 售 出 的 彩票 的 数量 。 每 个 月 抽 彩 
开始 以 后 ， 国 家 统计 局 都 要 分 析 中 奖 号 码 的 顺序 是 否 存在 固定 
倾向 。 迄 今 为 止 结 论 是 否定 的 。 

虽然 经 过 了 如 此 严格 的 检验 ， 还 是 有 许多 人 对 抽 彩 的 公正 
性 心怀 狐疑 。 一 个 常见 的 质疑 是 多 数 获得 大 额 奖金 的 人 来 自 南 
方 。 这 是 事实 ， 但 是 不 能 说 明 任 何 问题 ， 因 为 南方 的 彩票 销售 
额 高 于 北方 。 另 一 个 质疑 是 许多 获奖 号 码 具备 同一 个 特征 ， 获 
奖 号 码 的 最 后 六 个 数字 中 有 一 对 相 邻 的 数字 ， 其 数字 完全 相 
同 。 比 如 ， 在 最 初 的 40 轮 彩 票 中 就 有 16 轮 具 备 这 个 特征 。 粗 
看 起 来 有 点 奇怪 ， 仔 细 一 想 就 会 发 现 这 不 足 为 奇 。 在 最 后 六 个 
数字 中 可 以 组 成 五 对 相 邻 数字 ， 每 一 对 数字 有 100 种 可 能 (从 
00 到 99)， 其 中 有 10 种 由 相同 的 数字 组 成 (00，11，22，33， 
和 44，55，66，77，88，99)， 另 外 % 种 由 不 同 的 数字 组 成 。 所 
以 每 一 对 相 邻 数字 由 不 同 数字 组 成 的 概率 是 9/10。 这 五 对 相 4 


64 机 会 的 数学 原理 


邻 数字 都 由 不 同 数字 组 成 的 概率 是 (9/10)”， 大 致 等 于 59%， 
也 就 是 说 其 中 至 少 有 一 对 相 邻 数字 由 相同 数字 组 成 的 概率 是 
41%。16/40 不 是 和 41 狗 非常 接近 吗 ? 还 有 一 :个 著名 的 反对 意 
见 : 中 奖 号 码 极 少 以 0 开头 。 这 是 事实 ， 但 是 我 们 必须 注意 另 
一 个 事实 ; 许多 以 0 开头 的 彩票 在 增值 彩票 创办 的 初期 发 行 ， 
其 中 很 多 已 经 兑换 成 现金 。 抽 彩 规则 规定 彩票 不 可 以 作为 遗产 
继承 ， 在 彩票 的 主人 去 志 以 后 彩票 必须 兑换 为 现金 。 

你 获奖 的 概率 有 多 大 ?你 赢得 的 奖金 的 期 望 值 是 多 少 ? 简 
单 地 说 ， 你 持 有 的 彩票 越 多 ， 你 的 机 会 就 越 好 。 但 是 你 必须 面 
对 一 个 事实 : 即使 你 持 有 2 万 张 彩票 (这 是 规则 规定 的 极限 
值 )， 非 常 背 运 的 可 能 性 也 是 存在 的 。 据 统计 ，1996 年 有 2 000 
人 持 有 2 万 张 彩票 ,平均 每 人 中 奖 13.6 次 。 其 中 一 个 幸运 上 儿 
中 奖 达 27 次 ， 另 外 一 个 倒霉 蛋 一 次 奖 也 没 中 。 

目前 购买 增值 彩票 的 投资 回报 率 是 每 年 5%， 而 银行 的 存 
款 利率 是 每 年 8% 。 存 款 利息 要 上 交 收 入 所 得 税 ， 而 彩票 收入 
是 免税 的 ， 扣 除 所 得 税 以 后 这 两 个 值 相等 ， 差 别 在 于 彩票 的 收 
人 是 不 可 预期 的 。 很 多 人 宁愿 把 富余 的 钱 投 入 彩票 。 在 很 多 经 
济 宽裕 的 家 庭 中 ， 夫 妇 二 人 都 持 有 2 万 张 彩 票 。 如 果 一 个 人 持 
有 1 000 张 彩票 ， 他 每 年 的 彩票 收益 平均 为 50 英镑 。 在 每 100 
个 这 样 的 人 之 中 ， 一 年 中 平均 53 人 一 无 所 获 ，34 人 中 奖 一 次 
(通常 是 50 英镑 )，11 人 中 奖 两 次 ，2 人 中 奖 三 次 或 更 多 。 

假设 在 1997 年 7 月 时 有 10 万 人 持 有 极限 额 的 彩票 并 已 保 
持 一 年 ， 则 其 中 每 个 人 获奖 次 数 的 期 望 值 是 12.6， 概 率 最 高 
的 情况 是 获奖 12 次 。 但 是 ， 其 中 的 四 到 五 人 将 在 整整 一 年 以 
内 一 无 所 获 ， 而 另外 的 四 到 五 人 将 获奖 29 次 以 上 。 

你 在 今年 的 收入 对 明年 没有 任何 影响 。 电 子 随 机 号 码 发 生 
甫 不 关心 你 曾经 得 过 多 少 奖金 。 如 果 你 希望 获得 稳定 的 投资 回 
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报 ， 增 值 彩票 不 是 理想 选择 ; 然而 ， 如 果 你 期 待 意外 的 惊喜 ， 
不 妨 试 试 。 每 个 月 都 会 造就 一 个 百 万 富 俩 ， 谁 敢 肯 定 那 不 是 你 
呢 ? 


最 佳 选 择 ? 


在 足球 彩票 和 增值 彩票 之 后 ， 大 英 帝 国 彩票 提供 了 第 三 个 
一 夜 暴 富 的 机 会 。 除 了 巨额 奖金 的 诱惑 以 外 ， 三 种 彩票 还 保持 
着 独特 的 吸引 力 。 狂 热 的 球迷 热衷 于 足球 彩票 ， 因 为 这 种 彩票 
与 他 们 本 人 的 爱好 相符 ， 而 且 他 们 的 奖金 的 一 部 分 将 捐助 给 足 
球 事业 ， 这 使 他 们 很 高 兴 。 大 英 帝 国 彩 票 所 吸引 的 资金 的 
28% 将 捐助 给 慈善 机 关 ， 这 使 得 大 英 帝 国 彩票 的 购买 者 有 一 种 
道义 上 的 满足 感 。 增 值 彩票 的 持 有 者 可 以 认为 自己 为 国家 做 出 
了 贡献 一 一 使 储蓄 额 增加 。 这 三 种 彩票 对 购买 者 的 隐私 权 痢 很 
尊重 。 

彩票 的 组 织 者 为 方便 购买 者 做 了 大 量 努 力 。 足 球 彩 票 拥有 
一 个 由 7 万 人 组 成 的 网 络 ， 负 责 彩 票 和 奖金 的 流通 。 增 值 彩 票 
直接 在 邮局 发 行 ， 任 何 时 间 、 任 何 邮 局 都 提供 服务 。 大 英 帝 国 
彩票 在 全 国 设立 2 万 个 零售 点 ， 购 买 者 也 可 以 购买 季 票 ， 即 一 
次 性 地 癌 时 买 人 未 来 许多 轮 的 彩票 。 

这 三 种 彩票 对 购买 者 的 技术 要 求 不 同 。 增 值 彩 票 是 最 简单 
的 ， 不 需要 任何 技巧 。 买 增值 彩票 就 像 在 超市 里 买 洗涤 液 一 
样 ， 随 便 挑 一 个 就 行 了 ， 反 正 你 的 运气 是 由 机 器 随机 决定 的 。 
大 英 帝 国 彩票 要 复杂 一 些 ， 因 为 你 要 尽量 避免 选中 “流行 号 码 
组 合 "。 足 球 彩票 需要 的 技巧 更 多 ， 如 果 你 对 足球 的 了 解 非常 
多 ， 你 的 知识 对 于 选择 彩票 无 疑 是 有 帮助 的 。 
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如 果 你 在 大 英 帝 国 彩 票 中 获奖 ， 你 必须 在 180 天 以 内 做 出 
声明 ， 并 且 提 供 有 效 收 据 。 没 有 追 着 你 给 你 送 奖 金 。 许 多 奖 
金 因 为 无 人 认领 而 作废 ， 其 中 包括 一 笔 高 达 200 万 英镑 的 头 
奖 。 每 周 大 约 有 100 万 英镑 的 奖金 作废 。 彩 票 公司 保留 着 所 有 
彩票 的 存根 ， 所 以 他 们 完全 可 以 找到 获奖 者 ， 但 是 如 果 你 没有 
在 规定 期 限 内 领 奖 ， 那 是 你 自己 的 责任 。 增 值 彩 票 则 不 同 ， 你 
根本 不 必 检 查 自 己 是 否 在 获奖 名 单 上 ， 老 老实 实地 在 家 等 着 就 
行 了 。 当 然 ， 如 果 你 的 地 址 有 变 ， 最 好 通知 有 关 部 门 。 自 
1957 年 以 来 ， 有 25 万 份 奖金 因 所 有 者 地 址 变更 无 法 发 放 ， 总 
额 达 1 500 万 英镑 。 有 两 份 价 值 25 英镑 的 奖金 在 抽奖 的 第 一 轮 
产生 ,至 今 仍 等 着 获奖 者 领取 。 增 值 彩票 没有 领 奖 期 限 的 限制 ， 
不 过 如 果 你 在 18 个 月 以 内 没有 领 奖 ， 国 家 储备 局 将 不 再 接受 
你 的 查询 。 你 可 以 委托 私立 的 商业 机 关 查 询 ， 当 然 ， 要 缴纳 查 
询 费 。 当 你 选择 购买 哪 一 种 彩票 时 ， 这 些 因素 都 是 需要 考虑 
的 ， 但 是 最 重要 的 因素 只 有 两 个 : 平均 的 投资 回报 是 多 少 ， 以 
及 你 中 奖 的 机 会 有 多 大 。 


投入 100 英镑 ， 一 周 以 后 你 的 平均 回报 分 别 是 : 足球 彩票 25 
英镑 ， 大 英 帝 国 彩票 45 英镑 ， 增 值 彩票 100.10 英镑 。 优 劣 是 
很 明显 的 。 

增值 彩票 的 性 质 与 另外 两 种 彩票 不 同 。 为 了 使 比较 更 有 说 
服 力 ， 我 们 对 比 3 种 情况 : 情况 一 ， 投 资 $ 000 英镑 买 增值 彩 
票 ; 情况 二 ， 把 5 000 英镑 存 人 银行 ， 每 周 取出 利息 买 足球 彩 
票 ; 情况 三 ， 把 5 000 英镑 存 人 银行 ， 每 周 取 出 利息 买 大 英 帝 
国 彩 票 。 在 第 一 种 情况 下 ， 你 每 年 的 利润 率 是 5%。 平 均 每 一 
年 你 将 获得 三 笔 50 英镑 的 奖金 ， 再 加 上 获得 高 额 奖 金 的 机 会 
(当然 这 种 机 会 很 小 )， 你 每 年 的 收益 是 250 英镑 。 
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在 第 二 种 情况 下 ， 把 $ 000 英镑 存 人 银行 ， 每 周 的 利息 是 
5 英镑 。 每 周 在 足球 彩票 中 投入 $ 英 镑 ， 按 照 25% 的 回报 率 ， 
你 每 年 的 收益 是 65 英镑 。 在 第 三 种 情况 下 ， 每 周 在 大 英 帝 国 
彩票 中 投入 5 英镑 ， 按 照 和 5% 的 回报 率 ， 你 每 年 的 收益 是 117 
英镑 。 在 大 英 帝 国 彩 票 中 你 可 以 应 用 某 些 技巧 使 收益 提高 。 比 
如 说 ， 你 可 以 在 头 奖 奖金 额 较 高 的 轮 次 中 多 买 一 些 彩 票 ， 而 在 
其 它 轮 次 中 少 买 一 些 彩 票 。 不 过 即便 如 此 ， 你 也 只 能 把 回报 率 
提高 到 60% ， 你 每 年 的 收益 是 156 英镑 。 其 实 无 论 投资 额 是 多 
少 ， 三 种 彩票 的 优 劣 次 序 是 固定 的 : 增值 彩票 最 佳 ， 大 英 帝 国 
彩票 次 之 ， 足 球 彩票 最 差 。 

此 外 我 们 还 应 当 比 较 一 下 在 三 种 彩票 中 赢得 巨额 奖金 的 机 
会 。 事实 上 ， 多 数 人 在 买 彩票 时 并 不 关心 平均 回报 是 多 少 。 当 
然 ， 赢 得 巨额 奖金 的 机 会 是 微小 的 ， 但 是 多 数 人 真正 在 乎 的 恰 
恰 是 这 个 微小 的 机 会 。 因 此 ， 比 较 这 三 种 彩票 给 予 我 们 的 赢得 
巨额 奖金 的 机 会 ， 其 意义 更 其 于 比较 平均 回报 率 。 我 们 还 是 假 
设 投资 额 为 5 000 英镑 ， 在 增值 彩票 中 用 这 笔 钱 买 彩票 ， 在 大 
英 帝 国 彩票 和 足球 彩票 中 用 银行 利息 买 彩票 。 我 们 想 回答 两 个 
问题 : 第 一 ， 连 续 20 年 投资 彩票 ， 赢 得 100 万 英镑 以 上 的 奖 
金 的 概率 是 多 少 ? 第 二 ， 连 续 20 年 投资 彩票 ， 赢 得 10 万 英镑 
以 上 的 奖金 的 概率 是 多 少 ? 下 面 的 分 析 基 于 1997 年 未 以 前 的 
数据 ， 读 者 可 以 利用 最 新 的 数据 结合 下 文 介绍 的 方法 更 新 我 的 
结论 。 

在 增值 彩票 中 ， 连 续 20 年 持 有 5 000 张 彩票 ， 每 个 月 开奖 
一 次 ， 因 此 有 120 万 次 中 奖 机 会 。 彩 票 的 总 数 是 84 亿 ， 每 次 
开奖 在 其 中 产生 一 个 100 万 英镑 的 大 奖 ， 所 以 赢得 100 万 英镑 
以 上 的 奖金 的 机 会 是 120 万 比 84 亿 ， 这 个 概率 约 等 于 1/7 000。 
在 大 英 帝 国 彩票 中 ,平均 每 2 250 万 张 彩票 中 有 一 张 获得 100 
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万 英镑 以 上 的 奖金 。20 年 之 间 ， 你 的 存款 利息 可 以 买 S 200 张 
彩票 ， 赢 得 100 万 英镑 以 上 的 奖金 的 机 会 是 5 200 比 2 250 万 ， 
这 个 概率 约 等 于 1/4 300。 计 算 足 球 彩 票 中 的 情况 相对 复杂 ， 
因为 近年 来 足球 彩票 的 销售 额 逐 年 下 降 ， 而 我 们 依据 的 是 过 去 
的 数据 ， 这 使 得 我 们 的 计算 结果 可 能 比 实 际 情况 乐观 。 为 计算 
方便 ， 近 似 地 认为 头 奖 奖金 的 平均 值 是 100 万 英镑 。 每 个 月 你 
可 以 买 1 600 张 彩票 ， 而 足球 彩票 的 月 销售 量 为 25 亿 。 在 20 
年 之 内 ， 你 赢得 一 次 头 奖 的 概率 是 1/6 500。 综 上 所 述 ， 如 果 
你 的 目标 是 梦幻 般 的 百 万 英镑 ， 大 英 帝国 彩票 是 最 佳 选择 ， 足 
球 彩 票 和 增值 彩票 则 相差 无 几 。 

假设 你 的 目标 略微 现实 一 点 ， 只 是 赢得 10 万 英镑 ， 计 算 
方法 是 类 似 的 。 在 增值 彩票 中 ， 赢 得 一 份 10 万 英镑 的 奖金 的 
概率 是 100 万 英镑 的 六 倍 左 右 ， 所 以 你 实现 目标 的 概率 是 
1/1 200。 在 大 英 帝 国 彩 票 中 ，400 万 分 之 一 的 彩票 可 以 赢得 10 
方 英镑 以 上 的 奖金 ， 所 以 你 的 机 会 是 1/800。 在 足球 彩票 中 ， 
10 万 英镑 的 奖金 出 现 的 频率 是 100 万 英镑 的 六 倍 左右 ， 所 以 
你 的 机 会 是 1/1 100。 

如 果 你 的 预期 目标 是 10 万 英镑 或 100 万 英镑 ， 投 资 额 是 
5 000 英 镑 ， 选 择 大英 帝 国 彩 票 是 明智 之 举 ， 选 择 增 值 彩 票 或 
足球 彩票 则 机 会 小 很 多 。 当 你 的 预期 目标 、 投 资 额 、 银 行 利 
率 、 投 资 期 限 等 因素 变化 时 ， 结 论 会 有 所 不 闻 ， 但 是 计算 方法 
是 不 变 的 。 你 可 以 根据 自己 的 情况 计算 你 的 机 会 ， 基 本 原则 是 
算出 每 次 对 奖 中 你 实现 目标 的 概率 p 和 你 参与 对 奖 次 数 N， 如 
果 N 和 P 的 乘积 小 于 0.1， 你 实现 目标 的 概率 大 致 等 于 这 个 乘 
积 。 其 实 你 完全 可 以 把 你 的 资金 存 信 银行， 这 是 最 现实 的 选 

4 择 ， 当 然 ， 你 得 不 到 买 彩票 的 乐趣 。 


筋 太 葛 ”一 戏 谢 不 ， 玫 责 游 琵 


有 了 时候- 一 枚 刹 币 仪 仅 是 一 枚 硬币 ， 有 时 候 一 枚 硬币 是 一 个 
理想 的 随机 事件 发 生 器 。 当 你 和 太太 为 看 什么 电视 节目 或 圣诞 
节 到 谁 的 父母 家 度假 争执 不 下 时 ， 你 们 可 以 通过 抛 硬币 决定 
一 一 硬币 的 地 位 是 纸币 和 信用 卡 无 法 取代 的 。 你 们 可 以 约定 : 
如 果 硬 币 出 现 正 面 ， 按 你 的 决定 办 ; 如 果 人 硬币 出 现 反面 ， 按 她 
的 决定 办 。 如 果真 的 出 现 反 面 ， 你 还 有 一 条 退路 -一 -三 局 两 
胜 。 抛 硬币 的 每 一 种 结果 代表 一 个 决定 ， 这 个 结论 未 必 是 最 终 
的 决定 ， 但 是 它 确 实 能 帮助 你 做 出 最 后 的 决定 。 事 实 上 ,许多 
游戏 的 原理 与 抛 硬币 相同 ， 这 些 游 戏 可 以 用 同样 的 方法 分 析 。 

任何 硬币 都 不 是 完全 对 称 的 ， 所 以 出 现 正面 的 概率 和 出 现 
反面 的 概率 很 可 能 并 不 完全 相等 。 不 过 不 要 紧 ， 只 要 任何 两 次 
抛 硬币 的 事件 相互 独立 ， 我 们 就 可 以 “设计 ”一 个 理想 硬币 。 
我 们 每 次 连续 抛 两 次 硬币 ， 抛 两 次 算 作 一 轮 。 如 果 两 次 都 抛 出 
正面 或 都 抛 出 反面 ， 则 这 一 轮 结果 视 为 无 效 ， 再 来 一 轮 ; 如 果 
第 一 次 是 正面 而 第 二 次 是 反面 ， 则 这 一 轮 的 结果 视 为 正面 ; 如 
果 第 一 次 是 反面 而 第 二 次 是 正面 ， 则 这 一 轮 的 结果 视 为 反面 。 
由 于 第 一 次 是 正面 而 第 二 次 是 反面 的 概率 与 第 一 次 是 反面 而 第 
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二 次 是 正面 的 概率 完全 相等 ， 所 以 这 一 轮 的 结论 相当 于 一 枚 理 
想 硬 币 。 下 文 的 讨论 全 部 基于 理想 硬币 。 


错误 的 直觉 


普通 人 关于 随机 事件 的 直觉 往往 是 错误 的 。 我 们 从 一 个 简 
单 的 例子 人 手 : 连续 抛 六 次 硬币 ， 得 到 的 结果 有 26 = 64 种 可 
能 (参阅 附录 1)， 分 别 是 : 

正 正 正 正 正 正 

正 正 正 正 正 反 

正 正 正 正 反正 

友 反 反 反 反正 

反 反 反 反 反 反 

由 于 硬币 是 理想 硬币 ， 所 以 每 一 种 结果 出 现 的 概率 完全 相 
等 。 全 部 出 现 正面 的 概率 是 1/64， 全 部 出 现 正面 或 全 部 出 现 
反面 的 概率 是 2/64 = 1/32。 现 在 我 们 想 知 道 一 个 特定 的 概率 ; 
得 到 的 正面 的 次 数 与 得 到 的 反面 的 次 数 一 样 多 的 概率 是 多 少 ? 
我 们 先 要 算出 在 全 部 64 种 可 能 结果 中 有 多 少 种 正面 恰好 出 现 
三 次 ， 这 个 数 是 Cy = 20。 所 以 我 们 的 答案 是 20/64 = 5/16。 

如 果 抛 硬币 的 次 数 不 是 六 ， 结 论 会 有 何 变化 ? 显然 ， 只 有 
抛 硬币 的 次 数 是 偶数 时 我 们 才 可 以 问 “得 到 正面 的 次 数 与 得 到 
肥 面 的 次 数 一 样 多 的 概率 ”。 假 设 抛 硬币 的 次 数 分 别 是 2，4， 
6, 8, 10, ， 等 等 ， 随 着 抛 硬币 次 数 的 增加 ， 得 到 正面 的 
次 数 与 得 到 反面 的 次 数 一 样 多 的 概率 是 否 递 增 ? 很 多 人 的 直觉 
是 “是 ”"。 类 错 特 错 ! 正确 的 答案 恰恰 相反 ， 随 着 抛 硬币 的 次 
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数 的 增加 ， 得 到 的 正面 的 次 数 与 得 到 的 反面 的 次 数 一 样 多 的 概 
率 递 减 。 

计算 方法 很 简单 。 假 设 抛 硬币 的 次 数 是 2n0， 则 全 部 的 可 
能 结果 有 22 种 ， 其 中 有 ”Cn 种 符合 条 件 ， 答 案 是 ”Cn/2"。 表 
4.1 给 出 了 最 初 的 5 个 n 对 应 的 结论 。 为 了 使 于 比较 ， 统 一 各 
个 分 数 的 分 母 ， 列 在 第 三 行 。 显 然 ， 结 论 是 递减 的 。 


表 4.1: 抛 厂 币 的 次 数 与 对 应 的 概率 值 


L2 | 3/8 | 5/16 


35/128 | 63/256 


统一 分 母后 的 结果 | 128/256 | 96/256 | 80/256 | 70/256 | 63/256 


这 组 数据 内 部 存在 数学 规律 。 第 二 个 数 与 第 一 个 数 的 比值 
是 1/2， 第 二 个 数 与 第 一 个 数 的 比值 是 3/4， 以 此 类 推 ， 从 第 
三 个 数 开 始 每 个 数 与 前 一 个 数 的 比值 分 别 是 5/6，7/8，9/10， 
等 等 。 这 个 规律 对 于 每 一 个 n 值 都 有 效 。 这 也 可 以 说 明 ， 我 们 
关心 的 概率 值 是 递减 的 。 

1730 和 年， 詹姆斯 .斯 达 灵 发 表 了 一 个 极其 精妙 的 计算 公 
式 ， 即 斯 达 灵 公式 。 这 个 公式 提供 了 -- 种 非常 有 效 的 近似 算 
法 。 假 设 我 们 抛 100 次 硬币 ， 得 到 50 个 正面 和 50 个 反面 的 概 
率 是 多 少 ? 根据 斯 达 灵 公式 ， 这 个 概率 非常 接近 于 1/w(507) ， 
约 等 于 8%。 

居然 出 现在 这 个 公式 里 ， 看 起 来 很 奇怪 ， 我 们 的 问题 好 
像 跟 圆周 率 扯 不 上 任何 关系 。 不 过 x 是 一 个 非常 活路 的 数学 常 
数 ， 很 多 场合 都 免不了 它 的 出 席 。 假 设 抛 20 次 硬币 ， 得 到 10 
个 正面 和 10 个 反面 的 概率 是 多 少 ?9 根据 斯 达 灵 公式 ， 这 个 数 
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是 接近 于 1/v(10x)， 约 等 于 0.178 4， 而 这 个 概率 的 精确 值 是 
0.176 2， 两 个 值 符合 得 非常 好 。 斯 达 灵 公式 的 .- 般 形式 是 : 

抛 2n 次 了 硬币， 得 到 于 次 正面 和 D 次 反面 的 概率 非常 接近 
于 71/V (nr )。 

当 n 的 值 较 大 时 ， 这 个 近似 公式 的 符合 程度 更 佳 ， 其 计算 
结果 总 是 比 精确 值 略 大 一 点 。 

利用 斯 达 灵 公式 可 以 很 方便 地 得 出 某 些 结论 。 比 如 ， 我 们 
可 以 知道 当 n 达到 多 大 时 ， 正 面 出 现 的 次 数 与 反面 出 现 的 次 数 
一 样 多 的 概率 。 如 果 我 们 希望 这 个 概率 值 低 于 1/100， 只 要 使 
1AYV (nr) 小 于 1/100 就 行 了 。 计 算 结 果 是 需要 抛 6 366.2 次 ， 
我 们 取 一 个 比较 “ 整 ” 的 数 ， 并 且 调 大 一 点 ，6 500 就 很 好 地 
满足 我 们 的 要 求 。 当 我 们 需要 一 个 估计 值 时 ， 取 整 是 很 好 的 办 
法 。 

如 果 我 们 希望 这 个 概率 低 于 1/1 000， 只 要 抛 65 万 次 以 上 
就 可 以 了 。 其 实 64 万 也 可 以 ， 不 过 为 了 有 把 握 ， 我 们 宁愿 取 
比较 大 的 数 。 当 抛 硬币 的 次 数 高 于 100 万 时 ， 正 面 出 现 的 次 数 
与 反面 的 次 数 相等 的 概率 已 经 非常 非常 低 了 。 但 是 ， 正 面 出 现 
的 次 数 非常 非常 接近 于 50%。 


硬币 游戏 


最 简单 的 硬币 游戏 可 能 是 这 样 : 甲 和 乙 各 出 1 英镑 ， 而 后 
某 个 人 抛 硬币 。 如 果 结 果 为 正面 ，2 英镑 归 甲 ， 如 果 结 果 为 反 
面 ，2 英镑 归 乙 。 这 个 游戏 是 公平 的 ， 但 相当 枯燥 。 怎 样 使 游 
戏 变 得 更 有 趣 呢 ? 

至 彼得 堡 游戏 是 一 个 有 趣 的 变种 ， 其 规则 如 下 ， 你 的 对 手 
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先 付 给 你 一 笔 钱 ， 然 后 你 抛 硬币 ， 直 到 抛 出 一 次 正面 为 止 。 记 
住 你 用 了 多 少 次 才 抛 出 正面 ， 这 个 次 数 决定 了 你 要 付 多 少 钱 。 
有 时 候 你 只 用 一 或 两 次 就 能 得 到 正面 ， 有 时 候 需要 很 多 次 ， 连 
抛 20 多 次 才 得 到 正面 的 情况 也 非 罕 见 。 你 用 的 次 数 越 多 ， 你 
要 付 的 钱 也 越 多 。 假 如 你 -- 次 就 殷 出 正面 ， 你 付 给 对 手 2 英 
镑 ; 假如 你 两 次 才 抛 出 正面 ， 你 付 给 对 手 4 英镑 ; 假如 你 三 次 
才气 出 正面 ， 你 付 给 对 手 8 英镑 ， 以 此 类 推 。 每 多 抛 一 次 ， 你 
的 付出 增加 一 倍 。 

问题 是 : 你 的 对 手 应 交付 给 你 多 少 钱 才 能 保证 这 个 游戏 是 
公平 的 ? 你 在 每 一 轮 中 的 支出 将 是 多 少 ? 

在 这 个 问题 里 我 们 再 次 用 到 平均 值 。 我 们 可 以 算出 你 付 给 
对 手 钱 的 平均 值 ， 为 了 保证 游戏 公平 ， 对 手 预 先 付 给 你 的 钱 应 
当 等 于 这 个 平均 值 。 你 抛 出 的 结果 应 当 是 以 下 各 种 情况 中 的 一 
种 : 正 ， 正 反 ， 正 正 反 ， 正 正 正 反 ，.……: ， 等 等 ， 各 种 情况 对 
应 的 概率 分 别 是 1/2，1/4，1/8，……: ， 等 等 。 表 4.2 列 出 了 
几 种 付款 额 对 应 的 概率 。 当 奖金 额 倍增 时 ， 对 应 的 概率 减 半 。 

现在 我 们 来 计算 你 的 支出 的 平均 值 。 根 据 附录 3 介绍 的 方 
法 ， 我 们 把 表 4.2 中 的 各 列 中 的 两 个 数 相 乘 ， 然 后 把 所 有 的 乘 
积 加 在 一 起 ， 这 个 数 应 该 是 1+1+1I+LI+L+IT+:…… 。 等 一 
等 ! 你 发 现 邵 里 不 对 劲 了 吗 ? 这 个 数 是 无 穷 大 ! 这 意味 着 ， 你 
的 对 手 应 当 预 先 支付 给 你 无 穷 多 的 钱 ， 因 为 根据 期 望 值 ， 你 将 
付 给 对 手 的 钱 是 无 穷 多 的 。 


表 4.2: 圣彼得堡 游戏 中 付款 额 与 相应 的 概率 


对 应 的 概率 | 1/2 
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这 个 结论 相当 可 疑 ， 但 是 我 们 的 计算 没有 下 粮 ， 结 论 确 实 
是 这 样 。 可 是 ， 即 使 你 像 比 尔 , 盖 茨 一 样 富有 ， 你 也 拿 不 出 一 
笔 无 穷 大 的 款项 呀 ! 其 实 当 钱 的 数额 超过 $ 000 亿 英 镑 时 ， 这 
个 数额 本 身 就 没有 意义 了 。 所 以 ， 我 们 必须 为 你 支出 的 款项 设 
一 个 封顶 值 ， 当 钱 款 的 数额 超过 封顶 值 时 ， 就 取 封 顶 值 。 

例如 ， 我 们 约定 64 英镑 为 封顶 值 。 就 是 说 ， 如 果 你 连续 
抛 出 $ 个 反面 ， 你 就 不 必 继 续 抛 了 ， 你 的 付出 额 固定 为 人 4 英 
镑 。 表 4.2 给 出 了 你 在 五 次 以 内 抛 出 正面 的 各 种 情况 。 你 连续 
五 次 都 抛 出 反面 的 概率 是 1/32， 此 时 你 的 支出 是 64 英镑 ， 这 
两 个 数 的 乘积 是 2。 所 以 ， 你 的 支出 的 平均 值 为 1+1+1+1+ 
1+2=7 英 镑 。 结 论 : 你 的 对 手 应 当 预 先 付 7 英镑 。 

假设 你 们 在 这 个 约定 下 进行 游戏 ， 玩 很 多 轮 。 如 果 你 在 两 
次 以 内 抛 出 正面 的 频率 高 于 四 分 之 三 ， 你 就 赚 了 ; 反之 ， 你 就 
赔 了 。 就 平均 值 而 言 ， 损 失 和 收益 相 平 衡 ， 但 是 在 实战 中 ， 盈 
亏 值 会 有 剧烈 的 变化 。 

你 的 对 手 自己 也 要 计算 -- 下 自己 应 当 预 先 支付 多 少 钱 才能 
保证 游戏 公平 。 他 的 数学 知识 可 能 不 如 你 好 ， 所 以 他 需要 你 的 
帮助 。 如 果 你 不 像 我 这 样 心 兹 手软， 你 完全 可 以 这 样 “ 指 导 ” 
他 : 在 每 一 轮 游戏 中 他 的 收益 可 能 是 2 英镑 、4 英镑 、8 英镑 、 
16 英镑 、32 英镑 及 64 英镑 中 的 一 种 ， 所 以 他 的 收益 的 平均 值 
是 (2+4+8+16+32+64) /6=21 英镑 。 这 样 ， 如 果 他 预先 
支付 21 英镑 ， 则 游戏 是 公平 的 。 你 可 以 表现 得 司 候 一 些 (也 
是 为 了 增加 游戏 对 他 的 吸引 力 ) ， 只 要 求 他 支付 15 英镑 。 在 这 
个 游戏 中 ， 你 有 可 能 输 吗 ? 你 在 利用 对 手 的 无 知 ， 不 过 ， 对 待 
“ 凯 子 ”何必 心 慈 手软 ? 

我 们 先 把 这 个 陷阱 放 在 一 边 ， 再 研究 一 下 圣彼得堡 游戏 。 
最 初 的 问题 是 对 手 需要 预先 支付 的 钱 是 无 穷 大 。 如 果 我 们 不 约 
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定 封 顶 值 ， 问 题 同样 可 以 解决 。 例 如 ,我们 调整 一 下 你 在 各 个 
情况 下 付 给 对 手 的 钱 数 ， 假 如 你 只 用 一 次 就 抛 出 正面 ， 则 付出 
2 英镑 ; 假如 你 用 两 次 抛 出 正面 ， 则 付出 4 英镑 ; 假如 你 用 3 
次 抛 出 正面 ， 则 付出 6 英镑 。 以 此 类 推 ， 每 多 用 一 次 ， 则 多 付 
2 英镑 。 此 时 ， 你 的 支出 的 平均 值 不 再 是 无 穷 大 ， 而 是 一 个 确 
定 的 值 : 4 英镑 。 也 就 是 说 ， 你 的 对 手 预 先 支 付 4 英镑 即 可 保 
证 游戏 公平 。 在 这 个 规则 下 ， 你 支出 的 钱 数 是 没有 上 限 的 ， 你 
有 可 能 支出 一 笔 天 文 数字 的 巨 款 一 一 但 仅仅 是 有 可 能 ， 这 种 事 
情 发 生 的 概率 是 非常 非常 低 的 。 事 实 上 ， 你 的 支出 超过 64 英 
镑 的 概率 就 已 经 小 得 可 以 忽略 不 计 了 。 如 果 你 是 一 个 极端 谨慎 
的 人 ， 你 们 可 以 约定 ， 你 的 支出 以 16 英镑 为 封顶 值 。 此 时 ， 
为 了 保证 游戏 公平 ， 你 的 对 手 预 先 支付 的 钱 也 应 当 调整 ，3.98 
英镑 是 最 公平 的 。 


潘 尼 游戏 


潘 尼 游 戏 根据 其 发 明 者 的 名 字 命名 。1969 年 W' 潘 尼 发 明 
了 这 种 游戏 。 对 于 粗心 大 意 的 人 来 说 ， 这 种 游戏 是 一 个 可 怕 的 
陷阱 。 它 的 特点 是 看 起 来 对 某 一 个 人 有 利 ， 实 际 上 却 对 另 一 个 
人 有 有利。 如 果 你 能 找到 -- 个 人 陪 你 玩 潘 尼 游 戏 ， 你 很 容易 利用 
对 手 的 无 知 狠 狠 地 赚 一 笔 钱 。 

把 一 枚 理想 硬币 ( 即 正面 和 反面 出 现 的 概率 完全 相等 的 硬 
币 ) 抛 30 次 ， 可 能 得 到 如 下 结果 (为 便于 阅读 ， 书 写 时 五 个 
一 组 ): 


正 反 正 反 反 上 反正 反 反 反 上 反 反 正 正 反 反正 反 


on 
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皮 反 正 反 正 反 正 正 正 正 反 反 


潘 尼 游戏 依赖 于 连续 的 二 个 结果 的 组 合 。 第 一 个 组 合 是 正 
有 反正， 第 二 个 组 合 是 反正 反 (第 2、3、4 次 抛 出 的 结果 )， 第 
三 个 组 合 是正 反 反 ， 第 四 个 组 合 是 反 反 反 ， 等 等 。 一 共有 八 种 
可 能 的 组 合 : 


正 正 正 正 正 反 正 反 正 反正 正 正 反 反 反 
正 反 反 反 正 反 反 反 


游戏 的 规则 是 你 的 对 手 先 在 八 种 组 合 中 选 一 种 作为 “他 
全 全 全 在 各 到 各 组 全 中 选 “种 作为 你 的 ”组 一 

。 双 方 选 定 以 后 ， 你 们 中 的 一 个 人 《或 者 第 三 者 ) 连续 抛 硬 
而 ， 直到 他 的 组 合 或 你 的 组 合 出 现时 为 止 。 如 果 他 的 组 合 先 出 

现 ， 则 他 获胜 ; 如 果 你 的 组 合 先 出 现 ， 则 你 获胜 。 

这 个 游戏 似乎 对 你 的 对 手 有 利 ， 因 为 他 可 以 选择 任何 一 种 
组 合 ， 而 你 只 能 在 他 选 剩 的 组 合 中 选择 。 如 果 某 种 组 合 的 出 现 
的 频率 较 高 ， 他 有 优先 选择 的 权利 。 无 论 赌注 是 多 少 ， 你 好 像 
都 占 不 到 便宜 。 就 像 在 象棋 中 先 手 走 总 是 有 利 可 图 ，“ 先 下 手 
为 强 ” 的 原则 似乎 在 很 多 游戏 中 有 效 。 可 是 你 知道 吗 ?” 如 果 你 
的 对 手 真 的 这 样 想 ， 他 可 就 上 当 了 ! 

事实 是 ,无 论 你 的 对 手 选择 哪 一 个 组 合 ， 你 都 可 以 针对 他 
的 选择 做 出 你 的 选择 ， 从 而 使 你 的 选择 比 他 的 选择 先 出 现 的 要 
率 至 少 多 达 2/31 看 起 来 难以 置信 ， 是 不 是 ? 八 种 组 合 出 现 的 
频率 应 当 是 一 样 的 ， 为 什么 某 一 个 组 合 比 另 一 个 组 合 先 出 现 的 
概率 较 高 呢 ? 其 次 ， 即 使 确实 有 某 一 个 组 合 比 另 -一 个 组 合 先 出 
” 现 的 概率 较 高 ， 你 的 对 手 有 优先 选择 的 权利 ， 他 还 是 会 先 选 择 
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这 个 有 利 的 组 合 吗 ”? 

我 们 从 简单 的 例子 开始 分 析 。 假 设 对 手 选 择 “ 正 正 正 ”， 
你 要 小 心 ，~- 定 要 选择 “反正 正 ”。 我 可 以 肯定 地 告诉 你 ,，“ 反 
正 正 ” 比 “ 正 正 正 ” 先 出 现 的 概率 是 7/8。 证 明 如 下 : 

如 果 前 三 次 就 抛 出 了 “ 正 正 正 ”， 则 你 的 对 手 获 胜 。 这 种 
情况 发 生 的 概率 是 1/8。 下 面 我 们 集中 讨论 剩 下 的 7/8。 如 果 
前 三 次 抛 出 的 结果 不 是 “ 正 正 正 ”， 你 的 对 手 有 可 能 获胜 吗 ? 
不 妨 假设 他 获胜 ， 即 “ 正 正 正 ”在 某 一 阶段 出 现 。 那 么 “ 正 正 
正 ” 的 第 一 次 出 现 是 在 什么 时 候 呢 ? 就 算是 在 第 25、26、27 
轮 出 现 吧 。 由 于 这 是 “ 正 正 正 ” 的 第 一 次 出 现 ， 所 以 第 24 轮 
一 定 不 是 “ 正 ”， 否 则 第 24、25、26 轮 就 是 “ 正 正 正 ”的 第 一 
次 出 现 ， 与 第 243、26、27 轮 是 “ 正 正 正 ” 的 第 一 次 出 现 矛 盾 。 
所 以 第 24 轮 一 定 是 “ 反 ”， 即 第 24、25、26 轮 一 定 是 “反正 
正 "! 这 说 明 “ 反 正 正 ”一 定 先 于 “ 正 正 正 ” 出 现 ! 这 与 你 的 
对 手 获胜 的 假设 了 矛盾。 结论 是 : 除非 头 三 次 就 抛 出 “ 正 正 正 ”， 
你 的 对 手 必 败 无 疑 。 他 取胜 的 机 会 是 1/8， 另 外 7/8 的 机 会 完 
全 属于 你 。 

对 于 你 的 对 手 选择 其 它 组 合 的 情况 ， 我 们 不 再 专门 讨论 。 
细致 的 分 析 要 费 一 点 心思 ,但 是 基本 原则 都 是 一 样 的 。 表 4.3 
列 出 了 你 需要 的 全 部 信息 。 从 表 中 可 见 ， 无 论 你 的 对 手 选择 八 
个 组 合 中 的 哪 一 个 ， 他 都 在 你 的 掌握 之 中 ， 你 至 少 有 273 的 机 
会 击败 他 。 


表 4.3: 潘 尼 游戏 中 的 最 佳 策略 与 获胜 概率 


对 手 的 选择 ”| 你 相应 的 最 佳 选 择 | ”你 获胜 的 概率 


7/8 


55 


78 机 会 的 数学 原理 


对 手 的 选择 


惟一 需要 注意 的 是 千 万 别 让 你 的 对 手 看 到 表 4.3。 如 果 你 
在 游戏 过 程 中 拿 出 这 张 表 来 选择 策略 ， 那 无 异 于 自 断 财源 。 我 
来 告诉 你 如 何 记 住 这 张 表 的 规律 : 你 的 选择 的 最 后 两 项 就 是 对 
手 的 选择 的 前 两 项 ， 而 你 的 选择 的 第 一 项 与 第 三 项 相反 。 如 
此 ， 你 就 可 以 保证 2/3 以 上 的 胜率 。 

在 赔 率 相 等 的 情况 下 ， 你 的 战果 应 当 相 当 辉 煌 。 为 了 增加 
游戏 对 他 的 吸引 力 ， 你 可 以 提供 优惠 的 赔 率 ， 比 如 说 ， 你 每 赢 
一 局 他 付 给 你 4 英镑， 而 他 每 赢 一 局 你 付 给 他 5 英镑 。 由 于 你 
获胜 的 次 数 至 少 是 他 的 两 倍 ， 他 还 是 在 你 的 算计 之 中 。 为 了 确 
保 获胜 ， 应 使 游戏 进行 的 次 数 尽 量 多 。 如 果 只 玩 五 六 次 ， 说 不 
定 你 还 会 输 呢 ! 

表 4.3 的 第 二 列 构成 一 个 循环 :“ 反 正 正 ” 优 于 “ 正 正 反 ?” 
《3/4),“ 正 正 反 ” 优 于 “ 正 反 反 ”(2/3),“ 正 反 反 ” 优 于 “ 反 
反正 ”(3/4),“ 反 反正 ” 优 于 “反正 正 ”(2/3)。 如 图 4.1。 

每 一 个 组 合 优 于 下 一 个 组 合 ， 所 以 ， 不 存在 绝对 的 最 佳 组 
合 。 但是， 相对 于 你 的 对 手 的 选择 ， 你 总 能 找到 一 个 最 佳 组 
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图 4~ 1+: 潘 尼 游 戏 中 各 种 获胜 组 合 的 关系 


2/3 EE 3/4 


3/4 2/3 


潘 尼 游戏 可 以 有 多 种 变化 。 我 们 可 以 调整 一 个 组 合 中 包含 
的 抛 硬币 的 结果 个 数 ， 把 3 变 成 其 他 数 ， 游 戏 也 是 可 行 的 。 然 
而 ，3 是 最 佳 选 择 。 当 我 们 的 选择 大 于 3 时 ， 在 每 一 轮 中 为 了 
分 出 胜 负 我 们 通常 要 抛 好 多 次 硬币 ; 当 我 们 的 选择 是 2 时 ， 又 
会 出 现 不 利 的 情况 : 你 的 获胜 策略 将 失效 。 当 我 们 选择 2 时 ， 
如 果 你 的 对 手 选择 组 合 “ 正 正 *， 我 们 有 把 握 打 败 他 ， 因 为 我 
们 可 以 选择 “反正 ”， 我 们 取胜 的 概率 是 3/4; 可 是 如 果 你 的 
对 手 选择 “反正 ”， 无 论 你 选择 什么 组 合 都 不 会 比 对 手 更 有 利 。 
即使 你 选择 “ 反 反 ”或 “ 正 反 ”"， 你 也 只 能 保证 获胜 的 概率 与 
对 手相 等 。 当 我 们 约定 一 个 组 合 中 包含 的 抛 硬币 的 结果 个 数 大 
于 3 时 ， 获 胜 策略 总 是 存在 的 ， 后 选择 的 一 方 有 机 可 乘 。 然 
而 ， 每 一 轮 游戏 可 能 占用 很 长 时 间 。 

在 潘 尼 游戏 中 ， 平 均 每 一 轮 要 抛 多 少 次 硬币 才能 分 出 胜 
负 ? 表 4.3 没 有 提供 这 方面 的 信息 。 你 认为 这 种 分 析 是 否 合 
理 :“ 一 共有 八 种 可 能 的 组 合 ， 因 此 每 种 组 合 出 现 的 概率 是 八 
分 之 一 。 根 据 附 录 3 中 的 计算 原则 ， 如 果 某 个 事件 发 生 的 概率 
是 p， 则 出 现 一 次 此 事件 所 需 的 平均 次 数 是 1/p。 所 以 ， 每 一 5 
轮 平均 需要 抛 八 次 硬币 。” 如 果 每 一 种 组 合 在 游戏 中 的 出 现 是 
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相互 独立 的 ， 以 上 分 析 有 效 。 然 而 事实 是 ， 这 八 种 组 合 是 相互 
影响 的 ， 正 确 的 计算 方法 要 复杂 得 多 。 如 果 你 多 做 一 些 实验 ， 
你 就 会 发 现 .“ 正 正 正 ”和 “ 反 反 反 ” 出 现 的 频率 明显 偏 低 。 

对 应 于 表 4.3 第 一 列 中 每 -一 个 组 合 ， 其 所 需 的 抛 硬币 的 次 
数 分 别 是 14、8、10、8、8、10、8、14。 第 -项 (“ 正 正 正 ”) 
和 最 后 -项 〈(“ 反 反 反 ") 的 平均 频率 比 某 些 组 合 低 将 近 一 倍 。 
另外 ， 前 后 对 称 的 组 合 如 “ 正 反正 ”和 “反正 反 ” 出 现 的 频率 
也 比较 低 。 严 格 证 明 这 件 事 要 费 一 点 心思 。 如 果 你 想 证 明 自 己 
的 数学 才能 ， 我 建议 你 从 一 个 类 似 的 但 简单 一 些 的 问题 人 手 : 
如 果 每 个 组 合 的 长 度 不 是 三 而 是 二 ， 各 个 组 合 〈(“ 正 正 ”“ 正 
有 反 ”、“ 反 正 ”"、“ 反 反 ") 对 应 的 频率 分 别 是 多 少 ? 答 案 是 : 对 
于 “ 正 反 ” 和 “反正 "”， 平 均 每 抛 四 次 硬币 出 现 一 次 ; 而 对 于 
“ 正 正 ”和 “ 反 反 ”， 平 均 每 抛 六 次 硬币 出 现 -- 次 。 下 面 是 对 于 
组 合 “ 正 正 ” 的 分 析 ， 没 有 兴趣 了 解 细节 的 读者 可 以 略 过 这 一 
段 。 如 果 你 能 赁 自己 的 才智 解决 这 个 问题 ， 我 将 更 加 欣慰 。 

你 是 否 觉得 这 个 答案 出 平 意料 ? 当 我 最 初 见 到 以 上 结论 
时 ,我 感到 难以 接受 。 它 们 与 我 的 直觉 矛盾 ， 但 是 符合 逻辑 。 
请 注意 : 在 涉及 到 概率 时 ， 我 们 的 直 党 通常 是 错误 的 。“ 为 了 
得 到 “ 正 正 正 ', 平均 需要 擅 14 次 硬币 ”， 我 们 应 当 如 何 理解 
这 个 频率 呢 ? 

你 是 否 经 历 过 这 种 事情 ， 当 你 等 公共 汽车 时 ， 半 小 时 里 一 
辆 公共 汽车 也 没 来 ， 可 是 随后 ， 接 连 来 了 三 辆 公共 汽车 ! 这 就 
是 著名 的 11 路 公共 汽车 问题 。 潘 尼 游 戏 中 的 情况 与 此 类 似 。 
我 们 回 到 最 初 的 例子 : 连续 抛 30 次 硬币 ， 结 果 分 别 是 ， 


正 反 正 反 反 反正 反 反 反 反 反 正 正 反 反正 反 
反 反 正 反正 反正 正 正 正 反 反 。 
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“ 正 正 正 ” 第 一 次 出 现在 25、26、27 的 位 置 上 。 一 且 “ 正 
正 正 ”出 现 过 一 次 ， 它 再 次 出 现 的 概率 立刻 上 升 到 50%， 因 
为 第 28 次 抛 硬 币 出 现 “ 正 ”的 概率 是 1/2， 而 只 要 第 28 次 抛 
硬币 出 现 “ 正 ”, 在 26、27、28 的 位 置 上 即 出 现 “ 正 正 正 ”。 
进一步 说 ， 由 于 第 29 次 抛 硬币 出 现 “ 正 ”的 概率 是 1/2， 所 以 
一 旦 在 26、27、28 的 位 置 上 出 现 “ 正 正 正 ”， 则 在 27、28、29 
的 位 置 上 出 现 “ 正 正 正 ”的 概率 立刻 达到 50%。 这 与 等 公共 
汽车 的 例子 别 无 二 致 一 一 “ 正 正 正 ”倾向 于 “要 来 一 块 来 ”。 


证 明 ; 平均 每 抛 六 次 硬币 ， 将 出 现 一 次 “ 正 正 ”的 组 合 。 


假设 平均 每 抛 X 次 硬币 ,将 出 现 一 次 “ 正 正 ” 的 组 合 。X 是 一 
个 大 于 1 的 数 ， 我 们 暂且 不 知道 X 等 于 几 ， 但 是 它 是 一 个 确定 的 值 。 

在 我 们 抛 了 若干 次 硬币 之 后 ， 可 能 出 现 四 种 情况 : 情况 一 ， 最 
初 的 两 次 结果 是 “ 正 正 ”; 情况 二 : 最 初 的 两 次 结果 是 “ 正 反 ”;， 情 
况 三 : 第 一 次 的 结果 是 “ 反 ”。 情 况 一 和 情况 二 对 应 的 概率 都 是 1/4， 
情况 三 对 应 的 概率 是 1/2。 

对 于 情况 一 面 言 ， 为 了 得 到 “ 正 正 ”， 只 需 抛 两 次 硬币 ， 

对 于 情况 二 而 言 ， 为 了 得 到 “ 正 正 ”， 需 要 抛 2+X 次 硬币 ， 因 
为 头 两 次 已 经 浪费 了 ; 

对 于 情况 宇 而 言 ， 为 了 得 到 “ 正 正 ”， 沉 要 抛 1+ 义 次 硬币 ， 因 
为 第 一 次 已 经 浪费 了 。 

综 上 所 述 ,X=2x (1/4) + (2+X) x (1/4) + (1+X) x 
(1/2)。 

解 方 程 ， 得 
X=6 
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假如 我 们 连续 抛 许多 许多 次 硬币 ， 平 均 每 抛 多 少 次 会 出 现 
一 次 “ 正 正 正 ”? 答案 小 于 14。 需 要 注意 ， 我 们 的 问题 已 经 变 
了 。 我 们 最 初 的 问题 是 : 第 一 个 “ 正 正 正 ”的 出 现 平均 需要 抛 
多 少 次 硬币 ? 它 的 答案 是 14。 

有 了 四 个 组 合 〈“ 正 正 反 ”、“ 反 正 正 “"、“ 正 反 反 ”和 “ 反 反 
正 ) 的 第 一 次 出 现 平 均 需 要 抛 8 次 硬币 。 这 四 个 组 合 的 共同 
特点 是 不 对 称 性 ， 即 第 一 个 位 置 的 值 与 最 后 一 个 位 置 不 同 。 这 
使 得 它们 具备 一 个 性 质 : 第 一 次 出 现 并 不 使 下 一 次 出 现 的 概率 
上 升 。 以 “ 正 正 反 ” 为 例 ， 这 个 组 合 的 最 后 一 位 “ 反 ” 不 能 成 
为 下 一 个 “ 正 正 反 ”的 第 一 位 。 所 以 ,每 一 个 “ 正 正 反 ”的 出 
现 是 相互 独立 的 。 另 外 两 个 组 合 (“ 正 反正 ”和 “反正 反 ”) 的 
第 一 次 出 现 平均 需要 扫 10 次 硬币 。 这 两 个 组 合 的 共同 特点 是 
对 称 性 ， 即 第 一 个 位 置 的 值 与 最 后 一 个 位 置 相 同 。 这 使 得 它们 
具备 一 个 性 质 : 第 一 次 出 现 使 下 一 次 出 现 的 概率 上 升 。 以 “ 正 
反正 ”为 例 ， 这 个 组 合 的 最 后 一 位 “ 正 ” 可 以 成 为 下 一 个 “ 正 
反正 ”的 第 一 位 。 所 以 ， 在 一 个 “ 正 反正 ”出 现 以 后 ， 只 要 接 
着 出 现 一 个 “ 反 ” 和 一 个 “ 正 ”， 就 能 得 到 下 一 个 “ 正 反正 ”。 
正 反 正 ” 和 “反正 反 ” 也 倾向 于 “要 来 一 块 来 "。 至 于 “ 正 正 
正 ”和 “ 反 反 反 "， 情 况 更 明显 。 以 “ 正 正 正 ”为 例 ， 这 个 组 
合 的 最 后 两 位 可 以 作为 下 一 个 “ 正 正 正 ”的 最 初 两 位 。 所 以 ， 
在 一 个 “ 正 正 正 ” 出 现 以 后 ， 只 要 接着 出 现 一 个 “ 正 ”， 就 能 
得 到 下 一 个 “ 正 正 正 ”"。 你 是 否 发 现 了 一 个 很 有 趣 的 规律 : 一 

58 个 组 合 越 是 倾向 于 “要 来 一 块 来 "， 它 的 第 一 次 出 现 就 越 困 难 。 
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正面 和 反面 : 哪个 出 现 的 次 数 多 ? 


我 们 回 到 最 初 讨论 的 问题 ， 连 续 抛 许 多 次 硬币 ， 计 算出 现 
正面 的 总 次 数 和 出 现 反面 的 总 次 数 。 在 任何 阶段 ， 要 入 正面 出 
现 的 次 数 较 多 ， 要 么 反面 出 现 的 次 数 较 多 ， 要 么 正面 和 反面 出 
现 的 次 数 一 样 多 。 第 三 种 情况 只 有 在 总 次 数 为 偶数 时 才能 出 
现 。 平 均 抛 多 少 次 会 出 现 一 次 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 
情况 ? 正面 出 更 的 次 数 较 多 和 反面 出 现 的 次 数 较 多 这 两 种 情况 
之 间 相 互 转化 的 频率 如 何 ” 什么 时 候 会 出 现 最 后 一 次 正面 和 反 
面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 ”如 果 我 们 仔细 地 研究 这 些 问 题 ， 
我 们 会 发 现 ， 正 确 的 答案 与 常识 相去 甚 远 。 

以 这 些 问 题 为 基础 可 以 设计 出 许多 赌博 游戏 。 你 可 以 为 各 
种 可 能 的 结果 设计 赔 率 ， 然 后 下 注 开 赌 。 不 过 在 开始 之 前 ,最 
好 对 各 种 概率 有 清醒 的 认识 ， 否 则 你 很 可 能 把 自己 设计 了 。 即 
使 你 不 关心 如 何 用 这 方面 的 知识 赚钱 ， 这 种 问题 带 来 的 纯 理智 
上 的 享受 也 是 很 可 观 的 。 

你 要 准备 好 吃惊 。 一 个 了 不 起 的 概率 论 专 家 一 一 威廉 : 费 
勒 一 一 就 曾 被 自己 的 结论 震惊 。 威 廉 . 费 勒 的 概率 论著 作 启 发 
了 整整 一 代 人 。 他 的 概率 论 专 著 的 第 一 版 出 版 于 1950 年 ， 其 
目的 就 是 让 不 熟悉 数学 的 人 了 解 概 率 。1957 年 第 二 版 出 版 ， 
主要 的 变化 就 是 专门 增加 一 章 讨论 抛 硬币 的 问题 。 他 在 《 序 
言 》 中 说 的 一 段 话 耐人寻味 : “关于 抛 硬币 的 计算 经 常 表明 ， 
那些 被 大 众 普遍 接受 的 结论 往往 是 错误 的 。 这 些 结论 与 通常 的 
直 党 如 此 之 不 同 ， 以 至 于 许多 训练 有 素 的 专家 都 怀疑 其 正确 
性 。 再 过 十 年 ， 他 又 出 版 了 第 三 版 ， 主 要 变化 仍然 在 讨论 抛 
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刹 币 的 那 一 章 。 第 二 版 的 结论 没什么 错误 ,但 是 第 三 版 增加 了 
一 些 精妙 的 方法 来 揭穿 某 些 复杂 的 陷阱 。 

数学 基础 好 的 读者 可 以 直接 阅读 费 勒 的 著作 。 以 下 我 将 路 
过 严格 的 证 明 ， 直 接 给 出 问题 的 答案 。 你 也 可 以 用 实验 来 检验 
给 出 的 结论 。 我 们 还 是 从 简单 的 例子 开始 : 首先 分 析 抛 12 次 
硬币 出 现 的 情况 。 一 方面 ，12 这 个 数 不 太 大 ， 这 使 得 计算 不 
会 太 复杂 ; 另 一 方面 ，12 这 个 数 也 不 太 小 ， 这 使 得 概率 的 原 
划 已 经 可 以 生效 。 


抛 多 少 次 硬币 出 现 首次 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 
样 多 的 情况 ? 


如 果 你 不 断 地 抛 硬 币 ， 将 会 发 生 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 
样 多 的 情况 。 当 然 ， 你 所 用 的 次 数 可 能 高 于 12。 表 4.4 给 出 了 
对 应 于 抛 2、4、6、8、10、12 次 硬币 ， 首 次 出 现 正面 和 反面 
出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 的 概率 (这 种 情况 的 首次 出 现 称 为 
“最 初 平衡 点 ”)。 为 了 使 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 ， 你 所 
需要 的 次 数 可 能 高 于 12， 这 个 事件 的 概率 是 231/1 024， 约 等 
于 23%。 请 注意 ; 表 4.1 与 表 4.4 不 同 。 表 4.1 给 出 的 是 “ 正 
面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 ”的 概率 ， 表 4.4 给 出 的 是 “首次 
出 现 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 ”的 概率 。 


表 4.4: 出 现 首次 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 的 概率 
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如 果 你 要 求 正 面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 是 首次 出 
现 ， 你 需要 尝试 许多 次 才能 遇 到 一 次 ; 相反 ， 如 果 你 只 要 求 正 
面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 ， 而 不 在 乎 以 前 是 否 已 经 出 现 过 ， 
则 你 需要 的 次 数 就 少 得 多 。 关 键 在 于 ， 如 果 你 抛 N 次 硬币 以 
后 遇 到 了 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 ， 那 么 你 再 抛 两 
次 硬币 ,正面 和 反面 出 现 的 次 数 依然 一 样 多 的 概率 明显 上 升 
一 一 概率 是 二 分 之 一 。 有 点 像 我 们 刚刚 讨论 过 的 等 公共 汽车 的 
情况 ， 我 们 期 待 的 事情 倾向 于 “要 来 一 块 来 "。 不 同 之 处 在 于 ， 
随 着 N 的 增加 ， 正 面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 概率 递减 ， 
而 且 趋 近 于 无 穷 小 一 一 无 论 我 们 是 否 朗 求 “ 首 次 出 现 ”。 这 意 
味 着 ， 当 N 足够 大 时 ， 我 们 期 待 的 事情 可 能 永 不 发 生 。 


频率 倒转 


首先 我 们 定义 和 何谓 “频率 倒转 ”。 

连续 抛 硬币 ， 如 果 某 一 阶段 符合 以 下 条 件 ， 

(1) 在 某 一 次 抛 硬 币 (第 N 次 ) 之 后 , 正面 和 反面 出 现 
的 次 数 一 样 多 ; 

(2) 上 一 次 抛 硬币 (第 N-1 次 ) 之 后 ， 正 面 或 反面 中 的 
某 一 个 出 现 的 次 数 较 多 ， 而 下 一 次 抛 硬币 (第 N+1 次 ) 之 
后 ， 另 一 个 出 现 的 次 数 较 多 。 

这 种 情况 称 为 频率 倒转 。 

由 于 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 必须 出 现在 抛 侦 
数 次 硬币 之 后 ， 所 以 频率 倒转 的 情况 必须 发 生 在 抛 奇数 次 硬币 
之 后 。 为 避免 混乱 ， 我 们 约定 : 在 第 N+ 1 次 抛 硬币 之 后 才 认 
为 频率 倒转 已 经 发 生 。 
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在 继续 阅读 之 前 ， 请 你 先 考虑 两 个 问题 ， 看 看 你 的 答案 是 
否 与 我 相同 。 

问题 一 : 连续 抛 101 次 硬币 ， 你 认为 会 出 现 多 少 次 频率 倒 
转 ? 你 可 以 在 三 个 候选 答案 中 选择 一 个 : 


a. 不 超过 四 次 ; 
b. 五 至 九 次 ; 
c, 不 低 于 十 次 。 


问题 二 :连续 描 20 001 次 硬币 ， 你 认为 会 出 现 多 少 次 频 
率 倒转 ? 

问题 二 的 答案 是 56。 

连续 抛 N 次 硬币 ， 用 x 表示 发 生 的 频率 倒转 的 次 数 。x 可 
以 是 0，1，2，3，……- 。 对 应 于 每 一 个 x 的 可 能 值 ， 相 应 的 概 
率 是 多 少 ? 我 可 以 肯定 地 告诉 你 : x =0 的 概率 高 于 x=1 的 概 
率 ; x=1 的 概率 高 于 x=2 的 概率 ; x=2 的 概率 高 于 x=3 的 概 
率 ……。 随 着 x 的 取 值 的 增加 ， 相 应 的 概率 递减 。 你 可 以 观察 
篮球 赛 中 的 情况 : 在 一 场 比赛 中 会 出 现 多 少 次 比分 交替 领先 的 
情况 ? 出 现 0 次 的 概率 最 大 ， 出 现 1 次 的 概率 次 之 ， 出 现 2 次 
的 概率 再 次 之 ， 等 等 。 随 着 次 数 的 增加 ， 概 率 递 减 。 

以 上 结论 都 是 根据 一 个 著名 的 公式 计算 而 来 的 。 非 常 遗 
憾 ， 这 个 公式 的 推导 过 于 专业 化 ， 我 不 能 在 这 本 书 中 介绍 。 如 
果 你 不 满足 于 简单 地 接受 我 的 结论 ， 你 可 以 参考 费 勒 的 专著 。 
如 果 你 对 自己 的 数学 才能 有 足够 的 自信 ， 你 也 可 以 尝试 独立 地 
证 明 它 。 这 个 公式 说 明 : 频率 倒转 的 次 数 与 正面 出 现 的 总 次 数 
有 关 。 这 个 结论 看 起 来 非常 奇怪 ， 因 为 频率 倒转 依赖 于 具体 的 
过 程 ， 而 正面 出 现 的 总 次 数 依 赖 于 对 整体 的 统计 。 公 式 的 严格 
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家 述 如 下 : 


频率 倒转 的 次 数 为 x 的 概率 是 正面 出 现 的 次 数 比 
反面 出 现 的 次 数 多 2x+1 的 概率 的 2 倍 。 


对 于 抛 101 次 硬币 的 例子 而 言 ，x= 0 ( 即 频率 倒转 没有 发 
生 ) 的 概率 等 于 正面 出 现 的 次 数 比 反面 出 现 的 次 数 多 1 次 的 概 
率 的 2 倍 。 (也 就 是 说 ， 出 现 $1 次 正面 和 50 次 反面 。) x=1 
( 即 频率 倒转 发 生 1 次 ) 的 概率 等 于 正面 出 现 的 次 数 比 反面 出 
现 的 次 数 多 3 次 的 概率 的 2 倍 。( 也 就 是 说 ， 出 现 $2 次 正面 和 
49 次 反面 。) 类 似 地 ， 出 现 2 次 频率 倒转 的 概率 等 于 出 现 53 次 
正面 和 48 次 反面 的 概率 的 2 倍 ， 以 此 类 推 。 显 然 ， 频 率 倒 转 
没有 发 生 的 概率 最 大 。 表 4.5 给 出 了 最 初 的 几 个 概率 值 。 注 
意 ; 以 上 分 析 不 仅 对 抛 101 次 硬币 的 例子 有 效 ， 其 方法 是 通用 
的 。 


甫 4.5: 抛 101 次 硬币 ， 频 率 倒转 的 次 数 对 应 的 概率 
频率 倒转 的 次 数 
对 应 的 概率 


频率 倒转 的 次 数 
对 应 的 概率 


下 面 我 们 看 看 问题 一 的 答案 。 频 率 倒转 不 超过 四 次 的 概率 
是 68%， 频 率 倒转 五 至 九 次 的 概率 是 27% ， 频 率 倒转 不 低 于 
十 次 的 概率 仅仅 在 4% 到 5% 之 间 。 事 实 上 ， 频 率 倒转 不 超过 1 
次 的 概率 有 31% 之 高 ! 如 果 你 没有 猜 对 答案 ， 不必 伤心 ， 我 
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也 没 猜 对 。 大 多 数 人 都 把 频率 倒转 的 次 数 远 远 地 高 舍 了 。 如 果 
你 能 找到 一 个 人 ， 和 他 赌 频 率 倒转 的 次 数 不 超 过 四 次 ， 平均 每 
三 轮 中 你 可 以 赢 两 轮 。 (当然 ， 条件 是 你 的 对 手 没 读 过 这 本 
书 1) 

为 了 利用 频率 倒转 的 知识 赢 钱 ， 你 应 该 学 会 选择 多 大 的 频 
率 倒转 次 数 下 注 。 抛 N 次 硬币 ， 可 以 确定 一 个 值 x， 你 赌 频率 
倒转 的 次 数 不 超 过 x， 而 对 手 赌 频率 倒转 的 次 数 超过 x， 则 双 
方 的 胜率 大 致 相同 ， 这 个 x 的 值 即 为 “ 收 支 平衡 点 "。 如 果 你 
选择 一 个 比 收 支 平 衡 点 大 的 值 A4， 赌 频率 倒转 的 次 数 不 超 过 
A， 游 戏 就 是 对 你 有 利 的 。 收 支 平 衡 点 可 以 这 样 估计 ， 对 于 抛 
N 次 硬币 的 情况 ， 首 先 算出 N 的 平方 根 ， 而 后 除 以 3。 如 此 得 
到 的 结果 和 精确 值 很 接近 。 为 了 确保 万 无 一 失 ， 你 可 以 把 这 个 
数 增 大 一 点 一 一 增 大 20% 就 很 理想 。 最 后 你 得 到 一 个 确定 的 
数 A， 然 后 你 可 以 打赌 频率 倒转 的 次 数 不 超 过 A。 例 如 ， 当 NN 
=101 时 ，N 的 平方 根 约 等 于 10， 除 以 3 的 结果 覆 大 于 3， 再 
增 大 20% 得 到 4。 于 是 ， 你 可 以 赌 频率 倒转 的 次 数 不 超 过 4。 
如 果 N=251， 则 你 可 以 赌 频率 倒转 的 次 数 不 超 过 5。 你 是 否 相 
信 ， 不 发 生 频率 倒转 的 概率 高 达 10%1 


最 后 平衡 点 


执着 干 次 硬币 ， 也 许 正面 出 现 的 次 数 多 ， 也 许 反 面 出 现 的 
次 数 多 。 如 果 你 不 停 地 抛 下 去 ， 不 可 避免 地 会 出 现 正面 和 反面 
出 现 的 次 数 一 样 多 的 情况 。 (严格 地 说 ， 正 面 和 反面 出 现 的 次 
数 一 样 多 的 情况 始终 不 出 现 的 可 能 性 是 存在 的 ， 然 而 ， 当 抛 硬 
币 的 次 数 较 多 时 ， 这 种 情况 的 概率 非常 接近 于 0。) 抛 N 次 硬 
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市 (N 为 偶数 )}， 最 后 一 次 出 现 正面 和 反面 出 现 的 次 数 一 样 多 
的 时 刻 称 为 “最 后 平衡 点 "。 用 X 案 示 最 后 平衡 点 所 对 应 的 抛 
硬币 的 次 数 。 当 N= 200 时 ， 你 认为 最 后 平衡 点 对 应 的 X 值 应 
当 是 多 少 ? 也 许 在 整个 过 程 中 正面 出 现 的 次 数 和 反面 出 现 的 次 
数 始终 不 相等 ， 此 时 我 们 认为 X=0， 因 为 在 抛 第 一 次 硬币 之 
前 正面 出 现 的 次 数 和 反而 出 现 的 次 数 是 一样 多 的 -一 -都 是 0。 
也 许 在 200 次 结束 以 后 正面 出 现 的 次 数 和 反面 出 现 的 次 数 恰好 
相等 〈 都 出 现 100 次 )， 则 最 后 -- 轮 就 是 最 后 平衡 点 ， 此 时 X 
= 200。 一 般 地 ，X 可 以 取 0 到 200 之 则 的 任何 偶数 。X 可 以 是 
101 个 数 中 的 一 个 ， 你 认为 X 出 现在 什么 范围 内 的 概率 最 大 ? 
接近 于 0? 接近 于 100? 还 是 接近 于 200。 在 继续 阅读 之 前 ， 请 
做 出 你 的 猜测 。 

惟一 使 X=0 的 情况 即 在 全 部 200 次 抛掷 过 程 中 一 次 正面 
和 反面 出 现 的 次 数 相等 的 情况 也 没 出 现 ， 看 起 来 这 个 概率 是 很 
小 的 。 但 是 如 果 义 出 现在 0 到 100 之 间 ， 没 什么 好 奇怪 的 。 你 
在 看 篮球 比赛 时 可 能 已 经 注意 到 ， 有 二 分 之 一 的 可 能 后 半 场 不 
出 现 比分 相等 的 情况 。X 出 现在 0 到 100 之 间 的 概率 与 X 出现 
在 100 到 200 之 间 的 概率 相等 。 

这 说 明 ， 如 果 抛 完 100 次 硬币 以 后 ， 正 面 出 现 的 频率 较 
高 ， 那 么 有 二 分 之 一 的 可 能 在 此 后 的 全 部 过 程 中 正面 出 现 的 次 
数 始终 领先 。 假 设 有 两 个 人 被 恐怖 分 子 囚禁 ， 他 们 没有 书 ， 没 
有 象 横 ， 没 有 扑克 ， 只 能 靠 一 枚 硬币 打发 时 间 。 他 们 每 天 抛 $ 
小 时 ， 每 小 时 抛 600 次 ， 坚 持 抛 1 年 。 如 果 到 6 月 底 时 正面 出 
现 的 次 数 高 于 反面 出 现 的 次 数 ， 则 有 二 分 之 一 的 可 能 在 以 后 的 
半年 中 正面 出 现 的 次 数 始 终 高 于 反面 出 现 的 次 数 。 

这 个 理论 适用 于 体育 比赛 。 在 一 场 篮球 赛 中 ， 我 们 可 以 假 
设 在 每 一 时 刻 对 阵 双 方 得 分 的 机 会 是 均等 的 ， 此 时 双方 的 得 分 
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相当 于 抛 硬币 时 统计 的 正面 和 反面 出 现 的 次 数 。 假 如 在 上 半 场 
结束 时 某 个 队 领 先 ， 有 二 分 之 一 的 可 能 这 个 队 把 优势 保持 到 终 
场 。 在 足球 联赛 中 ， 如 果 有 一 个 队 在 赛事 进行 到 一 半 时 积分 领 
先 ， 这 个 队 有 和 多少 机 会 把 优势 保持 到 底 ? 这 个 问题 要 复杂 得 
多 ， 因 为 参赛 的 球 队 不 只 两 支 。 

如 果 你 理解 了 以 上 原理 ， 计 算 和 取 各 个 值 的 概率 变 得 很 
简单 。X 取 值 的 概率 分 布 具备 严格 的 对 称 性 ， 即 X= 190 的 概 
率 等 于 X= 10 的 概率 ，X = 198 的 概率 等 于 X= 2 的 概率 。 一 般 
说 来 ， 对 于 整数 mn (n<200)，X=n 的 概率 等 于 X=N-n 的 概 
率 。( 这 个 令 人 惊异 的 规律 是 由 三 个 数学 家 一 一 戴 维 . 布 菜 克 威 
尔 和 他 的 两 个 加 利 福 尼 亚 同 事 一 一 在 1964 年 无 意 中 发 现 的 。 
当时 他 们 想 检验 一 台 计 算 机 的 运行 结果 是 否 可 靠 ， 方 法 是 让 计 
算 机 计算 两 组 数 ， 这 两 组 数 中 位 置 相同 的 一 对 数 的 和 应 当 等 于 
1。 计 算 机 确实 算出 了 两 组 数 ， 而 且 两 组 数 中 位 置 相同 的 一 对 
数 的 和 果然 等 于 1， 但 是 这 两 组 数 与 他 们 的 预期 不 同 。 他 们 开 
始 研究 计算 机 给 出 的 两 组 数 的 含义 ， 结 果 导 致 了 本 原理 的 发 
现 。 他 们 给 出 了 一 个 极其 简洁 的 证 明 。) 

只 要 我 们 知道 了 X 在 0 到 100 之 间 取 值 的 概率 分 布 ， 就 知 
道 了 X 在 100 到 200 之 间 取 值 的 概率 分 布 。 在 0 到 100 之 间 ， 
随 着 X 取 值 的 增加 ， 对 应 的 概率 值 递减 。 这 说 明 ,，X 等 于 0 或 
200 的 概率 最 大 ， 而 X 等 于 100 的 概率 最 小 ! 

假如 你 利用 最 后 平衡 点 和 别人 打赌 ， 你 应 当 财 最 后 平衡 点 
出 现在 最 初 或 最 后 。 此 时 你 获胜 的 概率 最 大 ， 在 5% 到 6% 之 
间 。 这 个 概率 不 够 大 ， 但 是 如 果 你 赌 其 他 结果 ， 概 率 更 低 。 毕 
竞 你 是 在 101 种 可 能 的 结果 中 赌 1 种 ，5% 到 6% 的 概率 已 经 很 
大 了 。 假 如 别人 已 经 选择 了 最 初 和 最 后 ， 那么 你 的 最 佳 选择 就 
是 赌 第 2 轮 和 第 198 轮 。X 的 取 值 在 10，2，198，200} 这 四 


第 四 章 一 枚 硬币 ， 多 种 游戏 91 


个 数 之 中 的 概率 高 达 17%。 相 反 ， 如 果 你 赌 100 附近 的 数 ， 你 
的 前 途 非常 暗淡 。X 的 取 值 在 {90，92，94，-…… ，108，110| 
这 11 个 数 之 中 的 概率 只 有 7%。 

这 个 结论 让 你 意外 吗 ” 其 实 ， 就 连 威 廉 * 费 勒 这 样 的 专家 
也 对 这 个 结果 吃 了 一 惊 。 多 数 人 认为 ， 最 后 平衡 点 出 现在 中 间 
的 概率 最 大 ， 当 然 你 已 经 知道 ， 这 是 大 错 特 错 。 如 果 你 想 把 关 
于 最 后 平衡 点 的 知识 应 用 于 赌博 实战 ， 可 以 把 抛 硬币 的 总 次 数 
削减 到 20， 这 样 每 一 局 不 会 占用 太 长 时 间 。 表 4.6 给 出 了 最 后 
平衡 点 的 各 个 位 置 对 应 的 概率 ,你 可 以 利用 这 个 表 下 注 。 

概率 值 从 两 端 向 中 间 递 减 。 一 般 地 ， 如 果 抛 2n 次 硬币 ， 
则 X=0 和 X=2n 对 应 的 概率 最 大 ， 这 个 值 接 近 于 1/V(nn)。 

我 们 再 次 证 明 ， 关 于 概率 的 直觉 通常 是 错误 的 。 


表 4.6: 抛 20 次 硬币 ,最 后 平衡 点 的 位 置 对 应 的 概率 
最 后 平衡 点 的 位 置 | 2(20) | 2(18) | 4( 16) 6(14) 8(12) | 10 | 
对 应 的 概率 0.176 210.092 7|10.073 6|0.065 5|0.061 7|0.060 6| 


排队 问题 


在 邮局 、 超 市 和 火车 站 ， 我 们 经 常 需要 排队 。 你 是 否 多 次 
遇 到 这 种 情况 ; 两 条 队 看 起 来 一 样 长 ， 不 知道 该 排 郧 条 队 好 ? 
你 是 否 和 我 一 样 随便 选择 一 条 队 ? 你 是 否 和 我 一 样 最 后 总 是 发 
现 自己 排 错 了 队 ! 

排队 间 题 可 以 用 抛 硬币 的 模型 分 析 。 假 设 你 加 入 一 条 队 ， 
为 一 个 人 一 一 你 的 对 手 一 一 与 你 同时 到 达 ， 而 他 选择 了 另 一 条 
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队 。 有 一 个 精灵 在 抛 硬 币 ， 如 果 抛 出 正面 ， 则 你 前 进一步 ， 如 
果 抛 出 反面 ， 则 你 的 对 手 前 进 -- 步 。 经 过 一 段 时 间 以 后 ， 谁 会 
领先 呢 ? 根据 我 们 以 前 的 分 析 ， 你 们 中 的 某 -- 个 在 一 长 段 时 间 
内 保持 领先 是 正常 的 ， 而 频繁 地 交替 领先 概率 极 低 。 至 于 你 们 
中 的 哪 一 个 比较 幸运 ， 完 全 是 随机 的 。 为 什么 我 们 总 是 觉得 自 
己 幸 运 的 时 候 比 不 幸 的 时 候 少 呢 ” 那 是 因为 我 们 的 记忆 是 有 选 
择 的 。 我 们 更 容易 记 住 自己 的 队 移 动 得 较 慢 的 情况 。 

假如 一 开始 你 的 对 手 就 领先 于 你 ， 你 最 后 超过 他 的 机 会 有 
多 大 ? 很 遗憾 ， 概 率 很 低 。 不 过 别 伤心 ， 你 的 对 手 面临 同样 的 
问题 ! 


小 结 


所 有 讨论 基于 一 个 假设 : 硬币 是 公平 的 ， 即 正面 和 反面 出 
现 的 概率 完全 相等 。 不 过 即使 硬币 本 身 不 是 完全 公平 的 ， 我 们 
也 很 容易 “设计 ”一 个 理想 硬币 。 

圣彼得堡 游戏 的 胜 负 取决 于 你 用 多 少 次 抛 出 正面 。 为 了 使 
游戏 公平 ， 需 要 调整 双方 的 赔 率 ， 规 定好 你 每 多 抛 一 次 付 多 少 
钱 ， 以 及 对 手 预先 支付 多 少 钱 。 

潘 尼 游戏 的 胜 负 取 决 于 哪个 组 合 先 出 现 。 这 种 游戏 对 后 选 
择 的 一 方 有 利 。 无 论 对 手 选择 了 哪个 组 合 ， 你 都 可 以 相应 地 选 
择 一 个 组 合 ， 确 保 你 获胜 的 概率 不 低 于 三 分 之 二 。 选 择 出 现 的 
频率 较 高 的 组 合 比 较 有 利 。 一 个 组 合 越 是 倾向 于 “要 来 一 块 
来 "， 则 其 出 现 的 频率 越 低 。 

连续 抛 许多 次 硬币 ,计算 正面 出 现 的 总 次 数 和 反面 出 现 的 
总 次 数 。 虽 然 从 理论 上 说 这 两 个 数 应当 相 等 ， 可 是 这 两 个 数 完 
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全 相等 的 概率 是 很 低 的 ， 至 少 比 大 多 数 人 的 估计 低 得 多 。 频 率 
倒转 发 生 的 次 数 为 0 的 概率 高 于 任何 确定 的 值 。 通 常 在 一 段 很 
长 的 时 间 不 出 现 正面 和 反面 出 现 的 次 数 相同 的 情况 ， 而 在 另外 
一 段 时 间 ， 接 连 出 现 这 种 情况 。 最 后 平衡 点 出 现在 最 初 和 最 后 
的 概率 最 大 ， 而 出 现在 中 间 的 概率 最 小 。 如 果 不 经 过 仔细 的 计 
算 ， 直觉 经 常 把 我 们 引 向 错误 的 方向 。 


练习 题 


1. 利用 斯 达 灵 公式 计算 : 抛 S0 次 硬币 得 到 的 正面 和 反面 
次 数 相等 的 概率 是 多 少 ? 抛 250 次 概率 是 多 少 ? 抛 1 000 次 概 
率 是 多 少 ? 

2. 修改 潘 尼 游 戏 的 规则 ， 每 个 人 选择 一 个 由 四 个 结果 组 
成 的 组 合 。 假 如 你 的 对 手 选 择 了 “ 正 正 正 正 ”， 你 的 最 佳 选择 
是 什么 ? 你 获胜 的 概率 是 多 少 ? 假如 你 的 对 手 选 择 了 “ 反 反 正 
正 “， 体 的 最 佳 选 择 是 什么 ? 

3. 比较 表 4.1 和 表 4.4， 计 算 两 个 表 中 对 应 的 概率 值 之 间 
的 比率 。 你 发 现 其 中 的 规律 了 吗 ? 

4. 假设 你 已 成 功 地 解决 了 问题 1 和 问题 3， 则 最 初 平衡 点 66 
出 现在 第 50 次 的 概率 是 多 少 ? 第 250 次 呢 ? 第 1 000 次 呢 ? 

5. 抛 1 001 次 硬币 ， 出 现 多 少 次 频率 合 转 的 概率 最 大 ?最 
后 平衡 点 出 现在 哪里 的 概率 最 大 ? 

6. 抛 1 001 次 硬币 ， 出 现 的 频率 倒转 的 次 数 

a) 不 低 于 30; 

b) 在 20 至 29 之 间 ; 

c) 在 10 至 19 之 间 ; 
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d) 不 超过 9。 
你 认为 这 四 个 判断 中 哪个 概率 最 大 ? 哪个 概率 最 小 ? 
67 抛 10 001 次 硬币 的 情况 如 何 ? 


开 Z 草 衣 了 


人 类 玩 仍 子 的 历史 源远流长 。5 000 年 以 前 古 埃 及 人 就 开 
始 玩 仍 子 。 在 特洛伊 战争 期 间 ， 古 希腊 人 发 明了 多 种 蜗 子 游戏 
来 排 遗 枯燥 的 军旅 生活 。 古 罗马 帝王 也 喜欢 休 子 : 奥 十 斯 都 曾 
在 书信 中 纪录 自己 玩 货 子 的 经 历 ， 克 劳 迪 亚 斯 其 至 有 一 块 专门 
用 来 据 骨 子 的 棋盘 ， 放 在 马车 里 供 旅 途中 使 用 。 据 F.N. 戴 维 
在 《游戏 ， 上 帝 和 赌博 》 一 书 中 介绍 ， 四 足 动物 的 躁 骨 形状 很 
规则 ， 适 合 制造 仍 子 。 古 代 的 仍 子 通常 用 这 种 骨头 制造 。 

2 500 年 以 前 人 们 就 已 经 知道 ， 只 存在 五 种 外 形 完全 对 称 
的 多 面体 ， 即 所 谓 的 “ 正 多 面体 "。 所 以 ， 标 准 的 仍 子 只 能 是 
五 种 形状 中 的 一 种 。 除 了 最 常见 的 正方 形 货 子 以 外 ， 另 外 四 种 
是 : 


金字 塔 型 山子， 四 个 面 ， 每 个 面 都 是 三 角形 ; 

钻石 型 髓 子 ， 八 个 面 ， 每 个 面 都 是 三 角形 

正 十 二 面体 骨 子 ,十 二 个 面 ,每 个 面 都 是 五 这 
型 ; 

正二 十 面体 山子 ， 二 十 个 面 ,每 个 面 都 是 三 角 
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这 四 种 内 子 都 可 以 买 到 ， 但 是 在 赌博 中 使 用 的 骨 子 几乎 都 
是 正方 形 的 、 考 十 学 家 曾 发 现 14 个 面 、18 个 面 和 19 个 面 的 损 
了 于， 不 过 这 些 角 子 的 形状 不 症 对 称 的 。 和 在 本 章 中 ， 如 无 特别 声 
明 ， 则 我 们 讨论 的 骨 子 都 指 公 平 的 正方 形 骨 子 : 六 个 面 ， 分 别 
标 以 1 至 6 的 号 码 ， 每 个 号 个 出 现 的 机 会 相等 ， 每 次 投掷 的 结 
果 相 互 独立 。 


一 枚 般 子 的 情况 


在 统计 学 上 ， 我 们 如 何 判 定 -… 枚 角子 是 否 公 平 ? 与 判断 大 
英 帝 国 彩票 的 获奖 号 码 是 否 随机 --- 样 ， 问 题 取决 于 两 个 因素 : 
你 可 以 容忍 多 大 的 与 绝对 公平 的 结果 的 偏差 ， 以 及 你 获得 数据 
的 丰富 程度 。 也 许 你 这 样 考虑 : 押 120 次 骨 子 ， 如 果 每 个 号 码 
出 现 的 次 数 都 是 20， 则 认为 仍 子 是 公平 的 。 如 果 你 以 此 为 标 
准 ， 几 乎 所 有 的 骨 子 都 会 被 你 淘汰 。 我 们 必须 考虑 这 个 问题 ， 
距离 平均 值 的 多 大 的 偏差 是 可 以 接受 的 ? 先 考虑 这 个 问题 : 如 
果 有 一 校 做 过 手脚 的 仍 子 ， 等 -次 掷 恕 子 时 有 三 个 号 码 出 现 的 
概率 是 0.147， 而 另外 三 个 号 码 出 现 的 概率 是 0.187， 我 们 是 
否 可 以 通过 检验 发 现 它 的 毛病 ? 

我 们 可 以 用 计算 机 模拟 检验 过 程 。 我 设计 了 一 个 计算 机 程 
序 ， 这 个 程序 随机 地 产生 从 1 到 6 的 号 码 ， 其 中 1、2、3 产生 
的 概率 是 0.147， 而 4、5、6 产生 的 概率 是 0.187。 每 次 产生 的 
号 码 是 相互 独立 的 。 每 次 运行 产生 120 个 号 码 ， 共 运行 4 次 。 
统计 每 个 号 码 出 现 的 频率 ， 记 录 在 表 5.1 中 。 
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如 果 我 们 只 掌握 了 120 次 山子 的 数据 ， 我 们 不 可 能 发 现 检 
验 结果 中 的 问题 ， 即 使 我 们 事先 知道 蜗 子 是 有 毛病 的 。 比 如 
说 ， 我 们 只 有 第 一 轮 检验 的 数据 ， 我 们 会 认为 号 码 $ 出 现 的 频 
率 较 低 ， 但 实情 恰好 相反 。 第 二 轮 的 结果 显示 ， 这 个 避 子 是 没 
有 问题 的 。 在 第 三 轮 中 ， 可 以 发 现 号 码 2 和 号 码 3 出 现 的 频率 
明显 偏 低 ,但 是 号 码 1 看 起 来 是 正常 的 。 第 四 轮 的 结果 显示 了 
号 码 1 有 问题 ， 但 是 另外 五 个 号 码 看 起 来 频率 正常 。 

这 说 明 ， 为 了 判断 一 枚 骨 子 是 否 公 平 ， 需 要 大 量 的 数据 。 
仅仅 120 次 实验 是 远 远 不 够 的 。 事 实 上 上， 即使 我 们 把 四 轮 检 验 
的 数据 合并 在 一 起 ， 得 到 480 次 实验 的 结果 ， 我 们 的 数据 仍然 
不 够 丰富。 显然 ， 号 码 五 出 现 的 频率 低 于 1/6， 但 事实 上 5 是 
出 现 的 概率 较 高 的 号 码 。 附 录 4 讨论 了 更 多 的 细节 。 


表 5.1; 计算 机 模拟 不 公平 的 假 子 ， 四 轮 检验 的 结果 


我 们 需要 多 少 次 实验 才能 确保 数据 足够 丰富 呢 ? 100 年 前 
一 个 统计 学 家 一 一 W.F.R. 威 尔 顿 研究 过 这 个 问题 。 在 《大 英 
百科 全 书 》 第 11 版 关于 “概率 ”的 一 节 中 纪录 了 威 尔 顿 的 研 
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究 结 论 。 威 尔 顿 用 12 枚 钥 子 做 了 26 306 次 实验 ， 发 现 号 码 5 
和 6 出现 的 概率 高 于 平均 值 。 当 然 ， 我 们 没有 确切 的 根据 怀疑 
你 的 角 子 一 定 有 问题 ， 但 是 你 必须 意识 到 ， 想 发 现 一 枚 锅子 的 
微小 但 至 关 重 要 的 偏差 需要 做 很 多 工作 。 

即使 在 卢 度 棋 这 样 简单 的 游戏 中 ， 概 率 知识 也 是 有 用 
的 0 当 你 掷 出 一 个 “6” 时 ， 你 必须 决定 是 让 棋盘 上 的 活动 
棋子 移动 还 是 加 入 一 个 新 的 活动 棋子 。 如 果 你 选择 前 者 ， 你 应 
该 知道 需要 再 掷 多 少 次 货 子 才能 得 到 下 一 个 “6 ”。 

平均 而 言 ， 你 需要 再 掷 六 次 。 你 不 得 不 掷 12 次 以 上 才能 
得 到 “6” 的 概率 是 多 少 ? 这 意味 着 连续 11 次 的 结果 都 不 是 
“6”。 每 一 次 结果 不 是 “6” 的 概率 是 S6， 所 以 搓 12 次 以 上 才 
能 得 到 “6” 的 概率 是 (5/6)n"， 约 等 于 13.4%。 类 似 地 ， 你 
不 得 不 毛 20 次 以 上 才能 得 到 “6” 的 概率 是 3%。 所 以 ， 当 你 
的 活动 棋子 距离 终点 很 近 时 ， 你 等 待 下 一 个 “6” 是 要 冒 一 定 
风险 的 ， 你 有 可 能 在 等 待 过 程 中 错过 很 多 机 会 。 因 为 每 次 摔 避 
子 的 结果 是 相互 独立 的 ， 所 以 你 有 可 能 不 得 不 等 很 长 很 长 时 
间 。 然 而 ， 平均 而 言 ， 你 需要 等 六 次 。 

卢 度 棋 中 的 许多 场合 需要 用 到 概率 知识 。 不 过 卢 度 棋 只 是 
一 个 简单 的 游戏 。 有 些 货 子 游 戏 比 卢 度 棋 复 杂 得 多 。 我 们 首先 
介绍 西洋 双 陆 棋 。 


中 卢 度 棋 是 一 种 用 人 般 子 玩 的 棋盘 游戏 ， 玩 家 通过 掷 般 子 决 定 自己 的 模子 走 
儿 步 ， 类似 于 中 国人 玩 的 “大 宣 秆 ”或 “强手 棋 ”。 通 常 四 个 人 分 两 伙 对 阵 ， 每 个 
人 有 四 个 模子 。 一 方 的 所 有 棋子 达到 终点 则 获胜 。 通 常 由 小 该 玩 ， 也 称 “ 印 度 
棋 "。 一 一 详 者 注 。 
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两 个 人 般 子 的 游戏 一 一 西洋 双 陆 棋 


本 书 不 准备 详细 介绍 西洋 双 陆 棋 的 基本 规则 。.@ 双 陆 棋 的 
历史 可 以 追溯 到 5 000 年 以 前 ， 但 是 现代 双 陆 棋 规 则 直到 1925 
年 才 确 定 下 来 。 在 任何 时 刻 ， 一 个 玩家 可 以 要 求 “ 加 售 ”( 即 
赌注 加 倍 )， 而 田 一 个 玩家 可 以 决定 是 否 接 受 加 售 。 如 果 接 受 ， 
则 赌注 加 售 ， 游 戏 继续 ; 如 果 不 接 受 ， 则 自动 认输 ， 游 戏 结 
束 。 如 果 一 个 玩家 的 加 倍 要 求 被 另 一 个 玩家 接受 ， 则 后 者 可 以 
随时 要 求 “再 加 倍 ”， 由 前 者 决定 是 否 接受 再 加 倍 。 当 然 ， 接 
受 再 加 倍 的 一 方 还 有 权 要 求 “ 再 再 加 倍 ”， 依 此 类 
推 。 

当 对 方 要 求 加 倍 时 ， 在 什么 情况 下 你 应 当 接 受 加 倍 ? 你 需 
要 计算 各 种 情况 发 生 的 概率 ， 以 及 你 接受 或 不 接受 加 倍 的 得 
失 。 如 果 你 接受 加 倍 ， 你 额外 获得 要 求 再 加 倍 的 权利 ， 不 过 这 
点 优势 暂时 可 以 忽略 。 

假设 当下 的 赌注 为 1， 而 如 果 游 戏 继续 进行 你 获胜 的 概率 
是 x。 如 果 你 不 接受 加 倍 ， 你 输 掉 1。 如 果 你 接受 加 倍 ， 赌 注 
变 成 2。 你 获胜 和 失败 的 概率 分 别 是 x 和 1 -x， 所 以 平均 你 将 
赢得 

2xx+ (-2) x (1-x) =4x-2 


Q@” 双 陆 棋 由 两 人 人 对阵， 分 为 黑白 双方 ， 每 方 和 月 15 枚 棋子 ,分布 在 棋盘 上 。 
双方 轮流 丘 山 子 移动 模子。 一 次 掷 两 枚 盘子 ， 每 枚 禹 子 的 号 码 各 决定 自己 的 一 枚 
棋子 的 移动 ， 也 可 以 让 自己 的 同一 枚 模子 移动 两 次 。 任 何 一 方 的 全 部 棋子 达到 终 
点 则 获胜 。 双 陆 棋 的 规则 很 复杂 ， 游 戏 既 要 求 技巧 也 凭借 运气 。20 世纪 后 期 双 陆 
棋 在 世界 范围 内 流行 ， 在 东 地 中 海 国家 尤其 兴盛 。 一 一 译 者 注 。 
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比较 这 个 值 和 - 1， 我 们 发 现 当 x= 1/4 时 二 省 是 相当 的 。 
所 以 结论 是 : 当 你 获胜 的 概率 低 于 1/4 时 ， 你 不 应 接受 加 倍 ; 
当 你 获胜 的 概率 高 于 1/4 时 ， 你 应 当 接受 加 倍 。 不 论 赌注 是 否 
已 经 被 加 售 过 ， 此 结论 都 有 效 。 

刚才 我 们 没有 考 虚 接受 加 倍 的 额外 优势 ， 获 得 要 求 再 加 倍 
的 权利 。 如 果 在 游戏 的 早期 ， 你 接连 指出 有 利 的 号 码 ， 或 者 局 
势 向 着 你 喜欢 的 模样 发 展 ， 你 可 以 通过 要 求 再 加 倍 向 对 手 施加 
压力 。 所 以 要 求 再 加 倍 的 权利 肯定 是 有 价值 的 ， 但 是 其 价值 很 
难 量化 计算 。 所 以 ， 当 你 获胜 的 机 会 比 14 酪 低 一 点 时 你 还 是 
应 当 接 受 加 信 ， 不 过 你 要 冒 着 输 2 倍 的 风险 。 

更 困难 的 问题 在 于 什么 情况 下 你 应 当 要 求 加 倍 。 如 果 你 获 
胜 的 机 会 低 于 1/2， 要 求 加 信和 显然 不 是 好 主意 ， 只 有 在 局 势 对 
你 有 利 时 加 倍 才 是 有 利 可 图 的 。 加 倍 可 以 使 你 潜在 的 敌 利 们 
增 , 但 同时 ,你 已 经 把 要 求 下 一 次 加 倍 的 权利 让 给 了 对 手 。 如 
果 此 后 游戏 又 向 对 他 有 利 的 方向 发 展 ， 他 可 以 用 再 加 倍 向 你 施 
加 压力 。 所 以 在 加 倍 以 前 一 定 要 考虑 周详 ， 在 游戏 的 早期 ， 只 
有 获胜 的 机 会 很 大 时 才 应 要 求 加 倍 ， 而 在 游戏 的 后 期 ， 只 要 有 
微弱 的 优势 就 可 以 要 求 加 倍 。 如 果 你 的 优势 很 明显 ， 你 的 对 手 
很 可 能 爽快 地 认输 ， 以 避免 更 大 的 损失 。 不 过 双 陆 棋 本 来 就 是 
冒险 的 游戏 ， 什 么 情况 都 有 可 能 发 生 。 如 果 你 要 求 加 售 的 经 历 
很 多 ,对 手 在 明显 的 劣势 下 接受 加 们 的 情况 时 有 发 生 ， 反 败 为 
胜 也 不 奇怪 。 

下 面 的 例子 可 以 用 来 检验 你 对 概率 的 理解 。 以 下 例子 来 自 
爱德华 派克 网 的 《游戏 与 赌博 中 的 数学 》 一 书 。 


例 一 : 
游戏 接近 终局 。 现 在 轮 到 你 抑 仍 子 ， 而 且 你 有 权 要 求 加 
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倍 。 如 图 5.1 所 示 : 你 还 剩 两 枚 棋子 未 到 达 终 点 ,分 别 距 终点 
2 格 和 5 格 。 对 方 只 剩 一 枚 棋子 未 到 达 终 点 ， 距 终点 仅 3 格 。 
如 果 你 在 这 一 轮 不 能 取胜 ， 对 手 必然 获胜 .2 此 时 你 是 否 要 求 


加 倍 ? 


我 们 可 以 通过 查 数 解决 这 个 问题 。 两 枚 货 子 可 能 掷 出 36 
种 结果 ， 其 中 的 17 种 将 导致 你 的 失败 。( 只 要 你 摔 出 的 结果 中 
包含 一 个 1， 你 必 输 无 疑 。 这 种 情况 对 应 11 种 可 能 ; 另外 的 6 
种 结果 也 导致 你 的 失败 : 3-2, 2-3, 4-2, 2-4, 4-3, 3 
-4。) 所 以 ,你 获胜 的 概率 是 19/36， 对 手 获 胜 的 概率 是 17/ 
36。 局 势 对 你 有 利 ， 所 以 你 可 以 要 求 加 倍 。 从 对 手 的 角度 看 ， 
他 获胜 的 概率 高 于 1M4， 所 以 他 会 接受 你 的 加 倍 。 如 果 你 不 要 
求 加 倍 ， 你 本 局 的 平均 收益 为 


”两 枚 贷 子 至 少 擦 出 2。 根 据 双 陆 棋 的 规则 ， 如 果 两 枚 角子 得 到 的 号 码 … 
样 ， 则 获得 二 倍 的 移动 机 会 。 即 使 对 手 闫 出 的 是 两 个 1， 他 也 可 以 移动 两 个 格 ， 
保证 达到 终点 。 一 一 译 者 注 。 
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(1) x (19/36) + (-1) x (17/36) =1/18。 
如 果 你 要 求 加 倍 ， 你 本 局 的 平均 收益 增加 一 倍 。 所 以 你 应 
当 要 求 加 倍 。 


例 二 : 
如 图 $.2 所 示 ， 局 势 与 例 一 相同 ， 惟 一 的 差别 是 对 手 的 棋 
子 距 离 终点 更 远 一 一 还 差 $ 格 。 此 时 你 应 要 求 加 倍 吗 ? 
你 是 不 是 觉得 这 个 问题 有 点 岑 ? 现在 的 形势 比例 一 更 有 
72 利 ， 在 例 一 中 我 们 都 要 求 加 倍 , 此 时 岂非 更 该 要 求 加 倍 ? 可 是 
正确 答案 恰好 相反 : 此 时 不 该 要 求 加 倍 ! 


图 S.2 


中 终 
界 
线 点 


我 们 来 仔细 分 析 这 个 局 面 。 如 果 游戏 继续 进行 ， 有 三 种 可 
能 结果 : 


1, 你 找 一 次 散 子 ， 立 即 获胜 ; 
2. 你 手 一 次 鹏 子 ， 没 有 获胜 。 他 开始 掷 服 子 ， 
并 且 获 胜 ; 
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3. 你 搓 一 次 最 子 ， 没 有 获胜 。 他 开始 的 般 子 ， 
也 没有 获胜 。 


假如 你 不 要 求 加 售 ， 赌 注 为 1。 在 例 一 中 我 们 已 计算 过 ， 
情况 1 发 生 的 概率 是 19/36。 如 果 你 毛 一 次 骨 子 而 没有 获胜 
(这 个 概率 是 17/36) ， 则 轮 到 对 手 桥 。 他 可 能 掷 出 36 种 可 能 ， 
其 中 5 种 不 能 使 他 立刻 到 达 终 点 (1-1，2-1，1-2，3-1， 
1-3)， 另 外 31 种 使 他 取胜 。 在 你 不 能 立即 取胜 的 前 提 下 ， 他 
取胜 的 概率 是 31/36。 因 此 ， 和 情况 2 发 生 的 概率 是 {17/36) 
(31/36) = 527/1 296。 如 果 情 况 1 和 情况 2 都 不 发 生 ， 则 情况 
3 必然 发 生 ， 此 概率 为 85/1 296。 在 情况 3 下， 又 轮 到 你 掷 仍 
子 ， 你 获胜 的 概率 极 高 。 此 时 你 可 以 要 求 加 倍 ， 而 对 手 一 定 不 
敢 接受 加 倍 ， 所 以 在 情况 3 下 ， 你 将 取胜 。 综 上 所 述 ， 在 不 要 
求 加 倍 的 情况 下 你 的 平均 收益 是 

(1) x (19/36) + (- 1) x (527/1 296) + (1) x 
(85/1 296) = 121/648。 

假如 你 要 求 加 倍 ， 而 对 手 接受 加 倍 ， 你 的 平均 收益 是 多 
少 ? 你 有 19/36 的 概率 立即 获胜 。 如 果 你 不 能 立即 获胜 (概率 
是 17/36) ， 则 轮 到 他 滋 仍 子 ， 而 且 他 有 权 要 求 加 倍 。 由 于 他 
取胜 的 机 会 不 低 于 31/36， 他 一 定 会 要 求 加 信 ， 而 你 将 认输 。 
所 以 如 果 你 要 求 加倍 ， 你 的 平均 收益 是 

(2) x (19/36) + (-2) x (17/36) =1/9。 

149 小 于 121/648， 所 以 你 不 应 要 求 加 倍 。 


例 一 和 例 二 有 什么 根本 性 的 差别 ?尽管 在 例 二 中 获胜 的 概 
率 更 大 ， 为 什么 在 例 一 中 应 当 要 求 如 倍 而 在 例 二 中 反而 不 应 当 
要 求 加 倍 ? 如 果 你 坚持 一 个 教条 一 一 “只 要 局 势 对 我 有 利 ， 就 


CD 
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要 求 加 倍 "， 那 是 危险 的 。 即 使 接近 终局 时 也 不 应 如 此 轻率 。 
关键 在 于 ， 一 - 旦 你 要 求 加 倍 ， 下 一 次 要 求 加 倍 的 权利 就 让 渡 到 
对 方 手 中 。 

如 果 你 能 在 游戏 中 随时 计算 出 自己 获胜 的 概率 ， 那 无 疑 是 
对 你 有 好 处 的 。 不 过 你 完全 没有 必要 计算 得 非常 精确 。 最 实用 
的 办 法 是 经 常 判断 自己 获胜 的 概率 是 否 高 于 四 分 之 一 。 

驶 本 质 而 言 ， 双 陆 棋 类 似 于 赛跑 ， 所 以 双方 的 棋子 距离 终 
点 有 多 远 是 一 个 重要 的 参数 。 比 赛 开 始 时 你 的 15 枚 棋子 距 终 
点 的 距离 总 和 为 167 格 , 平均 每 抛 一 次 角 子 你 的 棋子 可 以 前 进 
8 格 多 … 点 〈 当 两 枚 骨 子 的 号 码 相 同时 你 可 以 走 2 倍 的 距离 )， 
而 每 一 枚 棋子 的 移动 范围 在 0 到 24 之 间 。 在 游戏 中 有 很 多 不 
确定 的 因素 ， 某 -次 掷 仍 子 的 结果 的 一 点 微弱 变化 都 可 能 对 胜 
负 产 生 巨 大 的 影响 。 在 某 一 轮 你 可 能 遥遥 领先 ， 可 是 下 一 轮 你 
就 有 可 能 居于 劣势 。 

很 多 人 认为 : “既然 前 景 如 此 难以 预料 ， 我 们 这 样 耗 神 地 
计算 最 佳 策 略 有 什么 用 呢 ?” 有 时 候 确 实 没什么 用 ， 然 而 严肃 
的 参与 者 的 信条 是 “不 放 过 任何 增加 优势 的 机 会 ”， 不 论 这 个 
机 会 多 么 微小 。 从 长 远 看 这 种 态度 是 绝对 正确 的 。 不 妨 回 顾 一 
下 1974 年 的 世界 标 足 球赛 某 一 个 阶段 的 赛程 取决 于 上 一 个 
阶段 各 个 队 与 扎 伊 尔 队 的 比赛 结果 。 南 斯 拉夫 队 与 扎 伊 尔 比 赛 
时 ,在 已 经 获得 巨大 优势 的 情况 下 依然 狂 攻 不 止 ， 最终 以 9 比 
0 大 胜 。 苏 格 兰 队 与 扎 伊 尔 比赛 时 ， 则 满足 于 2 比 0 的 战绩 。 
苏格兰 队 是 失败 者 。 


例 三 : 
如 图 5.3 所 示 ， 你 还 剩 3 枚 棋子 未 到 终点 ， 距 终点 的 距离 
分 别 是 1 格 、4 烙 和 6 格 。 此 时 你 掷 出 两 个 1， 即 你 可 以 让 你 
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的 模子 移动 四 个 1 格 。 有 -个 棋子 (距离 终点 工 格 的 棋子 ) 可 
以 到 达 终点 ， 另 外 两 枚 模子 应 如 何 安排 ? 你 有 兰 个 选择 :1 
距 终点 6 格 的 棋子 前 进 2 格 ; 2. 距 终 点 4 格 的 模子 前 进 2 格 ; 
每 个 棋子 向 前 移动 | 格 。 哪 个 选择 可 以 使 你 下 一 轮 获胜 的 机 会 
更 大 ? 

下 - - 轮 你 掷 仍 子 的 结果 有 36 种 可 能 。 为 了 比较 以 上 三 个 
选择 的 优 劣 ， 你 只 需 算出 在 每 -种 选择 下 有 多 少 种 毛 届 子 的 结 
果 可 以 使 你 立刻 获胜 ?对 应 于 :: 个 选择 ， 答 案 分 别 是 15、19 
和 17。 所 以 比较 而 育 ， 选 择 2 最 佳 。 


图 5.3 
黑 方 大 本 营 


中 | | 终 
办 | | | 
线 | | | 点 


例 三 是 一 个 非常 典型 的 局 势 ， 在 实战 中 你 会 经 常 通 到 类 似 
的 局 面 。 一 个 高 超 的 玩家 能 记 住 许 多 局 势 ， 用 以 指导 自己 的 实 
上 成。 如果 你 经 常 研究 终局 形式 ， 你 会 发 现 许多 重要 的 规律 ， 这 
些 规律 可 以 帮助 你 临场 时 发 现 最 佳 策略 。 例 三 表现 了 两 个 重要 
的 规律 : 1, 尽量 使 较 多 的 棋子 首先 到 达 终 点 ; 2. 尽量 使 自己 
的 棋子 在 棋盘 上 均匀 地 分 布 。 在 多 数 情况 下 这 两 条 规律 是 非常 
好 的 指导 原则 ， 但 它们 也 有 失效 的 时 候 ， 比 如 例 四 。 
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例 四 : 
如 图 $.4 所 示 ， 你 还 剩 四 枚 棋子 没 到 达 终 点 ， 其 中 两 枚 
终点 3 格 ， 另 外 两 枚 分 别 距 终 点 5 格 和 6 格 。 你 撕 出 的 骨 子 的 


号 码 是 2 和 1。 如 何 行 棋 使 你 在 下 一 轮 获胜 的 机 会 最 大 ? 


图 5.4 
黑 方 大 本 车 


mm - 和 ] T 


涂 


如 果 你 遵循 “尽量 使 较 多 的 棋子 首先 到 达 终 点 ”的 原则 ， 
你 应 当 首先 把 一 枚 距 终 点 3 格 的 棋子 送 到 终点 。 此 时 你 在 棋盘 
上 还 剩 3 枚 棋子 ,分别 距 终 点 3 格 、5 格 、6 格 。 下 一 轮 ， 你 
只 有 毛 出 6-6 或 5-5 才 能 获胜 。 如 果 你 换 -- 个 策略 ， 让 距 终 
点 5 格 的 棋子 前 进 1 格 ， 让 上 距 终点 6 格 的 棋子 前 进 2 格 ， 此 时 
你 在 棋盘 上 还 剩 四 枚 棋子 ， 其 中 两 枚 距 终 点 3 格 ， 另 两 枚 距 终 
点 4 格 。 请 注意 ， 这 个 策略 同时 违反 了 “尽量 使 较 多 的 棋子 首 
先 到 达 终 点 ”和 “尽量 使 自己 的 棋子 在 棋盘 上 均匀 地 分 布 ” 这 
两 条 原则 ， 但 是 你 获胜 的 机 会 却 增加 了 。 你 在 掷 出 6-6、5 - 
3 和 4-4 的 情况 下 都 能 获胜 。 遵 循 原则 的 策略 的 胜率 是 2/36， 
不 遵循 原则 的 策略 的 胜率 是 3/36。 后 者 的 概率 比 前 者 高 50%。 
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某 些 类 似 于 例 四 的 场合 会 使 我 们 的 原则 和 失效。 请 注意 例 四 
的 一 个 特征 : 你 可 以 选择 留 下 4 枚 棋子 ， 也 可 以 选择 留 下 3 枚 
棋子 ， 无 论 如 何 选择 ， 只 有 掷 出 两 个 相同 的 号 码 才 能 立即 获 75 
胜 。 如 果 你 可 以 在 留 下 3 枚 棋子 和 和 留 下 2 枚 棋子 之 间 选 择 ， 毫 
无 例外 选择 后 者 是 正确 的 。 你 留 下 的 棋子 个 数 是 奇数 还 是 偶 
数 ， 这 个 差别 至 关 重 要 。 

假设 白 方 还 莘 六 枚 棋子 而 黑 方 还 剩 五 枚 棋子 ， 双 方 棋 子 距 
终点 的 总 距离 相等 。 如 果 此 时 轮 到 白 方 行 棋 ， 则 局 势 对 白 方 有 
利 ， 因 为 平均 而 言 双方 都 需要 掷 三 次 完成 。 假 设 换 一 种 情形 ， 
白 方 还 剩 五 棱 棋 子 而 黑 方 还 剩 四 枚 棋子 ， 双 方 棋子 距 终点 的 总 
距离 相等 。 如 果 此 时 轮 到 和 白 方 行 棋 ， 则 局 势 对 黑 方 有 利 ， 因 为 
平均 而 言 白 方 需要 掷 三 次 完成 ， 而 黑 方 需要 掷 两 次 完成 。 


例 五 : 

考虑 以 下 五 种 残局 局 势 ， 

(1) 还 剩 2 校 棋子 ， 距 终点 距离 分 别 是 6 格 和 4 格 ; 

(2) 还 剩 3 枚 棋子 ， 距 终点 距离 分 别 是 5 格 、4 格 和 1 格 ; 

(3) 还 剩 3 枚 棋子 ， 距 终点 距离 分 别 是 6 格 、2 格 和 2 格 ; 

(4) 还 剩 4 枚 棋子 ， 距 终点 距离 分 别 是 4 格 、3 格 、2 格 和 
1 格 ; 

(5) 还 剩 5 枚 棋子 ， 距 终点 距离 分 别 是 3 格 、2 格 、2 格 、 
2 格 和 1 格 ; 

这 五 种 局 势 的 共同 点 是 全 部 棋子 距 终 点 的 总 距离 相等 ， 都 
是 10 格 ， 而 主要 差别 在 于 棋子 数目 不 闻 。 在 每 种 情况 中 ， 掷 
一 次 (或 两 次 以 内 ) 般 子 结束 游 戏 的 概率 是 多 少 ? 在 继续 阅读 
之 前 ， 请 独立 考虑 次 问题 ， 并 排出 优 劣 次 序 。 


~ 
cn 
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显然 ， 局 势 (1) 的 机 会 最 好 ， 而 局 势 (5) 的 机 会 最 差 。 
局 势 (2)、(3)、(4) 的 优 污 则 不 大 明显 。 想 知道 确切 的 结论 
需要 仔细 的 运算 。 我 认为 最 好 的 计算 方法 是 分 两 步 考虑 : 第 一 
步 ， 计 算 撕 一 次 锅子 即 可 获胜 的 概率 。 首 先 考虑 撕 出 的 两 枚 山 
子 号 码 相 同 的 情况 ( 共 6 种 )， 然 后 考虑 另外 的 15 种 情况 〈 需 
要 注意 每 种 情况 对 应 两 种 可 能 结果 ， 因 为 4-3 和 3-4 是 等 效 
的 ); 如 果 掷 一 次 没有 获胜 ， 继 续 考 虑 第 二 步 : 在 第 一 次 扼 骨 
子 得 到 的 号 码 相同 的 条 件 下 比较 局 势 (2)、(3)、(4) 的 优 劣 。 

结论 细节 如 下 : 对 应 于 掷 一 次 仍 子 的 36 种 可 能 结果 ， 有 
8 种 结果 使 局 势 (1) 获胜 ， 有 3 种 结果 使 局 势 (2) 获胜 ， 有 
4 种 结果 使 局 势 (3) 获胜 ， 有 3 种 结果 使 局 势 (4) 获胜 ， 有 
0 种 结果 使 局 势 (5) 获胜 。 显 然 ， 剩 两 枚 棋子 的 局 势 优 于 剩 
三 校 棋子 ， 番 四 枚 棋子 的 局 势 优 于 剩 五 枚 棋子 。 对 应 于 挪 两 次 
货 子 的 36 = 1 296 种 可 能 结果 ， 有 1 203 种 结果 使 局 势 (1) 获 
胜 ， 有 1 187 种 结果 使 局 势 (2) 获胜 ， 有 1 047 种 结果 使 局 势 
(3) 获胜 ， 有 1 127 种 结果 使 局 势 (4) 获胜 ， 有 335 种 结果 使 
局 势 (5) 获胜 。 所 以 ,如果 目标 是 两 次 以 内 获胜 ， 五 种 局 执 
的 优 劣 顺序 是 (1)、(2)、(4)、(3)、(5)。 

用 百分比 表示 的 结论 是 : 对 于 局 势 (1)， 一 次 获胜 的 概率 
是 22% ， 两 次 以 内 获胜 的 概率 是 93%; 对 于 局 势 (2)， 一 次 
获胜 的 概率 是 8% ， 两 次 以 内 获胜 的 概率 是 92%; 对 于 局 势 
《4)， 一 次 获胜 的 概率 同样 是 8% ， 但 两 次 以 内 获胜 的 概率 只 
有 87%; 局 势 (4) 优 于 局 势 (3)， 看 起 来 有 点 奇怪 。: 对 于 局 
势 (3), 一 次 获胜 的 概率 是 11% ， 两 次 以 内 获胜 的 概率 是 
82%; 对 于 局 势 (5)， 一 次 获胜 的 概率 是 0， 两 次 以 内 获胜 的 
概率 是 26% 。 
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在 双 陆 模 中 另外 一 个 经 常 需要 考虑 的 情况 是 “孤子 "。G 
如 果 你 必须 使 自己 的 菜 些 棋子 成 为 孤子 ， 你 应 当知 道 你 的 孤子 
被 对 方 俘虏 的 概率 是 多 少 。 


表 5.2: 各 种 距离 对 应 的 俘虏 对 方 棋子 的 概率 
俘虏 对 方 棋子 的 概率 


距 对 方 棋子 的 距离 


11/36 


10 或 12 
11 


19、16、18、20 或 24 


如 果 对 方 的 一 枚 孤子 在 你 的 某 一 枚 棋子 之 前 5 格 ， 你 用 这 
枚 棋子 俘虏 对 方 的 孤子 的 概率 有 多 大 ? 只 要 你 掷 出 的 两 枚 仍 子 


Q@ 根据 双 陆 棋 的 规则 ， 一 方 的 一 枚 棋子 单独 居于 某 -- 个 格 称 为 “孤子 "。 如 
果 对 方 的 某 一 个 棋子 恰好 落 在 你 的 孤子 所 在 的 格 ， 则 你 的 孤子 被 对 方 “ 保 虏 "。 如 
果 某 一 方 的 两 个 或 两 个 以 上 棋子 同时 居于 某 一 格 ， 则 这 一 格 已 被 这 一 方 占领 ， 对 
方 不 可 在 此 格 落 子 。 被 俘虏 的 棋子 必须 放 到 棋盘 的 中 线 上 ， 如 果 你 想 让 被 俘虏 的 
模子 重新 出 发 ， 必 须 把 模子 放 到 对 方 的 大 本 营 内 未 被 对 方 占 领 的 格 内 ， 其 位 置 由 
你 掷 出 的 一 枚 般 子 的 号 码 决 定 。 一 一 译 者 注 。 
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中 有 一 个 结果 是 “5”， 你 就 可 以 达到 目的 。 有 11 种 情况 符合 
这 个 条 件 (1-5, 2-5, 3-5, 4-5, 5-5, 6-5, 5—1, 5— 
2, 5-3,，5 ~4, 5-6)。 此 外 ,如果 你 毛 出 的 两 榴 骨 子 的 号 码 
之 和 为 5， 你 也 可 以 达到 目的 。 有 4 种 情况 符合 这 个 条 件 (4 
-1,，3-2，2-3，1-4)。 所 以 ， 你 俘虏 对 方 棋子 的 概率 是 
15/36。 如 果 对 方 的 孤子 距离 你 的 棋子 8 格 ， 则 你 俘虏 对 方 棋 
子 的 概率 要 小 得 多 ， 只 有 当 你 毛 出 的 两 枚 骨 子 的 号 码 总 和 是 8 
时 才 行 ， 对 应 的 情况 有 6 种 (2-2，4-4，6-2,， 5-3,3- 
5，2-6)。 所 以 ， 你 俘虏 对 方 棋子 的 概率 是 6/36。 表 5.2 列 出 
了 各 种 距离 对 应 的 俘虏 对 方 棋子 的 概率 。 


表 5.3: 对 手 在 其 大 本 营 内 占领 的 格 数 对 应 的 
你 为 解救 被 俘虏 棋子 所 需 的 掷 般 子 的 次 数 


对 手 在 其 大 本 营 内 占领 的 格 数 11|12 
你 想 放 人 ! 枚 被 健 虏 棋子 所 需 的 平均 次 数 |1.03 1.25|1.33| 1.8 [3.29 
你 想 放 入 2 枚 被 俘虏 棋子 所 需 的 平均 次 数 1 


请 注意 当 距 离 由 6 变 成 7 时 ， 棋 子 被 俘虏 的 概率 剧烈 下 
降 。 当 距离 不 超过 6 时 ,被 爷 虏 的 概率 很 高 。 如 果 你 必须 使 你 
的 孤子 距 敌 方 不 超过 6 格 ， 你 应 当 使 距离 尽量 小 。 不 过 有 时 候 
情况 恰好 相反 ， 你 可 能 故意 希望 对 方 介 虏 你 的 棋子 ， 这 样 你 就 
可 以 把 棋子 放 到 对 方 的 大 本 营 内 去 干扰 对 手 。 这 时 你 需要 知道 
平均 需要 掷 多 少 次 山 子 才能 把 你 被 俘虏 的 棋子 放 人 对 方 的 大 本 
营 ， 这 个 平均 次 数 与 对 手 在 其 大 本 营 内 占领 的 格 数 和 你 息 放 人 
棋盘 的 被 俘虏 的 棋子 个 数 有 关 。 细 节 见 表 5.3。 

假设 你 有 1 枚 棋子 被 俘虏 ， 而 对 手 控制 着 4 个 格 。 你 不 能 
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把 棋子 放 入 棋盘 的 条 件 是 两 枚 般 子 的 号 码 都 指向 对 手 控制 的 
格 。 一 要 骨 子 的 号 码 指 向 对 手 控制 的 格 的 概率 是 4/6， 两 枚 般 
子 的 号 码 都 指向 对 手 控制 的 格 的 概率 是 (4/6) x (4/6) = 
4/9， 所 以 ， 你 可 以 把 棋子 放 人 横 盘 的 概率 是 1-4/9= S/9。 也 
就 是 说 ， 为 了 把 1 榴 被 俘虏 的 棋子 放 人 和 人 棋盘， 平均 需要 9/5 = 
1.8 次 。 附 录 3 介绍 了 计算 的 细节 。 

假设 你 有 2 枚 棋子 被 俘虏 ， 而 对 手 控制 着 4 个 格 。 你 有 可 
能 只 用 1 次 就 把 2 枚 棋子 都 放 入 棋盘 ， 条 件 是 两 榴 锅 子 的 号 码 
都 不 指向 对 手 控 制 的 格 。 这 个 概率 是 (2/6) x (2/6) =1/9。 
此 外 ， 有 4/9 的 可 能 只 能 放 入 1 枚 棋子 ， 有 4/9 的 可 能 1 枚 棋 
子 也 放 不 进去 。 综 合 各 种 情况 ， 为 了 把 2 枚 被 俘虏 的 棋子 放 人 
棋盘 ， 平 均 和 需要 81/25 = 3.24 次 。 

在 实战 中 利用 表 5.2 需要 仔细 地 考虑 ， 因 为 你 必须 考虑 另 
一 个 问题 : 把 对 方 的 模子 俘虏 可 以 给 对 手 制造 多 大 的 麻烦 。 比 
如 这 个 例子 : 你 在 自己 的 大 本 营 中 控制 了 4 个 格 ， 你 可 以 俘虏 
对 手 的 两 校 棋子 ， 代 价 是 在 自己 的 五 号 位 为 自己 制造 一 枚 孤 
子 。 此 时 俘虏 对 手 的 棋子 很 可 能 是 上 算 的 〈 依 赖 于 其 他 棋子 的 
站 位 ): 对 手 为 了 解放 自己 的 棋子 很 可 能 耗费 数 轮 ， 而 你 的 孤 
子 有 2/3 强 的 概率 在 被 俘虏 之 前 逃脱 。 

在 双 陆 棋 中 经 常 需要 对 概率 的 计算 和 判断 。 优 秀 的 双 陆 棋 
教科 书 总 是 既 强 调 数学 运算 ， 也 强调 实战 经 验 。 目 前 ， 最 优秀 
的 玩 双 陆 棋 的 电脑 程序 已 经 可 以 在 上 秒 以 内 判断 数 千 个 局 面 ， 
它 可 以 检查 所 有 可 能 的 局 面 从 中 选择 对 自己 最 有 利 的 一 种 。 国 
际 象棋 世界 冠军 〈 卡 斯 帆 罗 夫 ) 已 经 被 电脑 击败 ， 即 使 现在 电 
脑 尚未 在 双 陆 棋 上 征服 人 脑 ， 这 个 日 子 也 为 期 不 远 。 


= 
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两 个 骨 子 的 游戏 一 一 垄断 棋 


垄断 棋 起 源 于 美国 ， 在 世界 各 地 有 很 多 种 版 本 。 为 了 避免 
版 本 不 同 造 成 的 混乱 ， 以 下 用 英国 垄断 棋 中 的 地 产 颜 色 表 示 各 
种 地 产 。P 当 游戏 者 达到 四 人 或 更 多 时 ， 一 个 人 很 难 控 制 某 一 
类 地 产 的 全 部 ， 所 以 你 需要 和 别 的 玩家 交换 地 产 。 此 时 ， 你 需 
要 了 解 各 类 地 产 的 价值 。 

有 由 个 因素 决定 某 一 块 地 产 的 价值 : 

〇 买 进 此 地 时 的 花费 ; 

〇 在 土地 上 盖 建 筑 的 投资 ; 

〇 你 可 以 向 对 手 收取 的 租金 ; 

〇 在 棋盘 上 的 位 置 。 


”1990 年 前 后 垄断 棋 在 中 国 流行 -时 ， 国 人称 之 为 “强手 棋 ”"， 是 .一 种 模拟 
经 营地 产 的 游戏 。 游 戏 可 以 有 二 至 八 人 参加 ， 每 人 在 游戏 之 初 持 有 相同 数量 的 
“货币 ”作为 经 营 资金 。 每 人 有 -一 枚 模子， 轮流 在 棋盘 上 行 棋 ， 走 多 少 步 自 毛 散 子 
决定 。 棋 盘 上 有 “街道 "， 棋 子 在 街道 上 行进 。 街 道 边 是 地 产 。 当 在 无 主 地 产 边 停 
留 时 ， 你 可 以 投资 买 下 这 坎 地 产 。 如 果 你 在 自己 的 地 产 边 停留 ， 可 以 决定 盖 某 种 
建筑 ,建筑 的 种 类 受 邮 产 的 性 质 的 限制 ， 如果 你 在 别人 的 地 产 边 停留 ， 般 要 向 地 
主 支付 租金 ， 租 金额 取决 于 建筑 的 种 类 和 级 别 以 及 所 处 地 段 。 有 些 地 点 比较 特 萄 : 
“监狱 ”会 因 禁 你 车 干 轮 ， 另 外 一 些 地 点 会 把 你 直接 送 到 其 它 地 点 ， 有 时 由 抽 -- 张 
卡片 决定 。 一 旦 你 拥有 某 … 类 地 产 的 全 部 (所 谓 的 “垄断 ”)， 你 可 以 使 这 类 地 产 
“升级 "， 升 级 以 后 的 地 产 租金 猛 增 。 游 戏 的 目的 是 尽量 保证 自己 的 财务 正常 运转 ， 
闽 时 迫使 对 手 “ 破 产 "。 厂 产后 的 对 手 出 局 ， 剩 下 的 最 后 一 个 玩家 是 胜利 着 。 人 台湾 
人 在 歼 断 棋 的 基础 上 开发 了 一 种 电脑 游戏 ， 名 为 “大 富 俩 ”。 这 种 游戏 已 发 展 了 多 
种 版 本 ， 至 今 仍 在 年 轻 人 中 流行 。 不 过 对 棋盘 上 的 强手 棋 中 国人 似乎 已 失去 兴趣 。 
请 看 图 5.5。 一 一 译 者 注 。 
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前 两 个 因素 的 意义 是 显而易见 的 。 第 三 个 因素 的 意义 在 于 
衡量 你 可 以 用 这 块 地 给 对 手 以 多 大 的 打击 。( 豪 华 地 段 上 的 深 
蓝 色 建筑 可 以 一 次 收取 2 000 英镑 以 上 的 租金 ， 通常 足 以 构成 
致命 一 击 ; 而 在 偏僻 地 段 上 的 棕色 建筑 的 租金 不 超过 250 元 。) 
最 后 一 个 因素 的 重要 性 通常 被 玩家 忽视 。 


图 5.5: 芍 断 棋 的 棋盘 


棋盘 上 有 和 0 个 可 停留 的 格 。 如 果 玩 家 仅仅 根据 山子 的 结 
采 在 各 个 格 之 间 移 动 ， 则 每 个 格 被 访问 的 频率 是 相同 的 。 但 事 
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实 上 ， 有 些 格 比较 特殊 ， 在 这 些 格 上 你 会 直接 跳 到 另 一 个 格 ， 
其 中 某 些 格 直接 把 你 送 进 监 狱 。 监 狱 被 访问 的 频率 比 其 他 格 高 
得 多 。 在 游戏 中 应 如 何 利用 这 个 特点 呢 ? 

每 次 棋子 走 的 步 数 由 两 枚 和 仍 子 决定 ， 范 园 是 从 2 格 到 12 
格 。 中 间 的 数 出 现 的 概率 较 高 。 在 所 有 可 能 中 ，7 出 现 的 概率 
是 6/36，6 和 8 出 现 的 概率 是 5/36,，5 和 9 出 现 的 概率 是 4/36， 
等 等 ， 两 端的 数 出 现 的 概率 依次 递减 ， 而 2 和 12 出 现 的 概率 
仅 为 1736。 从 监狱 所 在 的 格 出 发 ， 可 能 立刻 到 达 3 个 村 黄色 的 
格 ， 距 离 分 别 是 6 格 、8 格 和 9 格 。 因此， 离开 监狱 直接 进入 
村 黄色 格 的 概率 高 达 14/36。 此 外 ， 如 果 第 一 次 掷 出 的 结果 低 
于 10， 还 有 第 二 次 进 人 桔 黄 色 格 的 机 会 。 相 比 之 下 ， 监 狱 附 
近 的 紫色 格 与 监狱 的 距离 分 别 是 1 格 、3 格 和 4 格 ， 从 监狱 出 
发 直接 进入 紫色 格 的 概率 仅 为 1/7。 

如 果 连 续 三 轮 掷 出 的 仍 子 都 是 两 枚 从 子 号 码 相同 ， 你 立即 
进入 人 监狱。 此外， 在 许多 需要 抽 卡 片 的 格 上 ， 卡 片 也 可 以 直接 
把 你 送 进 监狱 。 用 计算 机 模拟 游戏 的 进程 可 以 发 现 各 个 格 被 访 
问 的 频率 。 计 算 机 模拟 的 结果 显示 ， 当 各 个 格 被 访问 的 总 次 数 
达到 1 000 万 时 ， 监 狱 被 访问 的 频率 是 普通 格 的 二 信 。 其 它 格 
被 访问 的 频率 也 可 以 统计 出 来 。 

一 共有 六 类 包 揪 三 种 建筑 的 地 产 。 其 中 紫色 或 浅 蓝 色 格 子 
每 被 访问 100 次 ， 绿 色 或 黄色 格 被 访问 110 次 ， 桔 黄色 或 红色 
格 被 访问 122 次 。 另 外 两 种 地 产 (深蓝 色 和 棕色 ) 仅 包 括 两 种 
建筑 ， 因 而 被 访问 的 频率 低 很 多 。 为 精确 比较 ， 我 们 统计 出 当 
平均 每 个 紫色 格 被 访问 100 次 时 ,平均 每 个 棕色 或 深蓝 色 格 被 
访问 了 多 少 次 。 结 果 是 102。 

下 面 看 看 租金 与 建筑 数量 的 关系 。 当 建筑 数量 达到 2 或 3 
时 ， 租 金 增加 了 很 多 。 尤 其 是 建筑 数量 达到 3 时 ， 即 使 你 用 贷 
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款 建 房 ， 扣 除 贷 款 利息 以 后 租金 的 增长 仍然 非常 可 观 。 当 对 手 
不 得 不 向 你 的 三 个 建筑 交 租金 时 ， 这 笔 钱 通 常会 让 他 很 为 难 。 
因此 ， 如 果 你 有 两 类 建筑 ， 应 当 尽 量 使 每 一 类 建筑 都 有 3 个 ， 
避免 数量 分 散 。 

每 一 种 地 产 有 独特 的 经 济 性 能 。 对 于 每 一 种 地 产 。 我们 计 
算出 把 这 类 地 产 全 买 下 来 并 盖 成 旅馆 所 需 的 花费 ， 称 之 为 “ 投 
资 额 ; 同时 ， 计 算出 这 类 地 产能 获得 的 最 高 租金 的 总 和 ， 称 
之 为 “ 产 出 额 *。 算 出 产 出 额 与 投资 额 的 比值 ， 称 之 为 “收益 
系数 "。 显 然 ， 收 益 系 数 越 高 对 其 所 有 者 越 有 利 。 在 游戏 中 收 
益 系 数 没有 明显 的 意义 ， 仅 提供 一 个 比较 不 同 的 地 产 的 标准 。 
八 种 地 产 按 收益 系数 的 高 低 排序 如 下 : 浅 蓝 色 (1.59)， 桔 黄 
色 (1.41)， 深蓝 色 (1.27)， 紫 色 (1.24),， 黄色 (1.15),， 棕 
色 (1.13), 红色 (1.09),， 绿色 (1.0])。 

涂 收益 系数 以 外 ， 另 外 一 个 需要 考虑 的 因素 是 在 一 种 地 产 
的 租金 达到 较 高 程度 以 前 需要 投入 多 少 钱 。 我 们 以 租金 超过 
750 英镑 为 标准 。(750 这 个 数 的 选择 相当 随意 ， 我 想 举 出 一 个 
足以 让 对 手感 到 财政 困难 的 数额 。) 棕色 和 浅 蓝 色 地 产 的 租金 
达 不 到 这 个 程度 。 其 它 六 种 地 产 按 所 需 资金 由 低 到 高 排序 ， 村 
黄色 (1 760 英镑 )， 紫 色 (1 940 英镑 )， 深 蓝 色 (1 950 英 
镑 )， 黄 色 (2 150 英镑 )， 红色 (2 330 英镑 )， 绿色 (2 720 英 
镑 )。 深 蓝 色 地 产 的 实际 价值 要 比 这 个 顺序 的 显示 结果 高 ， 因 
为 它 的 租金 比 750 英镑 高 很 多 。 基 于 类 似 原 因 ， 绿 色 地 产 的 实 
际 价值 也 要 比 这 个 顺序 的 显示 结果 高 。 

理想 的 投资 目标 应 符合 以 下 条 件 : 被 访问 的 频率 较 高 ， 价 
格 合理 ， 容 易 给 对 手 制造 麻烦 。 权 衡 这 些 因 素 的 结果 是 棕色 和 
绿色 的 地 产 很 少 吸 引 投 资 者 的 兴趣 。 棕 色 格 被 访问 的 频率 较 
低 ， 而 绿色 地 产 价格 昂贵 。 相 比 之 下 村 黄色 地 产 最 受 欢 迎 ， 被 
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访问 的 频率 较 高 ， 价 钱 便 宜 ， 租 金 可 观 。 另 外 的 五 种 地 产 差别 
不 大 。 当 你 准备 和 别人 交换 地 产 时 ， 需 要 考虑 这 些 因素 。 最 后 
一 个 需要 注意 的 要 点 是 尽量 使 你 的 建筑 多 。 模 盘 上 可 以 容纳 的 
建筑 总 数 是 固定 的 ， 你 占据 的 空间 越 多 ， 留 给 对 手 的 空间 就 越 
小 。 

董 断 棋 主 要 还 是 赁 运气 取胜 。 如 果 你 掌握 了 什么 获胜 的 诀 
宅 ， 对 手 可 以 很 快 学 会 ， 并 用 来 对 付 你 。 


两 个 骨 子 的 游戏 一 一 双 骨 赌 博 


双 角 赌博 有 许多 变种 ， 根 据 下 注 方 式 的 不 同 有 很 多 种 玩 
法 。 如 许多 其 它 的 骨 子 游戏 -- 样 ， 双 台 赌 博 的 历史 相当 和 悠久 ， 
但 现代 规则 的 确立 非常 晚 。 第 一 次 世界 大 战 中 的 士兵 确定 了 双 
货 赌 博 的 现代 规则 : 你 掷 两 枚 仍 子 ， 算 出 两 枚 骨 子 的 号 码 总 
和 。 如 果 号 码 总 和 是 7 或 11， 你 立刻 获胜 ; 如 果 号 码 总 和 是 
2、3 或 12， 你 立刻 失败 ; 如 果 不 是 以 上 五 种 情况 ， 则 连续 掷 
骨 子 。 如 果 你 最 初 掷 出 的 号 码 总 和 再 次 出 现 ， 你 获胜 ; 如 果 在 
此 之 前 你 掷 出 了 7， 你 失败 。 

显然 ， 你 首 轮 获 胜 的 概率 是 6/36 + 2/36 = 8/36。 如 果 首 轮 
未 分 出 胜 负 ， 则 胜 负 取决 于 两 件 事 一 -“ 最 初 挪 出 的 号 码 总 和 
再 次 出 现 ” 以 及 “ 掷 出 的 号 码 总 和 为 7” 一 一 -中 的 哪 一 个 先 出 
现 。 初 看 起 来 问题 很 复杂 ， 因 为 我 们 不 知道 需要 掷 多 少 次 八 
子 。 其 实 问题 可 以 大 大 简化 : 如 果 两 个 事件 A 和 B 是 相互 排 
斥 的 〈 即 不 能 同时 发 生 )， 两 个 事件 发 生 的 概率 分 别 是 a 和 b， 
则 事件 A 先 于 事件 B 发生 的 概率 是 av (a+b)。 例 如 ，A 表示 
“ 掷 出 的 号 码 总 和 是 6"，B 表示 “ 掷 出 的 号 码 总 和 是 7”。 两 个 
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事件 发 生 的 概率 分 别 是 5/36 和 6/36， 所 以 A 先 发 生 的 概率 是 
5/11。 

根据 在 于 : 如 果 在 某 一 轮 中 A 和 B 都 不 发 生 ， 我 们 可 以 
忽略 这 一 轮 。 只 有 A 或 日 发 生 的 轮 次 与 我 们 的 问题 有 关 。 由 
于 A 和 B 发生 的 概率 分 别 是 a 和 b， 在 连续 手 N 次 般 子 以 后 
(N 足够 大 )，A 和 B 发生 的 次 数 分 别 是 Na 和 Nb。 由 于 每 一 轮 
的 结果 要 么 是 A， 要么 是 B， 而 且 二 者 的 排列 是 随机 的 ， 所 以 
第 一 个 结果 是 A 的 概率 是 Na/ (Na+ Nb) =a/ (a+b)。 

对 应 于 你 首 轮 丘 出 的 号 码 总 和 ， 我 们 可 以 分 别 算 出 你 获胜 
的 概率 ， 并 从 而 算出 你 获胜 的 总 概率 。 例 如 ， 首 轮 掷 出 6 的 概 
率 是 5/36， 而 此 后 你 获胜 的 概率 是 5/11， 所 以 你 首 轮 据 出 6 
并 最 终 获 胜 的 概率 是 5/36 x 5/11。 类 似 地 你 可 以 算出 首 轮 据 出 
4、5、8、9、10 的 情况 。 此 外 ， 你 还 有 8/36 的 概率 首 轮 获胜 。 
综合 起 来 ， 你 获胜 的 概率 是 244/495， 约 等 于 0.493。 游 戏 对 扩 
货 子 的 一 方略 微 不 利 。 

在 英国 赌场 里 ， 每 局 比赛 要 抽出 1% 的 赌注 交 给 赌场 。 在 
美国 ， 游 戏 的 规则 有 许多 细微 的 变化 。 不 过 总 的 来 说 ， 这 种 游 
戏 像 其 他 赌场 游戏 一 样 ， 输 多 赢 少 。 


三 个 或 更 多 仍 子 的 游戏 


许多 般 子 游戏 的 目标 是 使 般 子 的 号 码 总 和 为 一 个 确定 的 
数 。 如 果 你 能 算出 总 和 为 各 个 数 的 概率 ， 你 就 可 以 判断 游戏 是 
否 对 你 有 利 。 判 断 的 方法 通常 是 “ 查 数 "， 不 过 查 数 也 是 有 学 
问 的 。 举 一 个 例子 : 如 何 计 算 三 枚 货 子 的 号 码 总 和 是 9 或 10 
的 概率 ? 
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可 以 这 样 计算 : 首先 列 出 总 和 为 9 或 10 的 各 种 组 合 ， 结 
果 是 

9= (6, 2, 1), (5, 3, 1), (5, 2, 2), (4, 4, 1), (4, 
3, 2), (3, 3, 3); 

10= (6, 3, 1), (6, 2, 2), (5, 4, 1), (5, 3, 2), 
(4, 4, 2), (4, 3, 3)。 

9 和 10 对 应 的 组 合 都 是 六 种 ， 所 以 总 和 是 9 的 概率 与 总 和 
是 10 的 概率 相等 。 

如 果 你 相信 这 个 结果 ， 你 就 上 当 了 ! 类 似 的 一 个 圈套 : 
“总 和 为 3 的 组 合 只 有 一 种 (1，1，1)， 总 和 为 4 的 组 合 也 只 
有 一 种 (2，1，1)， 所 以 总 和 是 3 的 概率 与 总 和 是 4 的 概率 相 


统计 组 合 的 方法 是 正确 的 ， 但 结果 不 对 。 为 标明 错误 所 
在 ， 我 们 把 三 枚 仍 子 区 分 开 ， 分 别 涂 以 红色 、 自 色 和 蓝 色 。 此 
时 间 题 很 明显 : 总 和 是 3 的 状态 只 有 一 种 一 一 每 个 角子 都 显示 
1; 但 总 和 是 4 的 状态 却 有 三 种 三 妆 骨 子 中 的 一 要 显示 2， 
而 另外 两 枚 显示 1。 因 此 ， 总 和 是 4 的 概率 为 总 和 是 3 的 概率 
的 三 倍 。 同 样 ， 组合 (4，4，2) 对 应 的 状态 有 三 种 一 一 三 枚 
最 子 中 的 一 枚 显示 2， 而 另外 两 枚 显示 4。 当 三 个 骨 子 的 号 码 
各 不 相同 时 ， 比 如 组 合 (5，3，1) ， 对 应 的 状态 有 六 种 一 一 三 
枚 仍 子 中 的 一 枚 显示 5， 剩 下 的 两 枚 中 的 一 枚 显示 3， 最 后 的 
一 枚 显示 1。 

回 到 最 初 的 问题 : 计算 三 校 仍 子 掷 出 9 或 10 的 概率 。 我 
们 算出 每 种 组 合 对 应 的 状态 数 ， 然 后 累加 : 

9: 6+6+3+3+6+1=25; 

10: 6+3+6+6+3+3=27。 

这 种 计算 方法 在 历史 上 非常 著名 。 大 科学 家 伽利略 除了 发 
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明 望 远 镜 、 开 创 动力 学 、 宣 扬 日 心 说 以 外 ， 还 研究 过 赌博 。 他 
在 一 个 佛罗伦萨 贵族 的 要 求 下 写 过 一 本 小 册子 ， 目 的 是 解释 为 
什么 三 枚 货 子 掷 出 10 的 频率 高 于 掷 出 9 的 频率 。 表 5.4 介绍 
了 对 应 于 几 种 总 和 的 状态 数 ,， 为 了 求 出 规律 值 ， 只 要 把 状态 数 
除 以 216 即 可 。 如 果 两 个 数 的 和 是 21 (比如 4 和 17，10 和 
11)， 则 这 两 个 数 作为 总 和 出 现 的 概率 相间 。 

结论 与 两 枚 角子 的 情况 非常 类 似 。 前 面 我 们 已 经 得 出 结 
论 : 措 两 枚 避 子 ,号码 总 和 为 中 间 值 (7) 的 概率 最 大 ， 两 端 


的 值 对 应 的 概率 递减 。 事 实 上 ， 当 仍 子 的 总 数 超过 3 时 这 个 规 


律 依然 生效 。 当 戏子 的 数目 为 偶数 时 ， 中 间 值 是 惟一 的 ， 当 惟 
子 的 数目 为 奇数 时 ， 中 间 值 有 两 个 ， 这 两 个 值 对 应 的 概率 相 
同 。 在 数学 上 有 一 个 公式 ， 在 给 定 侦 子 的 数目 和 号 码 总 和 的 情 
况 下 可 以 立刻 求 出 对 应 的 概率 值 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 理 查 
德 .区 斯 坦 的 著作 《赌博 原理 与 统计 方法 》。 


四 个 般 子 一 一 凯 夫 勒 . 德 ' 米 勒 问题 


关于 概率 的 系统 研究 始 于 17 世纪 ， 开 创 者 是 两 个 伟大 的 
数学 家 : 帕斯卡 和 费 尔 马 。 凯 夫 勒 . 德 : 米 勒 是 一 个 著名 的 赌 
徒 ， 他 考虑 过 一 个 问题 : 抛 四 枚 仍 子 ， 至 少 出 现 一 个 6 的 概率 
和 一 个 6 也 不 出 现 的 概率 哪个 大 ? 这 个 问题 受到 帕斯卡 和 费 尔 
与 的 重视 ,概率 论 研究 由 此 发 端 。 
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附录 2 介绍 了 这 个 问题 的 答案 : 一 个 6 也 不 出 现 的 概率 是 
625/1 296， 鞋 少 出 现 -- 个 6 的 概率 是 671/1 296。 后 者 的 概率 
较 大 。 凯 夫 勒 ` 德 : 米 勒 热衷 于 一 个 游戏 ; 每 次 掷 两 枚 从 子 ， 月 
的 是 至 少 得 到 …… 次 两 个 蜗 子 都 是 6 的 情况 。 需 要 扼 多 少 次 骨 子 
才能 使 至 少 得 到 一 次 双 6 的 概率 大 于 1/2? 

有 一 种 解法 如 下 : 掷 一 枚 货 子 有 6 种 可 能 结果 ， 掷 两 枚 咒 
子 有 36 种 可 能 结果 ; 由 于 掷 一 枚 仍 子 需要 4 次 才能 使 得 到 至 
少 一 个 6 的 概率 高 于 1/2， 而 36 恰好 是 6x6， 所 以 需要 撕 24 
次 角子 才能 使 至 少 得 到 一 次 双 6 的 概率 大 于 1/2 (24 =4x6)。 

这 个 答案 是 错误 的 ! 在 求 挪 四 枚 骨 子 至 少 出 现 一 个 6 的 概 
率 时 ， 正 确 的 方法 是 先 计算 没有 6 出 现 的 概率 。 我 们 用 同样 的 
方法 计算 每 次 掷 两 枚 般 子 、 连 续 掷 24 次 的 情况 。 两 枚 般 子 可 
能 出 现 36 种 结果 ， 出 现 双 6 的 概率 是 1/36， 不 出 现 双 6 的 概 
率 是 35/36。 所 以 ， 连 续 抛 24 次 ， 每 次 都 不 出 现 双 6 的 概率 是 
(35/36)*， 这 个 数 略 大 于 二 分 之 一 ( 约 等 于 0.508 6)。 此 时 至 
少 得 到 一 次 双 6 的 概率 低 于 二 分 之 一 。 利 用 同样 的 方法 可 以 算 
出 ， 连 续 搓 25 次 骨 子 ， 每 次 双 6 都 不 出 现 的 概率 刚好 低 于 二 
分 之 一 〈0.494 5) ， 所 以 我 们 要 找 的 答案 是 25， 而 非 24。 

后 人 通常 认为 ， 德 * 米 勒 本 人 也 是 一 个 数学 家 ， 他 知道 解 
出 24 的 计算 过 程 是 错误 的 。 由 于 撕 24 次 和 毛 25 次 至 少 得 到 
一 次 双 6 的 梳 率 都 非常 接近 于 二 分 之 一 ， 所 以 德 . 米 勒 通过 赌 
博 实战 发 现 24 不 是 正确 答案 的 可 能 性 不 大 。 当 然 ， 有 些 书 上 
记载 的 就 是 德 * 米 勒 通 过 实战 发 现 了 问题 。 这 个 故事 再 次 证 明 ， 
概率 论 是 一 个 极 容易 让 人 犯错 误 的 领域 ,而且 计算 上 的 错误 不 
容易 用 实验 发 现 。 计 算 一 定 要 小 心 、 严 格 ， 否 则 你 可 能 输 钱 ! 
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后 发 制 人 


这 个 例子 的 规则 和 潘 尼 游 戏 不 同 ， 但 里 面 的 陷阱 非常 类 


有 四 校 般 子 ， 各 个 肯 季 上 的 号 友 与 普通 融 子 不 同 : 

红色 骸 子 每 个 面 都 是 4; 

蓝 色 山子 有 两 个 面 是 8， 四 个 曾 起 2; 

绿色 钱 子 有 三 个 面 是 7， 三 个 面 是 1; 

黄色 仍 子 有 四 个 面 是 6、 两 个 面 是 0。 

由 于 每 个 角子 的 各 面 号 码 总 和 部 是 234， 所 以 其 号 码 的 平 
均值 都 是 4。 任 选 -- 枚 最 子 ， 掷 N 次 《RN 足够 大 )， 则 得 到 的 
号 码 总 和 应 该 大 臻 相等， 没有 哪 枚 骸 子 有 加 定 的 优势 。 所 以 ， 
选 哪 枚 钥 子 无 所 谓 。 

游戏 这 样 进行 : 你 在 四 校 般 子 中 任 选 --. 枚 ， 我 在 剩 下 的 三 
枚 角 子 中 任 选 一 枚 。 两 人 各 毛 一 次 ， 号 码 较 大 者 获胜 。 

我 可 以 保证 : 无 论 你 选 鄂 -- 枚 骨 子 ， 我 都 可 以 找到 另 一 术 
骨 子 ， 从 而 使 我 效 脏 的 概率 不 低 于 2/3。 方 法 很 简单 : 

〇 如 果 你 选择 蓝 色 骨 季 ， 则 我 选择 红色 佐 子 。 蓝 色 仍 子 
“有 2/3 的 可 能 得 到 2， 而 红色 山子 总 是 得 到 4， 所 以 我 的 胜率 
是 2/3; 

〇 如 果 你 选择 绿色 仍 子 ， 则 我 选 振 蓝 色 仍 子 。 蓝 色 货 子 
有 173 的 可 能 得 到 8， 如 得 到 8 则 我 必 胜 ; 在 剩 下 的 2/3 的 可 
能 性 中 ， 蓝 色 山 子 得 到 2， 而 绿色 骨 子 有 i/2 的 可 能 得 到 1， 
此 时 我 仍然 获胜 。 所 以 我 的 胜率 是 1/3+ (2/3) (1/2) =273; 

〇 如 果 你 选择 黄色 角 子 ， 则 我 选择 绿色 骨 子 。 绿 色 骨 子 
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有 1/2 的 可 能 得 到 7， 如 得 到 7 则 我 必 胜 ; 在 剩 下 的 1/2 的 可 

能 性 中 ， 绿 色 仍 子 得 到 1， 而 黄色 般 子 有 1/3 的 可 能 得 到 0， 

此 时 我 仍然 获胜 。 所 以 我 的 胜率 是 1/2+ (172) (1/3) =2/3; 

〇 如 果 你 选择 红色 骨 子 ， 则 我 选择 黄色 仍 子 。 黄 色 般 子 

8 有 2/3 的 可 能 得 到 6， 如 得 到 6 则 必 胜 。 所 以 我 的 胜率 是 2/3。 
综 上 所 述 ， 四 枚 肉 子 的 关系 是 : 


结论 可 以 这 样 表 述 : “A 比 B 大 的 概率 较 高 ; B 比 C 大 的 
概率 较 高 ; C 比 D 大 的 概率 较 高 ; D 比 A 大 的 概率 较 高 。 但 
是 如 果 你 得 出 这 个 结论 : “红色 山子 优 于 蓝 色 人骨 子 ， 蓝 色 角 子 
优 于 绿色 山子， 绿色 骨 子 优 于 黄色 斤 字 ， 所以， 红色 山子 优 于 
黄色 骨 子 。” 那 可 是 大 错 特 错 。 如 果 你 真 的 这 样 认为 ， 我 愿意 
每 天 都 陪 你 赔钱 ! 


投标 游戏 


投标 游戏 可 以 帮 你 赚钱 ， 用 粉笔 在 桌面 上 写 下 从 1 到 6 的 
号 码 ， 让 参与 者 在 六 个 号 码 上 下 注 。 下 注 以 后 你 掷 三 枚 般 子 ， 
根据 被 下 注 的 号 码 出 现 的 个 数 判断 输赢 。 例 如 ， 我 用 1 英镑 赌 
号 码 4， 如 果 三 枚 般 子 的 结果 中 没有 4 (比如 出 现 {6，2，3}) 
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则 我 输 掉 赌注 ; 如 果 有 一 -个 4 (比如 出 现 {4，2，21}) 则 我 收 
回 2 英镑 (作为 赌注 的 1 英镑 加 上 赢得 的 1 英镑 ); 如 果 有 两 


结果 都 是 4， 则 我 收回 4 英镑 。 

初 看 起 来 这 个 游戏 对 庄家 没什么 好 处 。 有 的 人 可能 这 样 考 
虑 : 每 个 骨 子 出 现下 注 号 码 的 概率 是 1/16， 一 共有 三 校 般 子 ， 
所 以 出 现下 注 导 码 的 概率 是 1/2， 所 以 参与 者 至 少 有 1/2 的 机 
会 获胜 ， 此 外 还 有 出 现 两 个 以 上 下 注 号 码 的 机 会 ， 总 的 来 说 游 
戏 对 庄家 不 利 。 这 种 观点 是 错误 的 ! 正确 的 分 析 如 下 ， 每 --- 枚 
货 子 不 出 现下 注 号 码 的 概率 是 S6， 所 以 三 枚 仍 子 都 不 出 现下 
注 号 码 的 概率 是 (5/6)3= 125/216， 高 于 1/2 (按照 错误 的 思 
路 这 个 概率 应 当 等 于 1/2)。 人 恰好 出 现 一 个 下 注 号 码 的 概率 是 
75/216， 恰 好 出 现 两 个 下 注 号 码 的 概率 是 1$/216， 三 个 仍 子 都 
出 现下 注 号 码 的 概率 是 1/216。 如 果 参 与 者 赌 1 英镑 ， 平均 他 
将 取 回 0.92 英镑 。 

参与 者 的 投资 回报 率 是 92% ， 游 戏 对 庄家 有 利 ， 但 是 这 
个 优势 还 不 够 大 。 庄 家 赔本 的 危险 性 还 是 很 大 。 为 了 扩大 优 
势 ， 聪 明 的 庄家 可 以 修改 规则 : 如 果 结 果 中 不 出 现下 注 号 码 ， 
则 下 注 者 输 掉 赌注 ; 如 果 结 果 中 出 现下 注 号 码 ， 则 庄家 退还 赌 
注 并 赔 同 样 数量 的 钱 。 这 样 ， 参 与 者 的 投资 回报 率 下 降 到 


84% ， 平 均 每 玩 216 局 ， 庄 家 胜 125 局 ， 负 91 局 。 


有 一 种 类 似 的 游戏 用 五 枚 扑克 角子 玩 。 所 谓 “ 扑 克 山 子 ” 
与 普通 角 子 没有 根本 的 差别 ， 只 不 过 每 个 面 上 标的 不 是 从 1 到 
6 的 号 码 ， 而 是 6 个 扑克 牌 上 的 号 码 : 9，10, J，Q，, KK 和 A。 
游戏 规则 是 : 参与 者 可 以 任 选 两 个 面 下 注 ， 下 注 结束 以 后 庄家 
掷 五 枚 般 子 。 如 果 下 注 者 选 的 两 个 面 都 出 现 ， 则 下 注 者 获胜 ; 
如 果 只 出 现 一 个 面 或 都 未 出 现 ， 则 庄家 获胜 。 游 戏 有 两 个 极端 
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情况 : 当 五 枚 般 莹 的 结果 完全 相同 时 ， 每 个 下 注 者 都 失败 ; 当 


五 枚 般 子 的 结果 各 不 相 则 时 ， 许 多 下 注 者 获胜 。 
我 们 计算 一 下 每 个 下 注 者 的 胜率 。 假 疫 你 选择 号 码 A 和 
K。 可 能 出 现 的 情况 有 三 种 : 


(1) A 入 在 结果 中 都 不 出 现 ; 
(2) A 和 天 在 结果 中 只 有 一 个 出 现 ; 
(3) A 和 疏 在 结果 中 都 出 现 。 


对 于 情况 (1)， 由 于 一 个 单个 的 仍 子 结果 不 是 A 和 K 的 
概率 是 4/6= 2/3， 所 以 情况 (1) 发生 的 概率 是 (2/3)5。 

对 于 情况 《2)， 我 们 先 计算 结果 中 不 出 现 A 但 至 少 出 现 
一 次 的 概率 。 结 果 中 不 出 现 A 的 概率 是 (5/6);。 在 此 前 提 
下 每 个 面 只 有 5 种 可 能 的 结果 . 其 中 4 种 不 是 kk， 所 以 kK 一 次 
也 不 出 现 的 概率 是 (4/5)”。 所 以 ,结果 中 不 出 现 A 但 至 少 出 
现 一 次 KK 的 概率 是 

(5/6)s x (1~ (4/5);) 

显然 ,情况 (2) 发 生 的 概率 是 这 个 值 的 并 倍 。 

由 于 三 种 情况 对 应 的 概率 之 和 为 1， 所 以 情况 (3) 发 生 
的 概率 是 

1- (2/3)3-2x (56)5x (1- (4[S)5) =0.3279 
这 就 是 任意 选择 一 对 号 码 的 获胜 概率 ， 低 于 三 分 之 -一 。 对 于 庄 
家 而 言情 况 极 为 有 利 。 如 果 你 来 坐庄 ， 最 好 能 劝 参与 者 同时 买 
进 全 部 的 15 种 号 码 组 合 ; (9，10)，(9, J])，…… ，(9，10)。 
假设 他 在 每 个 组 合 上 下 ] 英镑 的 财 注 。 对 于 庄家 而 言 最 糟糕 的 
情况 就 是 搓 出 的 五 枚 货 子 号 码 各 不 相同 ， 此 时 买 家 的 15 个 组 
合 中 有 10 个 获胜 ，5 个 失败 ， 你 需要 付 给 买 家 20 英镑 ， 亏损 
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$ 英镑 。 但 是 这 种 情况 发 生 的 概率 低 于 十 分 之 一 ， 甚 它 情 况 都 
对 你 有 利 。 平 均 而 言 ， 你 收入 15 英镑 ， 支 出 9.84 英镑 。 在 非 
常 罕见 的 情况 下 概率 是 1/1 296 五 枚 盟 子 的 结果 相同 ， 
此 时 所 有 参与 者 的 赌注 都 被 庄家 吃 进 ， 

这 儿 个 值 是 怎样 算出 来 的 ?为 了 使 五 枚 角 子 的 号 码 各 不 相 
间 ， 第 二 枚 肯 子 的 号 码 要 不 章 于 第 -- 枚 ， 其 概率 是 5/6; 第 二 
枚 找 子 的 号 码 要 不 同 于 第 - 枚 和 第 枚 ， 其 概率 是 4/6; 如 此 
等 等 。 所 以 ， 五 校 蜗 子 的 号 码 各 不 相同 的 概率 是 (5/6) x 
(4/6) x (3/6) x2/6) =5/54， 约 等 于 0.092 6。 这 就 是 你 输 
5 英镑 的 概率 值 。 对 于 买 家 的 每 个 和 导 码 组 合 ， 你 支出 2 英镑 
的 概率 是 0.327 9。 在 你 收 到 买 家 的 15 英镑 以 后 ， 你 的 平均 支 
出 是 15x2 x 0.327 9 = 9.84 英镑 ， 相当 于 每 收入 1 英镑 支出 
0.66 英镑 。 

当然 仍 子 的 个 数 不 一 定 是 5 需要 注意 的 是 ， 找 子 的 个 数 
越 多 ， 庄 家 的 风险 越 大 。 当 帆 子 的 个 数 是 6 时 ， 游 戏 仍然 对 庄 
家 有 利 一 一 平均 每 收入 1 英镑 ， 支 出 0.84 英镑 。 当 仍 子 个 数 
达到 7 或 更 多 时 ， 游 戏 对 庄家 不 利 。 


我 们 从 一 个 硬币 游戏 开始 讨论 。 我 和 你 对 赌 ， 每 个 人 选择 
硬币 的 一 个 面 。 选 择 独 立 做 出 ， 在 选择 过 程 中 不 要 告诉 对 方 自 
已 的 选择 。 选 择 “ 正 面 ” 还 是 “反面 ”可 以 是 任意 的 ， 也 可 以 
利用 抛 硬币 的 方法 随机 指定 : 我 抛 一 次 硬币 ， 抛 出 哪个 面 就 选 
择 哪 个 面 ， 你 也 抛 一 次 硬币 ， 地 出 哪个 面 就 选择 有 娜 个 面 。 选 择 
过 程 完 成 以 后 ， 胜 负 取 决 于 我 们 的 选择 结果 : 如 果 我 们 选择 的 
结果 相同 ， 你 赢得 我 的 2 英镑 ; 如果 我 们 选择 的 结果 不 同 ， 我 
赢得 你 的 2 英镑 。 这 个 游戏 是 公平 的 ， 还 是 对 某 一 方 有 利 ? 

表 6.1 表示 游戏 的 所 有 可 能 结果 。 第 -- 列 是 我 的 选择 ， 第 
一 行 是 你 的 选择 。+ 2 表示 “我 赢得 你 的 两 英镑 "”，- 2 表示 
“你 赢得 我 的 两 英镑 ”。 

显然 ， 这 个 游戏 是 公平 的 ， 游 戏 中 没有 陷阱 。 如 果 你 不 关 
心 我 选择 什么 ， 只 是 完全 随机 地 做 出 自己 的 选择 ， 则 你 有 1/2 
的 机 会 获胜 ， 同 样 有 1/2 的 机 会 失败 。 其 实 这 个 游戏 和 硬币 没 
什么 关系 ， 倒 是 和 “石头 、 剪 子 、 布 ”类 似 。 

下 面 我 们 改 一 下 游戏 规则 ,、 如 表 6.2 所 示 ， 如 果 我 们 的 选 
择 都 是 正面 ， 则 我 输 3 英镑 ; 如 果 我 们 的 选择 都 是 反面 ， 则 我 
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输 1 英镑 ; 如 果 我 们 的 选择 不 同 ， 则 你 输 2 英镑 。 此 时 游戏 是 
否 公平 ?你 也 许 会 这 样 想 : “这 个 游戏 不 是 公平 的 。 因 为 当 你 
选择 反面 时 结果 对 你 有 利 ， 你 每 次 都 会 选择 反面 ， 这 样 我 每 次 
只 能 赢 1 英镑 ， 你 每 次 却 能 赢 2 英镑 ”这 个 想法 有 点 使 。 


表 6.1: 游戏 的 所 有 可 能 结果 


RR 


我 选择 反面 


一 3 


十 2 


假如 我 每 次 都 选择 反面 的 话 ， 你 可 以 每 次 都 选择 反面 ， 这 
样 每 一 轮 我 都 输 1 英镑 ， 我 赢 2 英镑 的 情况 永远 也 不 会 发 生 。 
但 你 的 结论 是 正确 的 : 这 个 游戏 确实 对 我 有 利 。 我 有 办 法 
保证 平均 每 一 轮 获 利 1/8 英镑 。 待 会 儿 我 会 告诉 你 我 的 诀 窜 ， 
现在 我 们 先 研究 一 个 类 似 的 游戏 。 这 个 游戏 的 特点 是 玩家 的 目 
的 不 是 直接 从 对 方 手中 赢 钱 ， 而 是 尽量 使 自己 的 利益 最 大 化 。 


约会 游戏 


一 个 男孩 和 一 个 女孩 约会 ， 两 人 约 好 8 点 钟 在 俱乐部 门口 


= 
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见面 。 如 果 丙 个 人 都 里 到 或 都 晚 到 ， 
的 夜晚 。 此 时 ， 我 们 认为 男孩 的 得 分 是 + 1; 如 果 男 孩 旱 到 而 
女孩 晚 到 ， 出 男 防 人 省 到 下 舱 的 情况 并 浊 自 己 的 前 女友 。 
此 时 ,我 们 认为 男孩 的 得 分 是 - 1; 最 后 ， 如 果 女 孩 早 到 而 男 
孩 蜀 到， 女孩 会 遇 到 自己 的 前 男友 ， 把 男孩 甩 在 一 边 和 前 男友 
走 。 对 于 男孩 而 言 这 是 最 糟糕 的 情况 ， 此 时 我 们 认为 男孩 的 得 
分 是 -2。 男 孩 的 得 分 情况 如 下 表 〈 数 学 家 称 之 为 “支付 矩 
阵 “)， 他 应 当 如 何 决定 ? 


女 核 时 到 女孩 晚 到 
男孩 早 到 i -ji 
男孩 晚 到 -2 1 


在 男孩 和 女孩 之 间 没 有 赌注 的 流通 ， 但 两 个 人 都 希望 自己 
今 晚 的 快乐 最 大 化 (也 就 是 得 分 最 大 化 ， 应 为 得 分 即 模拟 快乐 
程度 )。 女 孩 也 要 决定 早 到 还 是 晚 到 ， 她 用 自己 的 标准 判断 四 
种 可 能 情况 给 自己 带 来 的 快乐 。 她 会 画 出 自己 的 “ 表 ”( 即 支 
付 矩 阵 )。 女 孩 的 表 可 能 与 男孩 的 表 完 全 不 同 ， 不 过 男孩 并 不 
关心 这 种 差别 ， 他 只 是 按照 自己 的 表 做 决定 。 人 为 角 和 
的 态度 是 自 秘 的 ， 但 是 男 护 的 目的 不 过 是 度 过 一 个 快乐 的 夜 
哆 。 没 什么 可 以 指 下 的” 同 梯 、 女 孩 包 不 关上 男孩 的 总 
的 差异 ， 仅 仅 按 自己 的 去 行事 ， 判 浙 哪 一 种 选择 可 以 使 自已 的 
欢乐 最 大 化 。 如 果 两 个 人 的 选择 不 合拍 ， 他 们 很 快 就 能 发 现 。 

约会 游戏 与 表 6.2 卖 公 的 游戏 类 似 ， 可 以 用 相同 的 方法 解 
决 。 但 是 我 们 首先 要 分 析 . -类 相似 的 游戏 ， 这 些 游戏 比较 容易 
分 析 ， 而 且 可 以 显示 我 们 讨论 的 问题 的 独特 之 处 。 
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一 个 简单 的 游戏 


这 个 游戏 在 两 个 人 一 一 罗 仇 和 克 林 之 间 进 行 。 罗 伊 有 两 种 
选择 : a 和 b， 克 林 也 有 两 种 选择 ，A 和 B。 在 两 个 人 都 确定 
自己 的 选择 之 后 ,根据 两 个 人 的 选择 判断 游戏 的 结果 。 

罗 伊 赢得 的 就 是 克 林 输 掉 的 ， 罗 伊 只 关心 使 自己 的 收益 最 
大 化 。 双 方 在 利益 上 的 冲突 与 表 6.2 表示 的 情况 一 样 。 这 与 约 
会 游戏 略 有 不 同 ， 在 约会 游戏 中 男孩 的 所 得 与 女孩 的 所 失 无 
关 。 表 6.3 表示 在 各 种 情况 下 罗 伊 的 收益 ( 罗 伊 的 支付 矩阵 )。 
从 罗 伊 的 角度 看 ， 他 担心 克 林 会 洞悉 他 的 策略 ， 所 以 要 考 虚 克 
林 对 他 的 估计 。 比 较 a 和 b: 如 果 选 择 a， 保 证 最 少 赢 2?， 如 果 
选择 b， 只 能 保证 最 少 赢 1、 所 以 对 罗 伊 来 说 ， 选 择 a 优 于 选 
择 b。 另 外 ， 从 克 林 的 角度 看 ， 克 林 也 担心 罗 伊 会 洞悉 他 的 策 
略 。 比 较 A 和 了 B， 选 择 A 最 多 可 能 输 4， 而 选择 B 最 大 可 能 输 
2。 所 以 对 克 林 来 说 ， 选 择 B 优 于 选择 A。 


囊 6.3: 在 各 种 情况 下 罗 伊 的 收 盖 


罗 伊 选择 a 
罗 伊 选择 b 


现在 游戏 有 一 个 确定 的 结果 : 罗 伊 选择 a， 而 克 林 选 择 B。 
两 个 人 谁 也 不 敢 改 变 自己 的 选择 。 如 果 罗 伊 把 自己 的 选择 改 为 
b， 则 他 的 收益 从 2 减少 到 1; 同样 ， 如 果 克 林 把 自己 的 选择 
改 为 A， 则 他 的 支出 从 2 增加 到 4。 两 个 人 的 利益 均衡 产生 了 
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一 个 稳定 点 : (a，B)。 

然而 在 表 6.2 中 没有 这 样 的 稳定 点 。 在 表 6.2 中 ， 如 果 我 
选择 正面 ， 我 的 最 坏 结果 是 - 3; 如 果 我 选择 反面 ， 我 的 最 坏 
结果 是 - 1。 所 以 我 选择 反面 优 于 选择 正面 、 而 从 你 的 角度 看 ， 
选择 正面 或 反面 没有 明显 的 优 劣 、 在 这 里 ， 不 存在 一 个 确定 的 
结果 使 我 们 两 个 准 也 不 敢 改 变 选择 。 在 约会 游戏 中 情况 也 是 如 
此 。 这 两 个 例子 比 表 6.3 更 复杂 。 

稳定 点 是 这 样 确定 的 ; 


(1) 找 出 每 一 行 中 的 最 小 值 ， 然 后 找 出 所 有 最 小 
值 中 最 大 的 一 个 。 这 个 值 称 为 “最 大 极 小 值 ”; 

(2) 找 出 每 一 列 中 的 最 大 值 ， 然 后 找 出 所 有 最 大 
值 中 最 小 的 一 个 。 这 个 值 称 为 “最 小 极 大 值 "。 


如 果 “ 最 大 极 小 值 ” 和 “最 小 极 大 值 ” 重 合 ， 则 稳定 点 存 
在 。 在 多 数 情况 下 这 两 个 值 不 重合 ， 但 是 每 当 我 们 面临 一 个 新 
问题 时 ， 我 们 首先 应 当 考 虑 这 两 个 值 是 否 重合 ， 这 样 可 以 使 我 
们 少 走 很 多 弯路 。 当 每 个 参与 者 可 以 选择 的 策略 多 于 两 种 时 这 
个 方法 依然 有 效 。 


钓鱼 问题 


罗 伊 和 克 林 两 人 相约 去 钓鱼 。 他 们 约定 在 12 个 湖 中 选择 
一 个 作为 目的 地 。 这 12 个 湖 位 于 三 条 东西 方向 的 公路 和 四 条 
南北 方向 的 公路 的 交叉 点 上 ， 确 定 地 点 的 方法 是 罗 伊 在 三 条 东 
西方 向 的 公路 中 选择 一 条 ， 克 林 在 四 条 南北 方向 的 公路 中 选择 
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-- 和 条， 其 交叉 点 即 为 目的 地 。 每 个 淹 中 只 有 两 种 鱼 一 一 梭 子 鱼 
和 钙 旬 。 罗 伊 喜欢 的 梭 子 角 ， 想 去 梭 子 鱼 密 度 高 的 淹 ; 克 林 恰 
好 相反 ， 襄 欢 钓 名 鱼 。 由 于 梭 子 鱼 的 密度 高 就 意味 着 狼 鱼 的 密 
度 低 ， 所 以 克 林 想 去 梭 子 角 密度 低 的 湖 。 表 6.4 列 出 了 各 个 湖 
中 梭 子 鱼 的 密度 ，a、b、c 表示 东西 方向 的 公路 ，A、B、C、 
D 表示 南北 方向 的 公路 。 

罗 仇 发 现 三 条 公路 a、b、c 对 应 的 湖 中 的 最 低 梭 子 鱼 密度 
分 别 是 1、4、2， 其 中 的 最 大 值 是 4， 所 以 如 果 他 选择 b， 可 以 
保证 梭 子 鱼 密度 不 低 于 4。 另外 ， 克 林 发 现 四 条 公路 A、B、C、 
D 对 应 的 湖 中 的 最 高 梭 子 鱼 密 度 分 别 是 5、7、4、8， 其 中 的 最 
小 值 是 4， 所 以 如 果 他 选择 C， 可 以 保证 梭 子 鱼 密度 不 高 于 4。 
此 时 ，“ 最 大 极 小 值 ” 和 “最 小 极 大 值 ” 重 合 于 (b，C)， 这 
就 是 稳定 点 。 


表 6.4: 12 个 湖 中 梭 子 鱼 的 密度 (个 数 /公顷 ) 


一 且 他 们 认识 到 这 个 道理 ， 就 无 需 为 自己 的 选择 保密 。 罗 
伊 可 以 坦白 地 告诉 克 林 自 己 将 选择 b， 克 林 即 使 知道 了 这 个 消 
息 ， 最 佳 选择 也 只 能 是 C。 同 样 ， 克 林 可 以 坦白 地 告诉 罗 伊 自 
已 将 选择 C， 克 林 即 使 知道 了 这 个 消息 ， 最 佳 选择 也 只 能 是 b。 

如 果 表 6.4 中 的 数字 表示 的 不 是 梭 子 鱼 的 密度 ， 而 是 潮 的 
海拔 高 度 〈 以 百 米 单 位 )， 则 (b，C) 决定 的 湖 是 地 势 中 的 鞍 
点 。 从 南北 方向 看 ， 这 个 湖 的 地 势 最 高 ; 从 东西 方向 看 ， 这 个 


A 
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湖 的 地 势 最 低 - 由 解决 问题 的 过 程 通常 是 找到 “最 大 极 小 值 ” 
和 “最 小 极 大 值 ”， 看 看 这 两 个 值 是 否 重 合 ， 如 果 重 合 则 为 革 
点 。 这 个 过 程 可 以 称 之 为 “寻找 鞍点 ”。 

本 章 的 目的 是 讨论 抉择 较 少 的 游戏 ， 所 以 我 们 不 会 设计 表 
中 的 数据 非常 多 的 情况 。 钓 鱼 问 题 的 经 验 是 在 双方 有 多 种 选择 
时 首先 检验 鞍点 是 否 存在 。 当 双方 的 选择 较 少 时 也 是 如 此 。 


回 到 表 6.2 


表 6.2 中 没有 鞍点 ， 但 是 我 有 办 法 保证 平均 每 局 赢 1/8 黄 
镑 。 现 在 用 罗 伊 和 克 林 分 别 替代 我 和 你 。 在 没有 鞍点 的 游戏 
中 ， 一 个 玩家 不 能 始终 坚持 周 一 个 选择 ， 而 应 当 随机 地 做 出 决 
定 。 此 时 ， 最 关键 的 问题 在 于 确定 每 一 个 选择 对 应 的 频率 。 在 
表 6.2 中 ， 罗 伊 的 最 佳 策 略 是 选择 反面 多 --- 些 。 确 切 地 说 ， 在 
每 一 轮 中 罗 伊 应 当 以 3/8 的 概率 选择 正面 ， 以 5/8 的 慨 率 选择 
到 面 ， 并 保证 每 一 轮 的 选择 相互 独立 。 这 种 选择 称 为 “混合 策 
咯 。 

下 面 我 们 来 证 明 这 个 策略 的 优越 性 。 假 设 克 林 选 择 正 面 。 
此 时 我 们 把 注意 力 集 中 于 表 6.2 中 的 第 列 数 字 。 如 果 风 伊 选 
择 正面 (概率 为 3/8)， 罗 伊 “ 赢 ” -3 英镑; 如 果 罗 伊 选择 反 
面 (概率 为 5/8)， 罗 伊 赢 2 英镑 ; 所 以 在 此 情况 下 罗 伊 平均 
赢 

(-3) x (3/8) + (2) x (5/8) =1/8 

中 著 点 是 对 策 论 中 的 常用 词汇 。 之 所 以 称 为 “ 著 皮 "， 是 关 为 马鞍 的 中 心 点 

只 有 同样 的 性 质 。 一 一 译 者 注 、 


第 六 章 ”抉择 较 少 的 游戏 133 


假设 克 林 选 择 反 面 。 此 时 我 们 把 注意 力 集中 于 表 6.2 中 的 
第 二 列 数字 。 如 果 罗 伊 选 择 正面 (概率 为 3/8)， 罗 伊 赢 2 英 
镑 ; 如 果 罗 伊 选 择 反 面 (概率 为 5/8)， 罗 伊 “ 赢 ” -1 英镑 ; 
所 以 在 此 情况 下 罗 伊 平均 赢 

(2) x (3/8) + (-1) x (5/8) =1/8 

这 说 明 ， 无 论 克 林 如 何 选 择 ， 罗 伊 都 将 平均 赢 1/8 英镑 。 
和 钓鱼 问题 中 的 情况 一 样 ， 罗 伊 甚 至 无 需 为 自己 的 决策 保密 。 
即使 对 手 知道 了 罗 伊 的 策略 ， 也 无 法 阻止 罗 伊 在 游戏 中 获 利 。 
平均 每 玩 8 轮 ， 罗 伊 赢 1 英镑 ; 平均 每 玩 80 轮 ， 罗 伊 赢 10 英 
镑 。 罗 伊 不 能 保证 必 胜 ， 但 在 游戏 中 保持 优势 。 

如 果 罗 伊 已 经 知道 了 他 的 最 佳 策 略 是 以 3/8 的 概率 选择 正 
面 ， 以 5/8 的 概率 选择 反面 ， 他 如 何 才能 保证 自己 的 每 次 抉择 
既是 随机 的 ， 又 符合 预期 的 概率 ?我 介绍 两 个 办 法 。 这 两 个 办 
法 都 需要 器 械 的 帮助 。 第 --- 个 办 法 需要 一 只 电子 秒表 ， 读 数 精 
确 到 百 分 之 一 秒 。 在 每 次 决定 之 前 ， 开 启 秒 表 ， 过 一 会 再 让 秒 
表 停止 ,看 看 秒表 读数 的 倒数 第 二 位 数字 是 几 。 这 个 数字 显然 
是 {0，1，2，…，9%} 中 的 一 个 ， 而 且 是 其 中 任何 一 个 的 概率 
相等 。 如 果 是 0 或 9， 这 次 不 算 ， 再 让 秒表 跑 一 次 ， 直 到 得 到 
的 数字 不 是 0 和 9 为 止 。 如 果 得 到 的 数字 是 上 11，2，3} 中 的 
一 个 ， 则 这 一 次 你 选择 正面 ;否则 ， 选 择 反 面 。 这 个 方法 可 以 
保证 每 次 选择 是 随机 的 ， 而 且 选 择 正面 的 概率 和 选择 反面 的 概 
率 符 合 要 求 。 

第 二 个 办 法 要 借助 于 三 校 硬币 。 我 们 知道 ， 抛 三 枚 硬币 可 
能 有 八 种 结果 ， 每 种 结果 出 现 的 概率 相同 ， 而 且 其 中 正面 恰好 
出 现 一 个 的 情况 有 三 种 。 所 以 罗 伊 在 决定 之 前 可 以 抛 三 枚 硬 
币 ， 如 果 结 果 中 恰好 出 现 一 个 正面 ， 则 选择 正面 ;否则 选择 反 
面 。 衔 要 注意 的 是 ， 借 助 于 器械 做 出 随机 的 决定 比 依赖 于 自己 
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的 大 脑 订 舍得 多 1! 

如 果 你 想 在 这 类 游戏 中 获胜 ， 必 须 装 备 生成 随机 数字 的 器 
械 ， 岂 了 砂 表 是 很 好 的 选择 , 娆 方便 ， 久 精确。 此 外 ， 你 可 以 
选择 硬币 、 般 子 、 扑 克 牌 等 等 ， 事 先 沉 要 … 些 计算 。 

在 这 个 游戏 中 ，。 平 均 每 纶 罗 仿 癌 以 效 利 1/8 英镑 。 这 个 优 
势 非常 微妙 ， 对 手 通常 需要 很 长 时 间 才 能 识破 机 关 。 相 反 ， 在 
潘 尼 游戏 〈 详 见 第 四 章 ) 中 、 后 选择 的 … 方 优势 非常 明星， 其 
胜率 至 少 比 对 手 高 -- 倍 ， 对 手 很 快 就 会 发 党 形势 不 对 。 而 在 表 
6.2 的 例子 里 ， 如 果 对 手 和 随机 邮 选 择 正 面 和 反面 ， 并 保持 选择 
正面 和 上 反面 的 频率 相等 ， 则 双方 获胜 的 次 数 革 本 上 同样 多 ， 只 
不 过 罗 佬 输 ! 英镑 的 次 数 比 输 3 英镑 的 次 数 多 得 和 多， 对手 却 每 
次 都 输 2 英镑 。 这 个 诀窍 实在 不 容易 被 察觉 。 

假如 罗 俩 按 这 个 策略 玩 了 若干 局 ， 他 在 游戏 中 获 利 的 概率 
是 多 少 ? 这 个 问题 依赖 于 两 个 对 数 :， 对 手 的 策略 以 及 一 共 进 行 
多 少 局 。 我 们 首先 考虑 最 简单 的 …- 种 情况 : 对 平 每 次 都 选择 正 
面 。 此 时 每 局 只 有 两 种 可 能 结果 : 多 伊 赢 2 英镑 或 罗 伊 输 3 英 
镑 。 图 6.1 显示 了 游戏 进行 两 局 以 后 的 结果 . 

图 6.1: 游 戏 进行 两 局 以 后 罗 伊 的 熏 利 状况 及 对 应 的 概率 


罗 伊 选 正面 -r(25764:4) 
一 


多 伊 选 正面 > (548:2) < 
~ 罗 傣 选 反 认 人 、 
游戏 开始 人 < 四 
、 ~ Df 渤 上 四 一 
罗 伊 选 反面 、 (378， -33 一 


(30/64:; - ) 


多 他 造反 窒 、 Lo es -6) 


第 六 章 ”抉择 较 少 的 游戏 135 


表 中 箭头 上 的 文字 表示 罗 伊 在 本 局 中 的 选择 ， 箭 头 之 后 的 
文字 表示 此 选择 的 概率 以 及 在 此 选择 之 下 罗 伊 的 饼 利 状况 。 结 
论 令 人 吃惊 : 当 两 局 结束 之 后 ， 昌 然 从 整体 上 说 罗 修 有利 可 图 
(平均 收入 1/4 英镑 )， 但 是 仪 在 25764 的 情况 下 罗 伊 的 豚 利 值 
是 正 数 ， 亨 在 多 数 情 况 下 (概率 为 39/64) 罗 伊 的 盈利 值 是 负 
数 。 即 罗 伊 输 钱 的 概率 比 启 钱 的 概率 高 . 

如 有 果 对 手 随机 地 选择 正面 或 反面 ， 则 问题 复杂 得 多 。 每 …- 
局 游戏 有 所 种 可 能 结果 : 多 伊 赢 2 英镑 【概率 为 1/2)， 罗 供 
输 1 英镑 (概率 为 5/16) 以 及 罗 盆 输 1 英镑 (概率 为 3/16)。 
在 两 局 之 后 ， 结 论 有 了 变化 : 罗 仇 不仅 在 整体 收入 上 占 优 势 ， 
其 盘 利 的 机 会 也 优 于 对 手 . 

在 对 手 选择 正面 和 反面 的 频率 相等 的 情况 下 ， 游 戏 进 行 很 
多 局 以 后 的 情况 如 何 ? 游戏 进行 50 局 或 100 局 以 后 ， 罗 伊 顺 
利 的 概率 是 多 少 ? 为 了 保证 罗 伊 发 利 的 概率 高 于 90 多 ， 游 戏 
至 少 应 进行 多 少 局 ?” 回答 这 些 问题 并 不 困难 ， 但 计算 过 程 非常 
非常 繁琐 。 这 类 问题 最 好 用 计算 机 解决 。 

表 6.5 是 根据 计算 机 模拟 游戏 过 程 的 结果 统计 出 的 数据 。 
为 了 保证 数据 的 可 靠 性 ， 每 一 个 数据 都 是 根据 100 万 次 以 上 的 


计算 机 模 氢 统计 出 来 的 。 在 游戏 进行 2、4、8，……… 局 以 后 ， 
罗 伊 的 平均 收益 分 别 是 2、4、8，…… 英镑 。 但 是 ， 即 使 游戏 


进行 了 很 多 局 ， 罗 伊 失 利 的 可 能 性 还 是 存在 的 。 游 戏 进行 500 
局 以 后 ， 罗 伊 还 有 8% 的 概率 失利 。 
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表 6.5: 游戏 进行 若干 局 之 后 的 战况 (计算 机 模拟 的 结果 ) 


64 | 128| 256| 5121102 
1 


罗 伊 敌 利 的 概率 (%) 加 DT 下 9% 


0.310.1 


js 
双方 收益 持平 的 概率 〈%) | 5 13.3| 2 |1.210.7 


如 何 使 游戏 公平 ? 


在 约会 游戏 中 ， 无 所 谓 公 平 与 否 的 问题 ， 因 为 在 两 个 参与 
者 之 间 没 有 赌注 的 流通 。 但 是 在 参与 者 通过 游戏 决定 赌注 的 归 
属 的 情况 下 ， 公 平 与 否 是 必须 考虑 的 。 所 谓 公 平 ， 是 指 每 个 参 
与 者 在 游戏 中 的 平均 收益 都 等 于 0。 在 表 6.1 表示 的 游戏 中 ， 
游戏 本 身 就 是 公平 的 。 而 在 表 6.2 中 ， 游 戏 是 不 公平 的 。 为 了 
使 一 个 这 样 的 游戏 变 成 公平 的 游戏 ， 应 当 补充 一 条 规定 : 在 每 
一 局 开始 之 前 ， 占 优势 的 一 方 应 当 支付 给 对 手 一 定数 量 的 筹 
但 。 

在 表 6.2 表示 的 游戏 中 ， 罗 伊 可 以 保证 平均 每 局 获 利 1/8 
英镑 。 这 也 是 他 可 以 保证 的 最 高 收益 ， 选 择 任何 策略 都 不 可 能 
使 他 的 平均 收益 更 高 。 在 这 个 游戏 中 ， 如 果 我 们 规定 每 一 局 之 

97 前 罗 伊 付 给 对 手 1/8 英镑 ， 则 游戏 就 是 公平 的 。 

对 于 存在 鞍点 的 游戏 ， 使 其 变 成 公平 游戏 非常 简单 。 占 优 
势 的 一 方 需要 付 给 对 手 的 钱 就 是 鞍点 位 置 上 的 数值 。 在 钓鱼 问 
题 中 ， 双 方 的 收益 不 是 用 货币 的 形式 表达 的 ， 所 以 我 们 先 要 把 
相关 数据 转换 成 用 钱 表示 的 形式 。 在 一 个 湖 中 ， 梭 子 鱼 的 密度 
越 高 ， 则 在 此 湖 钓鱼 对 罗 伊 越 有 利 ， 对 克 林 越 不 利 。 罗 贷 和 克 
林 应 当 达 成 一 个 协议 ， 依 据 每 个 淹 中 梭 子 鱼 的 密度 对 事件 “去 
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此 湖 钓鱼 ” 姑 值 ， 这 个 值 表示 罗 伤 应 当 付 给 克 株 的 钱 数 。 在 
CD 梭 子 鱼 的 密度 较 低 ， 对 克 林 越 
有 利 ， 所 以 对 应 的 值 应 当 是 负数 ， 相 反 ， 在 (c，D) 之 类 的 
湖 中 ， 梭 子 鱼 的 密度 较 高 ， 对 罗 伊 越 有 利 ， 所 以 对 应 的 值 应当 
是 正 数 。 无 论 罗 伊 和 克 林 如 何 约定 ，(c，D) 对 应 的 值 都 是 鞍 
三 。 如 果 罗 伊 付 给 克 林 相 当 于 贰 点 数值 的 钱 ， 游 戏 就 是 公平 
的 。 


如 何 发 现 最 佳 策略 


对 于 不 存在 鞍点 的 游戏 ， 如 果 双 方 的 选择 都 只 有 两 种 ， 则 
最 佳 策 略 很 容易 发 现 。 我 们 用 表 6.2A 为 例 说 明 发 现 过 程 。 表 
6.2A 是 根据 表 6.2 变化 而 来 的 ， 把 表 6.2 中 的 每 个 数值 都 加 上 
10 就 得 到 天 6.2A。 这 样 做 的 目的 是 消除 表 中 的 负数 ， 而 这 个 
变化 对 最 佳 策略 没有 影响 。 首 先 我 们 求 罗 伊 的 最 佳 策略 。 


表 6.2A: 表 6.2 的 变种 
克 林 选 择 正面 “| 克 林 选 择 反 面 


罗 伊 选择 正面 7 | 12 


本 一 一 一 一 


罗 伊 选择 反面 12 9 


一 - 


5 | 
1. 用 第 一 列 数 减 去 第 二 列 数 ， 得 到 ;| 一 一 
+3 1 
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2. 删 去 正 负 号 ， 并 交换 两 个 数 的 位 置 ， 得 到 : 


3. 求 出 两 个 数 的 和 。 在 本 例 中 ,3+S=8。 罗 伊 选 择 正 面 
和 反面 的 频率 应 分 别 是 3/8 和 和 5/8。 
克 林 可 以 用 类 似 方 法 算出 自己 的 最 佳 策略 ; 
1. 用 第 一 行 数 减 去 第 二 行 数 ， 得 到 ; [5 [3 
2. 删 去 正 负 号 ， 并 交换 两 个 数 的 位 置 ， 得 到 : [3 | 5] 
3. 求 出 两 个 数 的 和 。 在 本 例 中 ，3 + 5 = 8。 罗 伊 选择 正面 
3 和 反面 的 频率 应 分 别 是 3/8 和 5/8。 


在 本 例 中 两 个 人 的 最 佳 策略 相同 ， 不 过 这 是 特殊 情况 。 在 
多 数 情况 下 对 手 之 间 的 最 佳 策略 不 同 。 

表 6.2A 是 通过 把 表 6.2 中 的 每 个 数值 都 加 上 10 得 到 的 ， 
而 对 求 最 佳 策 略 的 过 程 略 加 推荐 即 可 发 现 ， 每 个 数值 都 加 10 
对 计算 结果 没有 任何 影响 。 所 以 ， 表 6.2 中 的 最 佳 策略 与 表 
6.2A 完全 相同 。 请 读者 验证 这 个 结论 。 为 便于 阅读 ， 我 们 把 
表 6.2 列 在 这 里 ， 


用 表 6.2 中 的 第 一 列 数 减 去 第 二 列 数 ， 得 到 -5 和 +3; 
删 去 正 负 号 并 交换 位 置 得 到 3 和 5; 结论 是 分 别 以 3/8 和 5/8 


第 六 章 “ 执 择 较 少 的 游戏 139 
的 概率 选择 正面 和 反面 。 

表 6.6 留 给 读者 做 练习 ， 这 个 表 也 是 表 6.2 的 变种 。 正 确 
答案 是 : 罗 贷 以 1/4 的 频率 选择 正面 ， 而 克 林 选 择 正 面 和 选择 
反而 的 频率 相等 。 

在 求 得 最 佳 策略 之 后 ， 每 个 参与 者 的 平均 收益 很 容易 计 
算 。 具 体 方 法 是 把 第 一 列 中 的 两 个 数字 分 别 乘 以 相应 的 频率 ， 
然后 求 和 。 例 如 在 表 6.2 中 ， 第 一 列 中 的 两 个 数 (-3 和 +2) 
对 应 的 频率 分 别 是 3/8 和 5/8， 所 以 罗 伊 的 平均 收益 是 

(-3) x (3/8) + (2) x (5/8) = 178 

这 个 值 也 可 以 利用 第 …… 列 中 的 数值 和 对 应 的 频率 来 计算 ， 
计算 方法 相同 ,结果 也 -…- 样 . 我 们 可 以 利用 这 个 性 质 来 验证 求 
得 的 最 佳 策略 是 否 正 确 。 在 表 6.6 中 ， 罗 伊 的 平均 收益 是 

(-3) x (1/4) + (1) x (3/4) =0 

这 说 明 表 6.6 对 应 的 游戏 是 公平 的 。 


表 6.6 
| 克 林 选 择 正面 
| - 


一 3 


罗 仇 选择 反面 1 


-一 -一 -一 


我 们 把 罗 伊 的 平均 收益 称 为 游戏 的 “公平 参数 "。 如 果 一 
个 游戏 不 是 公平 的 ， 只 要 罗 伊 在 每 局 之 前 付 给 对 手相 当 于 公平 m 
参数 的 钱 ， 游 戏 就 变 成 公平 的 。 表 6.2 中 的 公平 参数 是 178。 
由 于 表 6.24A 是 通过 把 表 6.2 中 的 每 个 数值 都 加 上 10 得 到 的 ， 
所 以 表 6.24 中 的 公平 参数 是 10 + 1/8。 所 以 在 表 6.2A: 对 应 的 
游戏 中 ， 在 每 局 之 前 罗 伊 应 当 付 给 对 手 10 + 1/8 英镑 。 
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通过 最 佳 策略 的 计算 过 程 很 容 外 发 现 两 个 规律 ; 


1. 把 表 中 的 每 个 数字 都 加 上 一 个 相同 的 数 ， 对 
计算 结果 没有 影响 ; 

2. 把 表 中 的 每 个 数字 都 乘 以 一 个 相同 的 数 ， 对 
计算 结果 没有 影响 。 


在 实战 中 ， 这 两 条 规律 可 以 帮助 你 简化 计算 过 程 。 


其 他 游戏 


下 面 我 们 利用 求 最 佳 策略 的 方法 分 析 几 个 游戏 。 这 些 游 戏 
有 两 个 共 园 点 : 游戏 双方 的 利益 相 冲突 ; 每 个 参与 者 希望 自己 
的 利益 最 大 化 。 


约会 游戏 
在 约会 游戏 中 ,男孩 的 支付 矩阵 如 下 :; 


女孩 时 到 女孩 晚 到 
男孩 早 到 1 -1 
Iw 男孩 晚 到 -2 ! 
表 中 没有 鞍点 ， 所 以 男孩 应 当 使 用 混合 策略 〈 即 按 一 定 概 
率 随 机 地 决定 每 一 局 中 的 选择 )。 应 用 计算 最 佳 策略 的 方法 ， 
用 第 一列 减 去 第 二 列 ， 得 到 (2，- 3); 消去 正 负 号 ， 交 换 数 
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值 的 位 置 ， 得 到 (3，2); 最 后 得 出 结论 : 男孩 应 当 以 3/5 的 
概率 早 到 ， 以 2/5 的 概率 晚 到 。 在 每 一 局 中 男孩 的 平均 收益 
(表示 他 在 当晚 的 快乐 程度 ) 为 
(1) x (3/5) + (-2) x (2/5) = -1/5 
结果 对 男孩 不 利 。 也 许 他 应 当 取 消 约会 ， 或 者 重新 评价 他 
的 快乐 标准 。 
为 一 方面 ， 女 孩 的 支付 矩阵 如 下 ; 


男 护 早 到 男孩 晚 到 
女孩 早 到 1 3 
女孩 晚 到 2 1 


《这 个 表 仅 表示 一 种 可 能 性 。 假 设 女孩 乐于 见 到 男孩 的 尴 
多 ， 而 如 果 与 自己 的 前 男友 重逢 ， 她 会 更 快乐 。) 用 第 -一列 减 
去 第 二 列 ， 得 到 (- 2，1); 消去 正 负 号 ， 交 换 数 值 的 位 置 ， 
得 到 (1，2); 最 后 得 出 结论 : 女孩 应 当 以 1/3 的 概率 早 到 ， 
以 273 的 概率 晚 到 。 女 孩 的 平均 收益 为 

(1) x (1/3) + (2) x (2/3) =5/3 

如 果 我 们 对 上 表 的 数值 加 以 调整 ， 把 3 换 成 - 1 (这 表示 

讨厌 与 前 男友 重 过 )， 则 表 中 出 现 鞍 点 。 女 孩 会 自动 选择 上 晚 到 。 


有 罪 的 丈夫 : 

丈夫 忘记 了 今天 是 不 是 妻子 的 生日 。 他 回 家 的 时 候 是 否 应 
当 买 一 东 花 作为 礼物 送 给 妻子 ?9 计算 最 佳 策略 的 方法 在 这 里 依 
然 有 效 。 

假设 今天 不 是 妻子 的 生日 。 如 果 丈 夫 没有 买 花 ， 属 于 正常 


] 仙 


142 机 会 的 数学 原理 


情况 ， 此 时 计 趟 夫 的 得 分 为 0; 如 果 丈 夫 买 花 ， 妻 子 会 高 兴 ， 
此 时 计 丈 夫 的 得 分 为 + 5。 

假设 今天 是 妻子 的 生日 ， 如果 丈夫 没有 类 花 ， 后 果 是 灾难 
性 的 ， 此 时 计 式 夫 的 得 分 为 - 20; 如 果 丈 夫 居 花 ， 妻 子 会 非常 
高 兴 ， 此 时 计 丈 夫 的 得 分 为 + 8。 

下 表 是 丈夫 的 支付 窍 阵 ， 这 个 游戏 由 丈夫 单独 参与 ， 没 有 
人 和 他 对 阵 . 


今 大 不 是 小 子 的 生日 今天 是 圳 子 的 生日 


不 天花 0 -20 
飞花 5 3 


首先 检查 此 表 是 否 存 在 鞍点 。 两 行 中 的 最 小 值 分 别 是 - 20 
和 +5， 最 小 值 中 最 大 的 是 +5; 两 列 中 的 最 大 值 分 别 是 5 和 8， 
最 大 值 中 最 小 的 也 是 + S。 所 以 鞍点 存在 、 结论; 无 论 今天 是 
不 是 妻子 的 生日 ， 丈 夫 都 应 该 买 花 。 (我 认为 每 一 个 妻子 都 应 
当 向 自己 的 丈夫 推荐 这 一 段 论证 。) 


潜艇 问题 

在 军事 行动 中 ， 敌 对 双方 拥有 的 选择 通常 超过 两 个 。 随 着 
每 一 方 的 选择 的 增加 ， 计 算 最 佳 策略 变 得 非常 复杂 。 本 书 仅 讨 
论 最 简单 的 情况 ， 如 果 读 者 希望 了 解 复杂 的 问题 ， 可 以 参考 
J"D: 威 廉 姆 斯 的 著作 《决策 专家 》 (The Compleat Strategyst) 的 
最 后 一 章 。 本 书 的 目的 是 让 普通 读者 可 以 接受 ， 所 以 我 们 只 
绍 每 一 方 只 有 了 两 种 选择 的 例子 。 

假设 你 是 海军 司令 。 你 指挥 两 稻 潜 艇 靠近 敌 军 的 航空 母 舰 
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发 动 攻击 。 潜 艇 A 携带 鱼苗， 洪 艇 B 携带 奉 制 武器 。 两 租 潜 
艇 必须 穿越 由 政 军 控制 的 海峡 。 海 峡 过 于 狭窄 ， 两 稻 潜 艇 不 能 
并 肩 行 台 ， 必 须 一 先 … 后 。 在 通过 海峡 时 ， 敌 军 可 以 进行 攻 
击 ， 但 蜗 能 攻击 一 稻 潜 艇 。 如 果 敌 军 攻击 第 -- 艘 潜艇、 出 受 攻 
击 的 潜艇 生存 的 概率 是 80%; 如 果 敌 军 攻 击 第 二 稻 港 艇 ， 则 
受 攻 击 的 潜艇 生存 的 概率 电 是 60% ， 因 为 此 时 政 军 的 准备 更 
加 充分 。 假 如 携带 鱼 皇 的 法 般 成 功 地 穿越 海峡 ， 则 可 以 保证 完 
成 任务 ， 为 了 使 完成 任务 的 慨 案 最 大 ， 你 应 当 如 何 安 排 潜艇 穿 
越 海 峡 的 次 序 ? 

在 这 个 例子 中 ， 双 方 各 有 两 个 选择 。 你 的 选择 a 是 携带 全 
尖 的 潜艇 先行 ， 你 的 选择 b 是 携带 鱼雷 的 潜艇 后 行 : 敌 军 的 选 
择 A 是 攻击 先行 的 潜艇 ， 政 牢 的 选择 B 是 攻击 后 行 的 潜艇 。 
在 各 种 情况 下 ， 你 完成 任务 的 禾 率 〈 以 百分比 表示 ) 如 下 表 所 


a 
禹 盏 攻击 先行 的 潜艇 ”、 敌 芝 攻 击 后 行 的 潜艇 
携带 鱼雷 的 潜艇 先行 80 100 
携带 鱼雷 的 潜 租 后 行 100 60 


在 这 个 表 中 不 存在 鞍点 ， 所 以 你 应 当选 拌 混合 策略 。 利 用 
前 文 介绍 的 求 最 佳 策略 的 方法 ， 用 第 一 列 减 去 第 二 列 ， 得 到 
(-20，40); 消去 正 负 续 ， 交 换 数值 的 位 置 ， 得 到 (40，20); 
最 后 得 出 结论 : 应 当 以 2/3 的 概率 命 今 携带 鱼雷 的 潜艇 先行 ， 
以 173 的 概率 命令 携带 鱼雷 的 沟 艇 后 行 。 完 成 任务 的 概率 是 

(80) x (2/3) + (100) x (1/3) =260/3 

所 以 ,你 有 87 多 的 机 会 完成 任务 、 


地 
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从 政 军 的 沁 场 上 考虑 ， 最 佳 策略 为 以 273 的 概率 攻击 先行 
的 潜艇 。 当 然 ， 这 要 求 政 军 知 道 如 何 计算 最 佳 策略 。 

如 果 : 一 个 海军 指挥 官 不 懂 这 个 方法 ,他 可 能 这 样 考虑 : 由 
于 80% 大 于 60%， 所 以 命令 携带 鱼雷 的 潜艇 先行 更 加 有 利 。 
按照 这 种 想法 行事 ， 他 只 能 保证 80% 的 成 功率 。 如 果 他 了 解 
我 们 讨论 的 方法 ， 他 就 可 以 把 成 功率 提高 到 87%。 


《破坏 者 》 问 题 

戴 斯 蕊 得 德 ' 拜 里 的 惊险 小 说 中 的 某 些 故 事 涉 及 到 我 们 正 
在 讨论 的 概率 问题 。 在 《破坏 者 》 的 结尾 ， 主 人 公 和 需要 决定 向 
哪个 方向 逃跑 ， 这 个 决定 要 用 到 求 最 佳 策略 的 方法 。 这 个 故事 
中 还 有 一 个 情节 ， 主 人 公 利 用 高 超 的 数学 技巧 引诱 别人 和 他 赔 
博 ， 而 赌博 对 主人 公有 利 。 这 个 赌局 我 们 留 到 第 七 章 介 绍 。 

下 面 的 情节 是 根据 拜 里 的 故事 改编 的 : 


邦 德 被 关押 了 很 久 ， 他 已 经 不 知道 分 天 是 里 期 几 
了 。 他 从 牢房 逃 出 来 ,挣扎 到 码头 。 当 他 看 到 码头 上 
停 着 一 稻 快 艇 时 ， 他 的 神志 清醒 了 。 他 可 以 向 南方 
进 ， 也 可 以 向 北方 逃 。 向 哪个 方向 逃 更 安全 ? 向 南方 
逃 距离 安全 地 点 较 近 ， 而 向 北方 逃 没 有 足够 的 燃料 。 
布 治 费 尔 德 肯定 会 追 他 ,而且 布 洛 费 尔 德 知 道 所 有 这 
些 情况 。 邦 德 的 思路 非常 敏捷 ， 他 拿 出 小 本 子 开始 计 
算 ， 然后 停 下 来 。 真 糟糕 ! 他 没有 手表 ! 这 时 邦 德 发 
现 了 电台 ,他 马上 和 总 部 的 Q 取得 了 联系 。0 焦急 地 
发 问 ;“007， 你 他 妈 的 在 哪 ?” 邦 德 回答 :“ 先 别管 我 
在 哪 。 今天 是 星期 几 ?”“ 星 期 一 .” 星 期 一 ， 邦 德 决 
定向 北 逃 。 
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我 来 解释 一 下 邦 德 的 决策 过 程 、 邦 德 有 两 个 选择 : 向 南方 
逃 或 向 北方 逃 ; 布 洛 费 尔 德 也 有 两 个 选择 : 向 南方 追 或 向 北方 
追 。 每 种 情况 下 邦 德 逃 脱 的 概率 〈 用 百分比 表示 ) 如 下 表 : 


布 洛 费 尔 德 向 南方 凯 ” 布 洛 费 和 尔 德 向 北方 追 
邦 德 向 南方 逃 70 100 
邦 德 向 北方 迷 80 40 


利用 我 们 前 面 介绍 的 计算 方法 ， 邦 德 应 当 以 4/7 的 概率 向 
南方 逃 ， 而 以 3/7 的 概率 向 北方 逃 。 由 于 邦 德 手边 没有 产生 随 


和 星期 二 这 三 天 中 的 一 天 ， 则 向 北方 逃 ; 否则 向 南方 逃 。 如 果 
从 布 洛 费 尔 德 的 立场 分 析 这 个 问题 ， 布 洛 费 尔 德 应 当 以 6/7 的 
概率 向 南方 追 。@ 


因 徒 悖 论 

罗 伊 和 克 林 合伙 抢 了 一 家 银行 。 警 察 知道 是 他 们 两 人 作 的 
案 , 但 没有 证 据 。 警 察 有 充分 的 证 据 证 明 他 们 两 个 犯 有 盗窃 
徘 ， 但 希望 以 抢 银 行 的 罪名 向 他 们 起 诉 。 警 察 把 他 们 两 个 单独 
关押 ,分 别 审讯 ， 希 望 其 中 的 某 个 人 能 告发 其 同伙 。 只 要 有 一 
个 人 告发 同伙 ， 就 可 以 按 抢 银行 的 罪名 定罪 ， 而 告发 者 可 以 获 


中 ”其实 邦 德 有 很 多 产生 随机 数 的 方法 。 比 如 说 ， 从 岸 边 抓 起 一 把 小 石子 ， 
计算 小 石子 的 总 数 除 以 了 得 到 的 余数 是 多 少 。 如 果 余数 是 0、1 或 2， 则 疝 北 方 逃 ; 
否则 向 南方 逃 。 当 你 需要 随机 数 的 时 候 ， 类 似 的 方法 非常 多 。 译 者 注 。 


实 


146 机 会 的 数学 原理 


得 减刑 。 

罗 供 订 能 这 样 考 虑 : “如 果 我 们 两 个 都 保持 沉默 ， 则 只 能 
按 盗窃 定 磊 ， 每 人 人 锥 2 年 ; 如 果 我 告发 克 林 ， 而 克 林 保 持 沉 
默 ， 则 我 将 被 当 庭 释 放 ， 克 林 人 狱 6 年 ; 反 过 来 ， 如 果 克 林 告 
发 我 ， 而 我 保持 沉默 ， 则 殉 林 将 被 当 庭 释放 ， 我 人 狱 6 年 ; 如 
办 我 们 两 个 互相 告发 ， 我 们 两 个 都 人 狱 和 年. 我 有 两 个 选择 : 
选择 “合作 '， 则 不 告发 克 林 ; 选择 “ 背 信 *， 则 告发 克 条 。 我 
的 支付 窍 阵 如 下 


克 林 选 择 合 作 克 林 选 摔 背 信 


我 选择 合 -2 -6 
我 选择 背 信 0 -5 


这 个 表 中 有 莹 点 ， 结论 是 无 论 克 林 如 何 选 择 ， 我 都 告发 
他 。” 

死 林 会 以 完全 相同 的 方式 做 出 决定 。 所 以 结果 两 个 人 都 选 
择 背 信 ， 各 自信 狱 5 年 。 

根据 道德 的 原则 他 们 应 当 信 任 网 伴 并 关心 同伴 的 利益 。 可 
是 他 们 担心 ， 如 果 自 己 信任 对 方 而 对 方 出 卖 自己 ， 则 出 现 最 糟 
糕 的 局 面 。 这 样 互 相 竹 肪 的 结果 是 两 个 人 都 受 损失 。 如 果 两 个 
人 都 信任 对 方 ， 保 持 沉 默 ， 则 结果 对 两 个 人 最 佳 : 各 自 入 狱 2 
年 。 


美女 与 警察 局 长 
这 个 问题 来 自 一 出 著名 的 戏剧 。 问 题 涉 及 到 两 个 主要 人 
物 : 美女 桃 斯 卡 和 警察 局 长 斯 卡 皮 亚 。 警 察 局 长 已 经 下 令 处 死 
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桃 斯 卡 的 情人 卡 瓦 拉 多 斯 ， 但 是 警察 局 长 愿意 用 卡 瓦 拉 多 斯 的 
自由 和 桃 斯 卡 做 交易 。 美 女 和 局 长 达成 荔 议 : 美女 向 局 长 以 身 
相 许 ， 症 局 长 释放 美女 的 情人 、 了 两 彰 都 可 以 出 卖 对 方 。 局 长 出 
卖 美 女 的 方法 是 派 人 杀 掉 美女 的 情人 ， 而 美女 出 卖 局 长 的 方法 
是 用 -- 把 暗藏 的 已 首 杀 死 局 长 。 

美女 的 目标 是 营救 情人 和 处 死 局 长 ， 局 长 的 目标 是 拥有 美 
女 和 消灭 情敌 。 美 女 会 这 样 考 虑 : “如 果 局 长 决定 不 杀 我 的 情 
人 ， 我 最 好 杀 掩 局长， 这样 就 可 以 和 情人 还 走高 长 ;如 果 局 长 
决定 杀 我 的 情人 ， 我 最 好 杀 掉 局 长 为 情人 报 做。 我 的 支付 矩阵 
如 下 : 


局 长 信守 诺言 局 长 出 卖 我 
我 信守 诺言 5 2 
我 出 卖 局 长 10 


无 论 启 长 如 何 选择 ， 我 一 定 要 杀 死 他 .” 

类 似 地 局 长 会 想 : “如 果 美 女 信守 诺言 ， 我 最 好 处 死 她 的 
情人 ， 免 得 他 碍 事 ; 如 果 美 女 决定 杀 我 ， 我 也 应 当 处 死 她 的 情 
和 人， 让 她 也 不 能 如 愿 。 我 的 支付 怎 阵 如 下 ! 


我 信守 诺言 5 -10 
我 出 卖 美 女 10 ~5 


无 论 美 女 如 何 选 择 ， 我 一 定 要 处 死 她 的 情人 。” 


Ba 
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这 不 是 一 个 欢乐 的 结局 。 美 女 和 局 长 都 决定 ， 无 论 对 方 如 
何 行事 ， 必 然 出 卖 对 方 。 两 个 人 的 结局 都 是 悲剧 性 的 : 局 长 失 
去 生命 ， 美女 失 去 情人 。 这 个 问题 中 的 表 与 因 徒 悖 论 中 的 表 数 
值 不 同 ， 但 意义 是 完全 一 样 的 。 表 中 的 数值 决定 参与 者 之 间 不 
可 能 形成 信任 关系 。 在 所 有 结果 中 ， 最 糟糕 的 情况 就 是 自己 信 
任 对 方 而 对 方 出 卖 自己 。 为 了 避免 这 种 情况 ， 必 须 先 出 卖 对 
方 。 


一 方 有 两 种 选择 ， 另 一 方 有 多 种 选择 的 问题 


一 方 有 两 种 选择 ， 另 一 方 有 多 种 选择 的 问题 并 不 总 是 很 复 
杂 ， 有 时 候 可 以 非常 轻松 地 解决 。 假 设 参 与 者 依然 是 罗 伊 和 区 
林 。 面 对 一 个 问题 时 ， 首 先 看 是 否 存在 鞍点 ， 如 果 存 在 ， 则 问 
题 已 经 解决 。 第 二 步 ， 如 果 不 存在 鞍点 ， 则 检查 克 林 的 各 个 选 
择 ， 看 看 是 否 存 在 一 个 选择 明显 优 于 另外 一 个 选择 。 如 果 存 在 
这 种 情况 ， 则 明显 对 克 林 不 利 的 选择 可 以 忽略 不 计 ， 问 题 因 而 
得 到 简化 。 由 于 表 中 的 数值 表示 罗 伊 的 收益 ， 所 以 克 林 希 望 相 
应 的 数值 尽 可 能 地 小 。 例 如 ， 罗 伊 的 支付 矩阵 可 能 是 这 样 : 


表 中 没有 鞍点 。 但 是 比较 C 和 D 所 在 的 列 ， 对 于 克 林 而 言 ， 
无 论 对 手 选择 a 还 是 b， 克 林 选 择 C 总 是 比 选择 D 更 好 。 所 以 
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电 可 以 忽略 不 计 ， 因 为 有 款 性 的 友信 不 可 能 选择 D。 同 样 ， 比 
较 A 积 虽 所 在 的 列 ， 对 于 区 林 商 让 和 是 是 比 吕 更 好 ， 所 以 甩 
也 可 以 删除 ， 这 样 ， 支 付 定 阵 简化 为 : 


这 个 问题 我 们 会 处 理 。 罗 供应 当 分 别 以 1/3 和 2/3 的 概率 选择 
a 和 上 了 了， 而 克 栋 应 当 以 相间 的 概 人 这 选择 A 和 (C。 

如 果 一 个 选择 总 是 比 男 一 个 选择 好 ， 则 称 之 为 “优先 选 
择 "。 在 上 例 中 ， 对 于 克 林 而 言 ，C 是 相对 于 D 的 优先 选择 ， 
A 是 相对 于 B 的 优先 选择 。 所 以 在 不 存在 鞍点 的 间 题 中 ， 首 先 
应 当 检 查 是 否 存 在 优先 选择 。 在 删除 所 有 不 必要 的 选择 以 后 ， 
如 果 问 题 还 原 成 每 个 人 只 有 两 种 选择 的 情况 ， 问 题 就 变 得 非常 
简单 。 

优先 选择 的 存在 有 时 候 和 鞍点 的 存在 相关 。 当 双方 的 选择 
都 只 有 两 种 时 ， 贰 点 存在 的 先决 条 件 是 至 少 有 一 个 参与 者 有 优 
先 选择 。 所 以 当 双 方 的 选择 都 只 有 两 种 时 ， 我 们 可 以 直接 检查 
是 否 存在 优先 选择 。 在 删除 不 必要 选择 之 后 ， 问 题 变 得 非常 直 
观 。 在 “有 罪 的 丈夫 ”的 例子 中 ， 问 题 就 可 以 如 此 处 理 。 对 于 
丈夫 而 青 , “ 买 花 ”相对 于 “不 买 花 ”是 优先 选择 ， 删 除 “ 不 
关上 花 ”的 选择 之 后 丈夫 就 只 有 一 个 选择 了 。 在 “囚徒 悖 论 ” 中 
也 是 如 此 ， 对 于 任何 一 方 而 言 “ 背 信 ” 总 是 优 于 “合作 ”。 不 
过 也 有 这 样 的 情况 : 鞍点 确实 存在 ， 但 并 不 存在 优先 选择 。 这 
种 情况 总 是 出 现在 至 少 有 …- 方 的 选择 不 只 两 种 时 。 例 如 在 “的 


— 
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鱼 问题 ”中 ， 贰 点 存在 而 优先 策略 不 存在 。 


筹码 游戏 


罗 伊 有 两 枚 筹码 ， 每 次 可 以 出 一 个 筹码 ， 也 可 以 出 两 个 筹 
码 。 克 林 有 三 枚 筹码 ， 每 次 可 以 出 一 个 、 两 个 或 三 个 筹码 。 两 
个 人 各 自 独立 地 决定 出 几 枚 筹码 ， 并 注意 保密 。 在 双方 都 决定 
好 之 后 ， 检 验 两 个 人 的 选择 。 游 戏 的 胜 负 取决 于 双方 出 的 筹码 
总 和 。 如 果 总 和 是 偶数 ， 克 林 付 给 罗 伊 数额 等 于 此 总 和 的 钱 ; 
如 果 总 和 是 奇数 ， 罗 伊 付 给 克 林 数 额 等 于 此 总 和 的 钱 。 

罗 伊 的 支付 矩阵 如 下 : 


这 个 表 中 没有 鞍点 ， 也 没有 优先 选择 。 我 们 需要 一 种 新 方 
法 解决 这 个 问题 。 新 方法 的 核心 在 于 : 对 于 克 林 而 言 ， 一 定 存 
在 一 种 最 佳 策略 ， 这 个 最 佳 策略 只 用 到 两 种 选择 。 我 们 首先 研 
究 如 何 利用 这 个 原则 发 现 最 佳 策略 ， 然 后 我 将 介绍 一 种 解决 这 
类 问题 的 几何 方法 。 

以 《1，2) 表示 “ 克 林 的 策略 由 “出 工 枚 筹码 和 “出 2 
枚 筹码 ”两 个 选择 组 成 "， 以 (1，3) 表示 “ 克 林 的 策略 由 
出 工 枚 筹码 ”和 “出 3 枚 筹码 ”两 个 选择 组 成 "， 以 (2，3) 
表示 “ 克 林 的 策略 由 “出 1 枚 筹码 ，” 和 “出 2 枚 筹码 两 个 选 
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择 组 成 "。 由 于 克 林 的 最 佳 策略 是 由 两 个 选择 构成 的 ， 所 以 只 负 
有 三 种 可 能 性 。 我 们 可 以 你 个 检验 这 三 种 可 能 性 。 

首先 ， 假 设 克 林 的 最 住 策略 属于 (1，2)。 此 时 ， 克 林 选 
择 “ 出 3 枚 筹码 ”的 可 能 性 已 被 排除 ， 问 题 还 原 为 双方 的 选择 
都 只 有 两 种 的 情况 。 这 个 问题 我 们 可 以 解决 。 计 算出 在 此 情况 
下 双方 的 最 佳 策 略 。 在 罗 伊 选择 最 佳 策略 的 情况 下 ， 计 算出 克 
林 分 别 选 择 三 种 策略 时 罗 伊 的 收益 ， 得 出 的 三 个 值 中 最 小 的 一 
个 基 罗 供 的 平均 收益 。 用 Pi 丫 示 此 时 罗 伊 的 平均 收益 。 

其 次 ,假设 克 林 的 最 住 策 略 属于 (1，3)。 此 时 ， 克 林 选 
择 “ 出 2 枚 筹码 ”的 可 能 性 已 被 排除 ， 问 题 还 原 为 双方 的 选择 
都 只 有 两 种 的 情况 。 计 算出 在 此 情况 下 双方 的 最 佳 策略 。 在 多 
伊 选择 最 佳 策略 的 情况 下 ， 计 算出 克 林 分 别 选 择 三 种 策略 时 罗 
伊 的 收益 ， 得 出 的 三 个 值 中 最 小 的 一 个 即 罗 伊 的 平均 收益 。 用 
P 表示 此 时 罗 伊 的 平均 收益 。 

最 后 ， 假 设 克 林 的 最 佳 策略 属于 (2，3)。 此 时 ， 克 林 选 
择 “ 出 1 枚 筹码 ”的 可 能 性 已 被 排除 ,问题 还 原 为 双方 的 选择 
都 只 有 两 种 的 情况 。 计 算出 在 此 情况 下 双方 的 最 佳 策 略 。 在 罗 
仇 选 择 最 佳 策 略 的 情况 下 ， 计 算出 克 林 分 别 选 择 三 种 策略 时 罗 
伊 的 收益 ， 得 出 的 三 个 值 中 最 小 的 一 个 即 罗 伊 的 平均 收益 。 用 
P 表示 此 时 罗 伊 的 平均 收益 。 

比较 Pl、 已 和 P;， 其 中 最 大 的 数 就 是 罗 伊 在 这 个 游戏 中 的 
平均 收益 ， 这 个 数 对 应 的 双方 的 最 佳 策略 就 是 这 个 游戏 中 的 双 
方 的 最 佳 策略 。 

具体 的 计算 过 程 留 给 读者 ， 下 表 是 计算 结果 。 如 果 你 没 看 
懂 ， 没关系。 只 要 你 明白 了 下 表 的 含义 ， 你 就 知道 我 的 意思 
了 。 
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这 个 表 的 意义 比较 复杂 。 我 们 以 第 -… 行 数值 为 例 解释 各 个 
数值 的 含义 。(1，3) 表示 克 林 的 策略 中 只 包含 两 个 选择 : “出 
1 枚 筹码 ”和 “出 2 枚 筹码 "; 7/12 表示 在 克 林 选 择 (1，2) 
的 情况 下 罗 伊 的 最 佳 策略 ，7712 是 此 时 罗 伊 选择 “出 1 枚 筹 
袜 ”的 概率 ; - 1/12 表示 在 罗 伊 选择 最 佳 策 略 的 情况 下 ( 即 
罗 盆 以 7/12 的 概率 选择 “出 1 枚 筹码 ")， 如 果 克 林 每 次 都 选 
择 “ 出 1 枚 筹码 ”， 罗 伊 的 平均 收益 ; 第 并 个 -1/12 表示 在 罗 
伊 选择 最 佳 策略 的 情况 下 ， 如 果 克 林 每 次 都 选择 “出 2 枚 筹 
码 ”， 罗 伊 的 平均 收益 ; 1/4 表示 在 罗 伊 选择 最 佳 策 略 的 情况 
下 ， 如 果 克 林 每 次 都 选择 “出 3 枚 筹码 ”， 罗 伊 的 平均 收益 。 
在 最 后 三 个 数 中 最 小 的 是 -1/12， 所 以 P = - 1712。 

在 这 个 问题 中 ，P = -1/12、 忆 = -1/2、P;= -3/16, 显 
然 Pl 最 大 。 因 此， 罗 伊 的 最 佳 策 略 是 以 7712 的 概率 选择 “出 
1 枚 筹码 ”"。 罗 伊 的 平均 收益 是 ~ 1/12， 这 个 数 也 就 是 这 个 游 
戏 的 公平 参数 ， 即 如 果 在 每 局 之 前 罗 伊 付 给 克 林 数 额 相当 于 
一 1/12 的 钱 〈 负 苇 表 示 事 实 是 克 林 付 给 罗 供 钱 )， 游 戏 就 是 公 
平 的 。 克 林 的 最 佳 策略 应 当 由 前 两 种 选择 组 成 ，.- 定 不 能 选择 
“出 3 枚 筹码 ”。 一 旦 克 林 选 择 “ 出 3 枚 筹码 "、 罗 伊 平均 可 以 
赢 数额 相当 于 1/4 的 钱 。 游 戏 本 来 是 对 克 林 有 利 的 ， 这 样 一 来 
克 林 就 亏本 了 。 

匈 林 的 最 佳 策略 是 以 172 的 概率 选择 “出 工 校 筹码 "， 以 
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1/2 的 梳 率 选择 “出 2 枚 筹码 ”。 此 时 ， 如 果 罗 伊 也 按 最 佳 策 
略 行事 ， 丝 局 克 林 半 均 获 利 1712， 假如 风 伊 不 按 最 佳 策略 行 
事 ， 风 供 的 损失 更 大 。 这 些 结论 都 可 以 利用 以 前 我 们 已 经 熟悉 
的 方法 得 出 。 

下 面 接受 这 个 问题 的 几何 解法 。 这 个 解法 非常 直观 ， 不 需 
机 复 尖 的 计算 。 考 虑 图 6.2: 


紧 线 a 表示 罗 伊 始 “出 1 榴 筹码 ”， 竖 线 b 表示 加 
伊始 终 选 择 “ 二 2 机 生 到、 yb ‘出 1 
枚 筹码 ”， 斜 线 B 表示 克 林 始 终 选择 “出 2 枚 筹码 ”， 斜 线 C 表 
示 克 林 始 终 选 择 “ 出 3 枚 筹码 "。A 和 a 的 交点 表示 当 罗 伊 选 
择 “ 出 1 枚 筹码 ”而 克 林 选 择 “ 出 1 校 筹 码 ” 时 罗 伊 的 收入 ， 
对 应 的 值 是 2，A 和 b 的 交点 表示 当 罗 仇 选 择 “ 出 2 枚 筹码 ” 
而 克 林 选 择 “ 出 1 枚 筹码 ”时 罗 伊 的 收入 ， 对 应 的 值 是 - 3。 
B、C 与 a、b 的 交点 的 含义 类 似 。 在 a 和 之 间 画 一 一 条 竖 线 c， 
c 表示 罗 伊 以 一 定 的 概率 选择 “出 1 枚 筹码 ”。ce 与 A、B、C 
相交 ， 三 个 交点 的 含义 是 在 罗 伊 的 这 个 策略 下 ， 对 应 于 克 林 的 
三 种 可 能 选择 罗 伊 的 收入 。 这 三 个 交点 决定 了 三 个 值 ， 其 中 最 
小 的 一 个 代表 罗 伊 在 这 个 策略 下 的 最 少 收入 。e 从 左 向 右 移 


各 


154 机 会 的 数学 原理 


动 ， 由 a 的 位 置 开 始 ， 到 b 的 位 置 结 束 . 在 这 个 过 程 中 ， 罗 伊 
的 最 小 收入 不 断 变 化 ， 而 最 小 收入 有 -个 最 大 信 。 这 个 最 大 值 
对 应 的 点 称 为 “最 佳 点 "。 最 佳 点 对 应 着 罗 伊 的 最 佳 策略 ， 最 
佳 点 的 高 度 表 示 罗 伊 在 游戏 中 的 平均 收益 ， 最 佳 点 与 a 的 距离 
比 最 佳 点 与 b 的 距离 的 比例 就 是 罗 仇 的 最 佳 策 略 中 黄种 选择 的 
比例 。 

斜 线 A、B、C 相交 ， 有 三 个 交点 。 最 佳 点 必然 是 这 三 个 
点 中 的 一 个 。 比 较 这 三 个 点 即 可 找到 最 佳 点 。 最 佳 点 是 两 条 斜 
线 的 交点 ， 一 旦 发 现 最 佳 点 ， 就 可 以 把 另外 的 条 斜 线 删 去 ， 
这 相当 于 删除 克 林 的 一 种 选择 。 此 时 问题 转化 为 双方 都 只 有 两 
种 选择 的 情况 ， 依 照 以 前 的 算法 解决 即 可 。 

如 果 你 用 绘图 纸 精确 地 画 出 图 6.2， 你 其 从 可 以 直接 从 图 
中 测量 出 罗 伊 的 最 佳 策略 和 平均 收益 。 图 中 的 最 佳 点 已 经 
“x ”过 出 ， 这 一 点 的 高 度 是 -1/12， 与 a、b 两 条 线 的 距离 之 
比 是 5:7。 

除了 直观 以 外 ， 几 何 解 法 还 有 一 个 好 处 .， 如 果 游 戏 中 存在 
优先 选择 ， 在 图 形 上 一 目 了 然 : 图 中 存在 两 条 不 相交 的 斜 线 ， 
其 中 一 条 始终 在 另 一 条 之 上 。 这 个 性 质 可 以 用 来 简化 计算 。 

以 上 讨论 的 两 种 方法 可 以 推广 到 克 林 的 选择 更 多 的 情况 。 
假设 克 林 有 4 枚 筹码 ， 每 次 可 以 有 4 种 选择 ， 新 增 的 选择 是 
“出 4 枚 筹码 ”。 现 在 ， 克 林 的 混合 策略 也 多 了 三 种 ， 除 了 (1， 
2)、(1，3) 和 (2，3) 以 外 , 还 有 (1, 4)、(2, 4) 和 (4， 
5)。 然 而 ， 问 题 并 不 因此 而 复杂 。 事 实 上 ， 先 前 的 解法 依然 有 
效 ， 只 不 过 计算 的 过 程 繁琐 了 一 些 。 这 个 问题 的 细节 留 给 读者 
完成 。 

现在 克 林 多 了 一 种 选择 :“ 出 4 枚 筹码 "， 如 果 罗 伊 还 是 坚 
持 以 前 的 最 佳 策略 ， 以 7712 的 概率 出 1 枚 筹码 ， 那 是 不 明智 
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的 。 注 为 假如 罗 伐 以 7712 的 概率 出 1 校 筹码 ， 而 克 林 出 4 枚 
筹码 ， 克 林 的 收益 上 升 ， 平均 每 局 高 达 5/12。 此 时 罗 伊 的 最 
佳 策略 已 经 不 同 。 罗 伊 应 当 以 9/16 的 概率 出 1 枚 筹码 ， 其 平 
均 收 答 是 - 3/16。 如 果 克 林 在 每 局 之 前 付 给 罗 伊 数额 相当 于 
3716 的 钱 ， 则 游戏 是 公平 的 。 

光 林 应 当 如 何 行事 ? 他 可 以 选择 出 工 枚 或 4 枚 筹码 ， 但 不 
能 选择 出 2 榴 或 3 枚 筹码 ，… 旦 克 林 选 拌 出 2 枚 或 3 枚 筹码 ， 
罗 俩 就 可 以 获 利 ,， 克 林 的 最 佳 策略 是 以 11716 的 概率 出 1 枚 筹 
码 ， 以 S716 的 概率 出 4 枚 筹码 。 

这 个 问题 用 几何 方法 解决 也 很 方便 。 在 图 6.2 中 加 入 一 条 
斜 线 D，D 连接 竖 线 a 上 的 -5 和 竖 线 b 上 的 +6。 了 与 A 的 交 
点 是 航 佳 点， 其 高 度 为 -3/16， 与 a 和 bb 的 距离 之 比 是 9:7。 

在 得 出 结论 之 后 ， 你 还 需要 一 个 产生 随机 数 的 器 械 《 比 如 
电子 秒表 )。 如 果 没 有 这 样 的 器 械 ， 即 使 知道 了 最 佳 策略 你 也 
无 法 应 用 。 假 如 你 没有 辅助 器 械 而 对 手 有 ， 对 手 就 可 以 占 便 
宜 。 


动物 之 间 的 游戏 


大 家 都 知道 数学 模型 在 物理 学 中 的 重要 性 ， 而 数学 模型 对 
于 生物 学 的 重要 意义 则 鲜 为 人 知 。 其 实 许多 重要 的 生物 学 理论 
育 后 都 有 美妙 的 数学 理论 的 支持 ， 比 如 解释 生物 遗传 规律 的 孟 
德尔 定律 。 现 在 流行 的 趋势 是 把 对 策 论 的 原理 和 方法 应 用 到 对 
动物 行为 的 研究 中 。 

当 动 物 之 间 争 夺 食 物 、 领 地 、 配 偶 等 对 于 子孙 繁 术 至 关 重 
要 的 资源 时 ， 其 行为 可 以 当 一 个 游戏 来 研究 。 我 们 考虑 最 简单 
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的 情况 ， 每 个 动物 只 有 两 种 选择 : 应 式 策 略 和 合式 策略 。 所 请 
订 式 策略 是 指 主动 攻击 ， 明 到 攻击 时 坚决 反击 ， 人 除非 济 受 严重 
损失 ， 否 则 绝 不 退让 ; 所 谓 鲤 式 策略 是 指 虚 张 岂 势 ， 绝 不 展开 
真正 的 进攻 ， 如 果 遭 到 攻击 立刻 撤退 、 两 只 航 之 周 的 决斗 方式 
征 张 牙 舞 爪 ， 徒 劳 地 耗费 时 间 和 体能 ， 直 到 有 -… 方 体力 不 支 ， 
退出 竞争 ， 另 一 方 赢 得 胜利 。 

动物 在 竞争 中 获得 的 战果 可 以 用 “新 增 适 应 性 ”这 个 概念 
表达 。 所 渭 新 增 适 应 性 即 动 物 对 环境 的 适应 性 增加 ， 这 个 概念 
可 以 景 化 地 描述 ， 表 示 为 因 游 戏 的 胜利 而 使 自己 繁 入 后 代 的 数 
量 的 平均 值 增加 的 数量 。 人 失败 的 一 方 也 可 以 繁衍 后 代 ， 但 是 后 
代 的 平均 值 会 因 失败 而 减少 。 新 增 适 应 性 反映 的 不 是 后 代 的 平 
均 数 量 本 身 ， 而 是 整个 平均 数量 的 增加 或 减少 、 如 果 … 个 动物 
在 游戏 中 选择 的 策略 正确 ， 其 后 代 会 增加 ,根据 遗传 的 性 质 我 
们 可 以 假设 其 后 代 继承 它 的 策略 。 所 以 ， 如 果 认 式 策略 优 于 镶 
式 策略 ， 经 过 一 段 时 间 之 后 褒 式 策略 被 选择 的 频率 将 上 升 。 

为 了 给 出 支付 矩阵 ， 我 们 必须 为 “新 增 适 应 性 ”确立 量化 
的 标准 和 尺度 。 我 们 需要 考虑 的 因素 包括 双方 争夺 的 资源 本 身 
的 价值 ， 两 个 持 座 式 策略 的 动物 进行 搏斗 带 来 的 损伤 ， 两 个 持 
鲍 式 策略 的 动物 耗费 的 时 间 和 体能 等 等 。 以 10 表示 资源 的 价 
值 ， 假 设 两 个 动物 都 持 雇 式 策略 或 都 持 锣 式 策略 时 双方 获胜 的 
机 会 均等 ， 即 平均 每 方 可 得 5， 资源 通过 搏斗 划分 。 如 果 一 方 
持 应 式 策略 而 另 一 方 持 铝 式 策略 ， 则 后 者 望 风 而 逃 ， 前 者 得 
10， 后 者 得 0。 此 外 ， 我 们 要 考虑 搏斗 带 来 的 损失 。 两 个 持 锣 
式 策 略 的 动物 的 搏斗 耗费 双方 的 时 间 和 体能 ， 每 一 方 因此 损失 
2; 两 个 持 庆 式 策略 的 动物 的 搏斗 残酷 而 危险 ， 这 样 的 搏斗 一 

由 且 发 生 ， 造 成 的 损失 已 超过 5， 此 时 双方 各 得 - 2。 支付 矩阵 

如 下 ， 


现在 我 们 要 考虑 的 问题 与 先前 完全 不 同 。 动 物 不 会 比较 两 
个 策略 之 间 的 优 劣 ， 所 以 我 们 关心 的 是 事实 上 哪个 策略 和 更 好 ， 
而 相 是 如 人 向 选 择 更 好 的 策略 .， 我们 必须 采取 新 的 研究 方案 。 假 
设 一 个 环境 中 的 所 有 动物 分 为 两 类 : 谭 和 和 和 鸟 ， 前 者 所 占 的 比例 
为 b， 后 者 所 占 的 比例 为 T- pe 我 们 看 一 下 哪 一 种 动物 对 环境 
的 适应 性 更 好 ， 适 应 性 更 好 的 一 方 后 代 会 增加 。 

泊 一 愉 驶 参与 游戏 时 ， 其 对 手 为 鹰 的 概率 是 p， 此 时 其 收 
益 为 0; 其 对 手 为 鲍 的 概 漂 是 1 - p， 此 时 其 收益 为 3。 所 以 鲍 
的 平均 收益 为 

(0) x (p) + (3) x (1-p) =3-3p 
利用 闻 样 的 方法 可 以 得 出 … 只 认 参 与 游戏 时 的 平均 收益 : 
(-2) x (p) + (10) x (1 -py =10- 12p 

显然 ， 当 p=7/9 时 ,3 -3p=10- 12p。、 此 时 雇 式 策略 与 
铝 式 策略 一 样 好 。 当 订 所 占 的 比例 高 于 7/9 时 ，3 -~ 3p> 10 - 
12p， 即 广 式 策略 不 如 铝 式 策略 好 (此 时 发 生 残酷 搏斗 的 危险 
太 高 )， 座 的 后 代数 量 会 减少 ; 相反， 当 订 所 占 的 比例 低 于 7/9 
时 ，3 -3p<10-~ 12p， 即 认 式 策略 比 镶 式 策略 好 ， 认 的 后 代数 
量 会 增加 。 

经 过 很 长 很 长 时 间 之 后 ， 自 然 选 择 的 结果 会 使 一 个 动物 采 
取 磨 式 策略 的 频率 稳定 在 7/9 上 。 一 种 极端 情况 是 所 有 动物 都 
只 选择 一 种 策略 ， 其 中 的 7/9 每 次 都 持 座 式 策略 ， 另 外 2/9 每 
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次 都 持 铝 式 策略 。 男 一 种 极端 情况 是 每 只 动物 都 选择 混合 策 


略 ， 以 7/9 的 概率 选择 认 式 策略 ， 以 2/9 的 人 慨 率 选 搓 鸟 式 策 
略 。 无 论 如 何 ， 当 一 只 动物 参与 游戏 时 ， 它 的 对 手持 黎 式 策略 
的 概率 是 7/9， 持 镶 式 策略 的 概率 是 2/9。 此 有 时， 无 论 这 内包 
物 持 哪 一 种 策略 ， 其 平均 收益 是 - 样 的 。 现 在 考虑 这 个 问题 : 
如 果 在 这 样 一 个 稳定 的 环境 中 ， 出 现 了 一 个 突变 物种 ， 此 物种 
选择 的 策略 与 众 不 同 。 此 物种 是 否 可 以 生存 ? 

假设 突变 物种 以 x 的 概率 选择 麻 式 策略 ， 以 1-x 的 概率 
选择 链 式 策略 ，x 是 一 个 在 0 和 1 之 间 的 数 ， 不 等 于 7/9。 当 
突变 物种 在 环境 中 所 占 的 比例 很 低 时 ， 它 们 在 绝 大 多 数 的 情况 
下 与 正常 物种 竞争 。 由 于 对 手 总 是 以 (7/9，2/9) 的 比例 选择 
策略 ， 所 以 无 论 突变 物种 选择 哪 种 策略 ， 其 平均 收益 是 一样 
的 。 突 变 物种 的 策略 既 不 使 其 获得 额外 的 好 处 ， 也 不 使 其 章 受 
额外 的 损失 。 这 个 物种 生存 还 是 灭 廊 ， 命 运 由 环境 随机 决定 。 

但 是 当 突 变 物种 在 环境 中 所 占 的 比例 增加 到 一 定 程度 时 ， 
竞争 发 生 在 两 只 同属 于 突变 物种 的 动物 之 间 的 概率 上 升 。 这 样 
的 两 只 动物 在 竞争 中 的 平均 收益 决定 了 物种 的 命运 。 由 于 x 不 
等 于 7/9， 动 物 在 竞争 中 的 平均 收益 下 降 。 这 说 明 ， 随 着 突变 
物种 数量 的 增加 ， 其 对 环境 的 适应 性 下 降 。 无 论 此 物种 的 成 员 
以 多 大 的 概率 选择 座 式 策略 ， 这 个 物种 最 终 将 被 消灭 。 

J"MM: 斯 密斯 发 明了 一 个 专门 的 术语 : 进化 稳定 策略 。 简 
要 地 说 ， 进 化 稳定 策略 的 功能 是 抵制 加 入 环境 中 的 新 物种 J- 
M-“ 斯 密斯 在 《进化 与 对 策 论 》 一 书 中 介绍 了 许多 类 似 的 例子 。 
在 我 们 的 例子 中 ， 以 7:2 的 比例 应 用 这 两 种 策略 就 是 进化 稳定 
策略 。 

改变 支付 矩阵 中 的 数值 ， 进 化 稳定 策略 也 随 之 改变 ， 假 设 
资源 的 价值 下 降 而 雇 和 座 之 间 搏 斗 的 危险 程度 上 升 ， 支 付 答 阵 
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计算 方法 和 以 前 … 样 ， 认 和 篇 在 竞争 中 的 平均 收益 分 别 是 
6-I0p 和 2-2p， 当 p=il2 时， 这 两 个 和 值 相 等 。 在 这 个 环境 
中 ， 如 果 出 现 ~ 个 突变 物种 ， 其 成 员 选 择 两 种 策略 的 比例 不 是 
1:1， 这 个 物种 将 被 淘汰 . 以 7:2 的 比例 应 用 两 种 策略 是 这 个 
环境 中 的 进化 稳定 策略 。 

换 -… 个 例 于 。 假 设 订 和 和 订 之 间 的 搏斗 风险 降低， 支付 矩阵 
变 成 这 样 : 


鹰 式 策略 
的 式 策略 


此 时 订 和 铝 在 竞争 中 的 平均 收益 分 别 是 6- 5p 和 2- 2p。 
由 于 p 在 0 和 1 之 间 ， 所 以 6-5p 总 是 大 于 2-2p。 这 说 明 应 
趟 策略 总 是 优 于 驻 式 策略 ， 铝 将 被 消灭 ， 环 境 中 的 所 有 成 员 都 


是 座 。 一 个 持 不 同 策略 的 新 物种 无 法 加 入 这 个 环境 。 鹰 式 策 略 
是 进化 稳定 策略 。 


相反 ， 假 设 记 和 鹰 之 问 的 搏斗 极其 残 瞻 ， 一 场 搏斗 使 双方 
各 得 - 100。 此 时 认 所 占 的 比例 将 剧烈 下 降 , 但 不 会 灭绝 。 认 
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可 以 在 一 个 很 小 的 比例 下 生存 ， 央 为 -只 麻 与 男 一 只 内 相 明 的 
概率 很 低 ， 而 当 鹰 与 角 相 遇 时 魔 还 是 占 上 风 。 在 这 个 环境 中 ， 
应 和 鳃 的 比例 是 1:25。 如 果 … 个 新 物种 选择 两 种 策略 的 比例 
不 是 1:25， 新 物种 在 环境 中 无 法 生存 、1:25 是 进化 稳定 策略 。 

当 每 只 动物 具有 随 种 可 选择 的 策略 时 ， 发 现 进化 稳定 策略 
是 否 由 混合 策略 构成 非常 容易 、 观 察 一 个 支付 和 矩阵， 如 果 左 下 
角 的 数值 比 左 上 和 的 数值 大 ， 并 且 右 上 角 的 数值 比 碳 下 角 的 数 
值 大 ， 则 进化 稳定 策略 由 混合 策略 构成 ; 否则 进化 稳定 策略 由 
单一 策略 构成 。 如 果 进 化 稳定 策略 由 混合 策略 斧 成 ， 计 算 这 个 
混合 策略 非常 简单 ， 和 前 文 讨 论 的 处 理 表 6.2 的 方法 很 相似 。 
以 本 节 的 第 一 个 支付 矩阵 为 例 ; 


用 第 一 行 数值 减 去 第 二 行 数值 ， 得 到 ( -2，7); 删 去 正 负 号 ， 
交换 位 置 ， 得 到 (7，2); 7:2 就 是 进化 稳定 策略 。 在 第 二 个 
支付 矩阵 中 ,第 一 行 数值 减 去 第 二 行 数值 ， 得 到 ( - 4，4); 
删 去 正 负 号 ， 交 换 位 置 ， 得 到 (4，4); 1:1 就 是 进化 稳定 策 
略 。 在 第 三 个 支付 矩阵 中 ， 第 一 行 数值 减 去 第 -- 行 数值 ， 得 到 
(1，4)， 这 两 个 数 都 是 正 数 ， 所 以 进化 稳定 策略 不 是 混合 策 
略 。 

动物 不 知道 如 何 计算 ,但 是 自然 选择 的 结果 使 得 动物 的 行 
为 与 我 们 的 计算 结果 相符 。 最 关键 的 因素 在 于 选择 进化 稳定 策 
略 可 以 使 动物 对 环境 的 适应 性 增加 ， 田 纳 森 称 之 为 “ 拟 和 政 的 
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先天 红色 。 鹰 式 策略 和 铝 式 策略 可 以 混合 使 用 ， 利 用 数学 方 
法 可 以 计算 环境 的 变化 〈 资 源 价值 的 变化 、 动 物 行为 方式 的 改 
变 等 等 ) 如 何 影 响 两 种 策略 的 使 用 频率 。 如 果 鹰 能 想 办 法 使 两 
只 座 之 间 的 搏斗 造成 的 损失 下 降 ， 对 鹰 的 生存 有 利 。 

其 实 进化 的 过 程 已 经 实现 了 这 个 要 求 ,在 很 多 情况 下 ， 两 
只 动物 在 开始 搏斗 之 前 先 用 某 种 方法 比较 双方 的 实力 ， 比 如 显 
东 自 己 的 肌肉 ,或 通过 隐 喀 展 才 自己 的 肺活量 。 这 与 蚤 和 人 镶 之 
间 的 凤 张 声势 不 同 ， 因 为 双方 确实 准备 在 必要 的 情况 下 战斗 。 
如 果 某 一 方 明显 处 于 劣势 ， 则 战斗 可 以 避免 。 这 样 对 双方 都 有 
好 处 。T"C: 布 洛克 介绍 过 -个 精妙 的 例子 。 布 洛克 和 同事 们 
观察 红 鹿 的 行为 。 在 交配 季节 ， 一 只 雄 鹿 要 控制 一 群 肉 鹿 作 为 
自己 的 各 有 财产 ， 这 样 有 利于 自己 的 基因 繁衍 。 通 常 不 到 7 岁 
的 雄 鹿 身体 不 够 强壮 ， 没 有 能 力 控 制 肉 谭 。 而 超过 11 岁 以 后 
雄 谭 的 战斗 力 下 降 。7 到 11 岁 的 雄 鹿 拥有 行为 能 力 ， 交 配 的 
欲望 也 很 强烈 。 当 两 只 雄 痢 因 争 夺 配 偶发 生 冲 突 时 ， 并 不 立刻 
开始 战斗 。 通 常 ， 刚 开始 时 两 只 雄 鹿 相 距 100 米 左右 ， 向 对 方 
哆 唑 。 它 们 可 能 是 通过 这 种 方式 比较 哪 一方 更 强壮 。 动 物 不 会 
使 用 扬声器 ， 晾 亮 的 吼声 无 法 伪造 。 如 果 双 方 在 这 个 项 目 上 不 
能 决 出 胜 负 ， 双 方 会 靠近 ， 相 距 几 米 ， 做 出 侧 移 、 跳 跃 等 一 系 
列 动作 ， 凶 狠 地 晃动 鹿角 。 这 种 行为 似乎 是 向 对 方 发 出 恺 吓 。 
观察 者 发 现 ， 这 种 预 热 活动 进行 的 时 间 越 长 ， 战 斗 爆 发 的 概率 
就 越 大 。 如 果 双 方 实力 相差 悬殊 ， 通 过 吼叫 、 跳 牙 等 行为 可 以 
鉴别 出 来 。 只 有 在 预赛 阶段 无 法 分 出 胜 负 的 情况 下 ， 残 酷 的 捕 
斗 才 开 始 进行 

本 章 的 主题 是 “抉择 较 少 的 游戏 ”。 当 每 一 方 的 选择 只 有 
两 种 时 ， 进 化 稳定 策略 总 是 存在 的 。 进 化 稳定 策略 有 时 候 由 混 
合 策 略 构成 ， 有 时 候 则 由 单一 策略 构成 。 当 每 一 方 的 选择 不 只 
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两 种 时 ， 可 能 有 很 多 种 结果 。 有 时 候 进 化 稳定 策略 包含 各 种 选 
择 ， 有 时 候 进化 稳定 策略 根本 不 存在 。 


两 性 博弈 


雄性 动物 和 内 性 动物 可 以 用 相同 的 标准 评价 自己 在 繁衍 后 
代 方 面 的 成 就 : 看 看 自己 有 多 少 后 代 发 育成 熟 ， 具 备 了 传播 祖 
先 的 基因 的 能 力 。 生 育 出 来 的 孩子 如 果 在 发 育成 熟 之 前 天 折 ， 
则 这 次 生育 活动 对 于 基因 而 言 是 没有 意义 的 。 理 查 德 : 道 庭 提 
出 了 一 个 简化 模型 ， 研 究 雄 性 动物 和 吹 性 动物 在 生育 活动 中 的 
行为 。 在 这 个 模型 中 ， 上 肉 性 可 以 选择 两 种 策略 : 着 慎 型 策略 和 
轻浮 型 策略 ， 雄 性 也 可 以 选择 两 种 策略 : 资 任 型 策略 和 放荡 型 
策略 。 

谨慎 型 峻 性 的 特征 是 只 有 当 雄 性 愿意 承担 抚养 后 代 的 义务 
并 取得 自己 的 信任 之 后 ， 才 同意 交配 。 灌 慎 型 肉 性 的 目的 不 是 
生育 尽量 多 的 后 代 ， 而 是 提高 生育 质量 ,使 后 代 长 大 、 成 熟 的 
条 件 更 好 ， 因 为 后 代 可 以 在 双亲 的 监护 下 成 长 。 谨 司 型 策略 的 
缺点 是 如 果 对 方 不 是 责任 型 雄性 ， 则 交配 无 法 完成 ， 她 会 失去 
很 多 交配 机 会 。 

放荡 型 峻 性 的 特征 是 不 放 过 一 切 交配 的 机 会 ， 尽量 多 地 繁 
殖 后 代 。 她 不 期 望 对 方 承担 抚养 后 代 的 义务 ， 但 是 如 果真 的 遇 
到 一 个 责任 型 的 雄性 ， 对 她 来 说 是 一 个 额外 的 收益 。 

在 这 个 游戏 中 ， 支 付 和 矩阵 中 的 数值 以 成 功 地 抚育 出 的 成 熟 
后 代为 标准 。 具 体 规 定 如 下 : 每 生育 一 次 后 代 ， 父 母 各 得 15; 
抚养 一 个 后 代 长 大 需要 耗费 20; 如 果 父 亲 是 责任 型 的 ， 抚 养 
责任 由 双方 分 担 ， 即 父母 各 付出 10。 当 谨慎 迎 肉 性 与 责任 型 
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雄性 相遇 时 ， 双 方 要 耗费 -定时 间 建 立信 任 关 系 ， 这 个 “ 谈 恋 
爱 ” 的 过 程 使 双方 各 付出 3。 当 谨慎 型 峻 性 与 放荡 型 雄性 相 过 
时 ， 交 配 不 会 发 生 ， 双 方 没 有 任何 损失 ， 也 没有 任何 收益 。 上 典 
性 的 支付 算 阵 如 下 : 


| ”放荡 型 雄性 


假设 雄性 中 责任 型 所 占 的 比例 是 x。 此 时 ， 谨慎 型 肉 性 的 
平均 收益 是 2x， 而 轻浮 型 具 性 的 平均 收益 是 Sx -5 (1-~x) = 
10x- 5。 当 x=S/8 时 ， 这 两 个 值 相等 。 如 果 责 任 型 雄性 所 占 
的 比例 超过 5/8， 则 轻浮 型 肉 性 有 利 ; 如 果 责 任 型 雄性 所 占 的 
比例 低 于 5/8， 则 着 慎 型 肉 性 有 利 。 

从 雄性 的 角度 看 ， 责 任 型 的 缺点 是 需要 承担 抚育 后 代 的 义 
务 ， 而 放 萝 型 的 缺点 是 可 能 遭遇 最 坏 的 情况 :; 如 果 与 谨慎 型 峻 
性 相遇 交配 无 法 完成 。 雄 性 的 支付 矩阵 如 下 ， 


| 


谨慎 型 雄性 轻浮 型 崔 性 


-一 一 一 一 一 -一 一 


责任 型 雄性 | 


假设 肉 性 中 讶 慎 型 所 占 的 比例 是 y。 此 时 ， 责 任 型 雄性 的 
平均 收益 是 2y+5 (1-y) =5 -3y， 而 放荡 型 雄性 的 平均 收益 
是 15~15y。 当 y=5/6 时， 这 两 个 箔 相等 。 如 果 谨 慎 型 肉 性 所 


pe 
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下 的 比例 超过 5/6， 则 责任 型 雄性 有 利 ; 如 果 间 愤 型 肉 性 所 占 
的 比例 低 于 5/6， 则 放荡 型 雄性 有 利 . 

x 的 值 和 vy 的 值 相 互 干 扰 ， 并 构成 -个 往 环 。 如 图 6.3 所 

， 图 中 的 机 坐标 代表 次 人 任 震 维 性 所 贞 的 比例 ， 纵 沟 标 代表 谨 
仁 江 雌性 记 占 的 比例 、 图 中 任意 -点 代表 - :种 全 体 成 员 的 构成 
和 如 果 SA8 的 雄性 是 责 仔 型 的 ， 而 且 576 的 肉 性 是 谨慎 型 

， 则 成 员 构 成 比例 对 应 于 六 点 ， 此 时 构成 比例 保持 稳定 。 
加 妆 宙 人 型 帮 各 和 这 撤 到 弛 中 
对 应 于 图 中 A 区 的 某 一 点 。 在 A 区， 由 于 次 任 型 雄性 的 比例 
很 师 ， 轻 浮 负 肉 性 占 合宜 ,结果 轻浮 型 肉 性 的 后 代 增 加 ， 谨 慎 
型 肉 性 所 占 的 比例 下 降 ， 成 员 和 构成 比例 因而 改变 ， 对 应 于 图 中 
B 区 的 某 -一 点 ， 

在 B 区 ， 谨慎 型 肉 性 比例 较 低 ， 而 责任 型 雄性 比例 较 高 ， 
形势 对 放荡 型 雄性 有 利 ， 因 为 放荡 型 雄性 很 容易 找到 轻浮 型 的 
对 象 繁衍 后 代 。 结 果 放 落 型 雄性 的 基因 传播 迅速 ， 次 任 型 雄性 
所 占 的 比例 下 降 ， 成 员 构 成 比例 因而 改变 ， 对 应 于 C 区 的 某 

一 点 。 在 C 区， 放荡 型 雄性 比例 较 高 ， 形 势 对 轻浮 型 肉 性 不 
利 ， 因 为 轻 滩 型 肉 性 需要 独力 抚养 后 代 。 相 反 、 谨 慎 型 肉 性 总 
是 在 雄性 的 帮助 下 生育 ， 形 势 对 谨慎 型 肉 性 有 利 . 结果 谨慎 型 
肉 性 的 比例 增加 ， 成 员 构 成 比例 因而 改变 ， 对 应 于 DD 区 的 某 
一 点 。 在 了 D 区 ， 轻浮 型 峻 性 比例 较 低 ， 放 荡 型 雄性 不 易 拷 到 
交配 机 会 ， 形 势 对 责任 型 雄性 有 利 。 结 果 放 水 型 雄性 所 占 的 比 
例 下 降 ， 成 员 构 成 比例 因而 改变 ， 重 新 回 到 A 区 的 某 一 点 。 
此 后 ， 下 一 轮 循 环 开 始 。 

在 这 个 模型 中 ， 没 有 国定 的 最 佳 策略 ， 你 应 当 如 何 选择 取 
决 于 异性 的 行为 特征 。 雄 人 性 总 是 喜欢 责任 型 雄性 ， 雄 性 总 是 喜 
欢 轻 浮 型 肉 性 。 竣 性 的 品位 决定 雄性 的 行为 。 人 类 和 动物 有 什 
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表 6.5 介绍 了 表 6.2 所 代表 的 游戏 进行 若干 局 之 后 罗 伊 历 
利 的 概率 ， 其 根据 是 计算 机 模拟 游戏 过 程 的 结果 而 非 严格 的 数 
学 推理 。 下 面 我 们 讨论 其 中 的 某 些 细节 ， 江 与 民意 测验 相 比 
较 。 我 的 计算 机 内 置 了 ~ 个 随机 数 发 生 器 ， 恨 据 它 生成 的 随机 
数 可 以 决定 在 一 局 具体 的 游戏 中 双方 的 选择 (正面 或 反面 )， 
从 而 确定 在 这 一 局 中 每 一 方 的 收 支 情况 。 我 们 可 以 让 计算 机 模 
拟 若干 局 游戏 ， 比 如 说 10 局 ， 以 这 10 局 游戏 的 结果 作为 一 组 
统计 样本 。 在 一 组 样本 中 ， 罗 伊 的 最 好 结果 是 赢得 20 英镑 ， 
最 坏 结果 是 输 掉 30 英镑 。 由 于 我 们 的 目标 是 确定 罗 伊 在 若干 
局 比赛 之 后 盈利 的 概率 ， 而 不 关心 贞 体 的 到 利 额 ， 所 以 只 需要 
判断 在 一 组 统计 样本 中 罗 伊 的 总 收益 额 为 正 数 、0 还 是 负数 。 
不 过 ,统计 具体 的 恒利 额 也 韭 全 无 用 处 ， 轩 为 这 个 值 可 以 用 来 
检验 我 们 的 模拟 程序 是 否 工 作 正 常 。 根 据 理论 计算 ， 罗 伊 在 每 
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局 中 的 平均 收益 为 1/8 英镑 ， 在 -组 统计 样本 (10 局 ) 中 的 
平均 收益 为 10/8 = 1.25 英镑 我们 可 以 生成 许多 组 统计 样本 ， 
计算 出 在 每 一 组 样本 中 的 平均 收益 ,看 看 结果 是 否 接近 于 
1.25。 当 然 ， 一 组 统计 样本 所 包含 的 局 数 不 一定 是 10 局 ， 这 
个 数 可 以 任意 规定 ，50 局 、200 局 等 等 ， 均 雹 不 可 。 

具体 规定 多 少 局 为 一 组 统计 样本 取决 于 我 们 对 统计 精度 的 
要 求 。 在 民意 测验 中 ， 通 常 以 1 500 个 调查 对 象 为 一 组 统计 样 
本 。 这 个 数据 广度 有 可 能 产生 “样本 偏差 "。 所 请 样本 偏差 是 
指 由 于 样本 中 所 包含 的 调查 对 象 不 能 有 效 地 代表 全 部 的 调查 对 
象 ， 从 而 造成 的 误差 。( 除 样本 误差 以 外 ， 还 有 许多 因素 可 能 
导致 结论 失真 。 例 如 ， 调 查 对 象 对 调查 漠不关心 或 故意 说 谎 ， 
调查 对 象 具 备 某 些 调查 者 未 意识 到 的 共同 特征 一 一 -都 是 未 婚 女 
性 ， 或 都 已 退休 等 等 。 在 计算 机 模拟 中 不 存在 这 些 问题 .) 在 
实际 操作 中 ， 我 们 不 可 能 完全 避免 样本 偏差 ， 但 通过 增加 数据 
广度 ， 可 以 减少 样本 偏差 。 

为 完成 一 次 抽样 调查 总 要 有 --- 些 花费 ， 直 接 消耗 由 两 部 分 
费用 构成 : 调查 的 启动 费用 以 及 在 调查 过 程 中 的 费用 。 在 民意 
测验 中 ， 我 们 直接 考虑 的 费用 是 训练 调查 员 的 花费 和 付 给 调查 
员 的 工资 。 在 计算 机 模拟 中 ， 通 常 不 需要 考虑 这 些 问 题 。 计 算 
机 是 廉价 而 高 效 的 工作 人 员 ， 调 查 费 用 主要 是 编写 计算 机 程序 
的 花费 ， 在 程序 给 出 以 后 ， 计 算 机 完成 1 000 次 调查 的 费用 与 
完成 100 万 次 调查 的 费用 差不多 。 计 算 机 模拟 通常 可 以 产生 极 
高 的 统计 精度 。 在 处 理 概率 问题 时 ， 我 们 经 常 通过 计算 机 模拟 
检验 计算 结果 。 如 果 我 们 的 计算 与 实际 结果 有 较 大 出 人 ， 通 过 
计算 机 模拟 很 容易 发 现 。 

在 民意 测验 中 ， 即 使 我 们 能 够 保证 样本 的 选择 完全 均匀 ， 
样本 偏差 依然 无 法 避免 。 假 设 某 个 政党 的 实际 支持 率 为 和 0%， 
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当 我 们 以 1 500 人 为 抽样 对 象 进行 民意 测验 时 ， 误 差 不 超 过 一 
个 百分点 的 概率 为 2/3， 市 误差 超过 2.5 个 百分点 的 概率 为 
1Z20。 如 果 我 们 高 估 了 某 … 个 政党 的 支持 率 ， 同 时 我 们 也 就 低 
估 了 其 反对 党 的 支持 率 ， 所 以 当 我 们 考虑 跑 个 政党 的 支持 率 的 
差 的 时 候 ， 误 差 还 要 大 一 倍 。 

民意 测验 的 组 织 者 可 以 通过 增加 调查 对 象 的 数目 减少 误 
差 。 然 而 ,增加 精度 不 是 - - 件 容 易 的 事 : 为 了 使 精度 增加 一 
倍 ， 调 查 对 象 要 达到 原来 的 四 信 ,， 在 计算 机 模拟 中 ， 我 们 只 需 
要 支付 一 些 电费 ， 可 是 在 民意 测验 中 ， 人 花费 就 大 多 了 。 


小 结 


许多 问题 可 以 作为 “抉择 较 少 的 游戏 ”来 讨论 。 其 中 某 些 
直接 来 自 于 游戏 ， 比 如 猜 硬币 的 游戏 和 出 筹码 的 游戏 ， 支 付 短 
阵 很 容易 获得 。 另 外 一 些 问题 来 自 于 社会 冲突 ， 为 了 得 到 支付 
撼 阵 需要 慎重 的 考虑 ， 而 且 对 阵 的 双方 对 于 支付 矩阵 应 当 是 什 
么 样 观点 可 能 完全 不 同 。 不 过 你 可 以 不 考虑 观点 上 的 分 上 层 ， 仅 
按 你 的 想法 生成 支付 和 矩阵。 为 了 得 到 你 的 最 佳 策略 ， 关 键 在 于 
寻找 “最 大 极 小 值 ”。 在 所 有 游戏 中 ,我 们 假设 双方 不 知道 对 
手 将 如 何 决策 。 

解决 问题 的 第 一 步 是 检查 “优先 选择 ”是 否 存 在 。 如 果 存 
在 ， 则 删除 不 必要 的 选择 ， 这 样 可 以 使 问题 简化 。 下 一步 是 检 
查 鞍 点 是 否 存在 。 如 果 存 在 ， 则 问题 已 经 解决 ， 游 戏 的 结局 是 
可 以 预测 的 。 

当 双 方 都 至 少 有 两 个 选择 ， 而 且 鞍 点 不 存在 时 ， 双 方 的 最 
佳 策略 都 由 混合 策略 构成 。 在 每 -一方 的 选择 都 多 于 两 种 时 ， 问 
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题 的 解决 非常 复杂 ,我 在 本 吧 中 没有 介绍 我 们 只 研究 于 少 一 
方 的 选择 只 有 黄种 的 情况 . ， 

最 简单 的 情况 是 游戏 双方 都 只 有 了 酚 种 选择 。 第 一 步 ， 用 第 
- 列 《 或 行 ) 数 减 去 第 一 列 〈 或 行 ) 数 ; 第 一步: 删 去 正 负 
写 ， 交换 位 置 ; 第 汪 步 : 两 个 数 的 比例 就 是 最 佳 策 略 中 的 两 种 
选择 的 比例 。 利 用 这 个 结果 可 以 求 出 游戏 的 公平 参数 ， 即 罗 仇 
的 平均 收益 。 如 果 每 一 局 开始 之 前 罗 伊 付 给 对 手相 当 于 公平 参 
数 的 钱 ， 游 戏 就 是 公平 的 。 

当 罗 伊 只 有 两 种 选择 而 充 林 的 选择 不 只 两 种 时 ， 问 题 可 以 
还 原 为 双方 都 只 有 两 种 选择 的 情况 。 最 关键 的 原则 是 克 林 的 最 
佳 策 略 一 定 是 由 不 超过 两 种 选择 构成 的 。 分 别 考虑 克 林 可 能 采 
取 的 两 种 选择 的 组 合 ， 计 算出 罗 供 在 此 形势 下 的 最 佳 策 略 ， 以 
及 这 种 策略 对 应 的 罗 伊 的 最 少 收 益 。 比 较 各 个 最 小 收益 的 值 ， 
其 中 最 大 的 一 个 就 是 罗 伊 在 这 个 游戏 中 的 平均 收益 。 罗 伊 的 平 
均 收益 对 应 的 双方 的 最 佳 策 略 就 是 在 这 个 游戏 中 双方 的 最 佳 策 
略 。 这 类 间 题 也 可 以 用 几何 方法 解决 。 

如 果 问 题 反 过 来 ， 罗 伊 的 选择 多 于 两 种 ， 而 克 林 只 有 两 种 
选择 ， 解 法 是 一 样 的 。 只 要 交换 罗 伊 和 克 林 在 支付 矩阵 中 的 位 
置 就 可 以 了 。 不 过 不 要 忘记 ， 原 来 的 支付 和 矩阵 是 从 罗 伊 的 立场 
制定 的 ， 所 以 支付 矩阵 中 的 数据 应 当 调 整 ， 正 数 应 当 变 成 负 
数 ， 负 数 应 当 变 成 正 数 。 如 果 你 的 对 手 不 知道 (或 不 相信 ) 我 
们 求 最 佳 策略 的 方法 ， 你 需要 做 的 仅仅 是 在 实战 中 教训 他 。 

在 双方 都 只 有 两 种 选择 的 游戏 中 ， 如 果 一 方 始终 选择 最 住 
策略 ， 而 另 一 方 不 选择 最 佳 策 略 ， 结 果 如 何 ? 非常 有 趣 的 情 
况 ， 结 果 和 双方 都 采取 最 佳 策略 的 情况 相同 。 比 如 在 表 6.2 表 
示 的 游戏 中 ， 罗 伊 坚 持 以 3/8 的 概率 选择 正面 ， 则 不 论 克 林 如 
何 选 择 结果 都 是 一样 的 。 然 而 ， 如 果 计 林 偏 离 了 最 佳 策 略 而 罗 
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俩 发 现 了 这 种 情况 ， 罗 伊 就 可 以 调整 自己 的 策略 ， 从 而 获得 好 
处 .比如 到 林 每 次 都 选择 和 引 商 ， 则 多 伊 使 自己 选择 正面 的 频 
雍 增 加 就 可 以 效 利 4) 

假设 财 伐 的 选择 具有 黄种 调 交 林 的 选择 有 三 种 或 光 多 。 史 
并 的 最 佳 策略 是 混合 策略 ， 克 杰 的 最 佳 策略 也 是 由 两 种 选择 构 
让 全 达 咯 。 如 时 风 借 采取 疗 侍 策略 ， 府 克 林 随 机 地 选择 两 
种 策略 中 的 一 种 ， 只 要 这 两 种 策略 是 构成 克 林 的 最 佳 策 略 的 成 
员 ， 不 论 克 林 以 什么 们 的 概率 选择 结果 都 是 一 样 的 。 但 是 ， 


一 日 克 林 采 肥 了 第 三 种 选择 ， 罗 伊 就 可 以 贞 便 宜 。 罗 贷 不 必 为 
死 林 的 思 恰 负责 。 


这 些 理 论 可 以 用 来 研究 动物 的 行为 。 动 物 之 间 和 争夺 那些 与 
种 族 繁衍 息息相关 的 资源 。 如 果 动 物 可 选择 的 策略 只 有 两 种 ， 
则 两 种 策略 可 以 共存 ， 并 按 … 定 比例 形成 进化 稳定 策略 。 进 化 
稳定 策略 可 以 抑制 新 策略 的 产生 。 这 种 策略 不 关心 资源 的 分 配 
是 否 对 种 族 的 繁衍 合理 ， 它 的 功能 只 是 消灭 突变 物种 。 当 动物 
可 选择 的 策略 不 只 两 种 时 ， 进 化 稳定 策略 可 能 不 存在 。 


1. 支付 给 阵 如 下 ， 找 出 其 中 的 最 大 极 小 值 和 最 小 极 大 值 。 
鞍点 是 否 存 在 ? 如 果 把 表 中 的 “15” 换 成 “6”， 鞍 点 是 否 依然 
存在 ? 
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2. 计算 表 6.6 中 罗 伊 和 克 林 的 最 住 策 略 ， 

3. 在 习题 1 中， 是 否 有 优先 选择 ? 把 表 中 的 “10” 换 成 
什么 数 可 以 使 c 变 成 可 删除 的 选择 ? 

4. 如 果 删 除 习 题 1 中 的 选择 A 和 e， 双 方 的 最 佳 策略 是 什 
么 ?游戏 的 公平 参数 是 多 少 ? 

5. 设计 一 个 方案 ， 利 用 - 枚 般 子 产生 随机 数 。 要 求 产 生 
的 随机 数 在 1 到 10 之 间 ， 每 个 数 对 应 的 概率 是 1/10。 

6. 游戏 规则 如 下 : 罗 伊 和 次 林 各 有 4 枚 硬币 ， 每 次 双方 
可 以 选择 出 0O、1、2、3 或 4 枚 硬币 。 胜 人 负 由 双方 出 的 硬币 的 
总 数 决定 。 如 果 总 数 为 0O、1、2、6、7 或 8， 多 伊 获胜 ;如果 
总 数 为 3，4 或 5， 克 林 获 胜 。 负 者 付 给 胜 省 | 英镑 。 

通 出 罗 伊 的 支付 矩阵 。 删 除 其 中 的 不 必要 选择 。 双 方 的 最 
佳 策略 是 什么 ?” 游戏 是 否 公 平 ? 

7. 修改 习题 6 的 规则 ， 规 定 如 果 总 数 为 0、1、7 或 8， 罗 
伐 获 胜 ; 如 果 总 数 为 2、3、4、5 或 6， 克 林 获 胜 。 结 果 有 何 恋 
化 ? 

8. 在 雇 与 饮 的 对 策 模 型 中 ， 假 设 资源 的 总 价值 是 12， 两 
只 认 之 间 的 搏斗 使 双方 各 损失 8， 两 只 触 之 间 的 争斗 使 双方 各 
损失 3。 画 出 支付 矩阵 ， 求 进化 稳定 策略 。 

9. 如 果 习 题 8 中 资源 的 总 价值 大 于 12， 结 果 如 何 ? 如 果 


记 小 于 12， 结 果 如 何 ? 检验 你 的 结论 是 否 合 理 。 


荔 二 肛 光 太 ， 染 所， 精光 帮 


本 章 研究 的 主题 是 某 件 事 有 一 系列 的 机 会 发 生 的 情况 。 在 
某 些 问题 中 ， 我 们 关心 预期 的 事 需要 等 多 长 时 间 才 能 发 生 ; 在 
另 一 些 问题 中 ， 我 们 关心 矣 期 的 事 发 生 多 少 次 。 在 每 个 问题 提 
出 之 后 ， 我 建议 你 首先 独立 地 考虑 -- 下 ， 得 出 自己 的 结论 或 狂 
测 ， 然 后 再 继续 阅读 ， 检 验 自己 的 想法 是 否 正确 。 读 这 本 书 需 
要 主动 地 思考 ， 如 果 你 像 读 小 说 那样 读 这 本 书 ， 悉 怕 不 会 有 什 
么 收获 。 


生日 问题 


有 一 群 人 ， 总 数 为 N， 为 了 使 其 中 至 少 有 两 个 人 生日 相同 
的 概率 大 于 二 分 之 一 ，N 至 少 是 多 少 ? 这 个 问题 与 这 群 人 是 如 
何 选择 的 有 关 。 假 如 有 一 群 双 生子 在 接受 心理 试验 ， 你 闽 进 去 
把 这 群 人 作为 调查 对 象 ， 你 会 发 现 有 两 个 以 上 的 人 生日 相同 的 
概率 极 高 。 在 本 题 中 ， 我 们 假设 这 群 人 是 随机 选择 的 ， 每 个 人 
的 生日 是 一 年 中 的 任何 一 天 的 概率 相同 ， 


的 
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有 很 多 因数 会 影响 我 们 的 结论 。 夏 天 出 生 的 人 比 冬天 出 生 
的 人 多 ， 泣 年 的 2 月 有 29 大 .如 果 把 这 些 因 吾 都 考虑 进去 ， 
问题 会 变 得 非 党 # 复 条 ， 数 学 家 常用 的 策略 是 尽量 简化 问题 。 我 
们 首先 汰 虑 最 简单 的 情况 : 假设 :年 只 有 365 天 ， 不 考虑 润 年 
的 存在 ， 而且 每 大 产生 的 人 样 多 。 在 我 们 解决 这 个 比较 简单 
的 问题 以 后 ， 再 把 其 它 的 因素 考虑 进去 . 

我 们 先 计 算 任何 两 个 人 的 生日 都 不 同 的 概率 .算出 这 个 概 
梁 之 后 ， 只 要 用 1 减 去 这 个 爸 认 就 得 到 侍 少 有 两 个 人 生日 相同 
的 概率 . 

当 N=2 时 ,这 群 人 只 包括 两 个 人 、 第 一 个 人 的 生日 是 
365 大 中 的 … 天 ， 为 了 使 第 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 不 同 ， 他 
的 生日 可 以 是 364 天 中 的 任何 一 天 。 因此 , 这 个 两 个 人 的 生日 

不 同 的 概率 是 364/365。 

当 N=3 时 ， 前 两 个 人 的 生日 不 同 的 概率 是 3647365。 为 
了 使 第 三 个 人 的 生日 与 前 两 个 人 不 同 ， 他 的 生日 可 以 是 363 天 
中 的 一 天 。 因 此 ， 这 三 个 人 的 生日 各 不 相同 的 概率 是 

(364/365) x (3637365 ) 
类 似 地 ， 当 N=4 时 ， 这 由 个 人 的 生日 各 不 相同 的 概率 是 
(364/365) x (363/365) x (362.365) 

当 N=S 时 ， 这 五 个 人 的 生 电 各 不 相同 的 艇 率 是 

(364/365) x 0363/365) x (362/365) x (361/365) 

为 了 得 到 N =6、7 时 的 结果 ， 只 需 把 这 个 乘 以 3607365， 
359/365， 以 此 类 推 。 

为 了 便于 表达 ， 我 们 用 一 个 简单 的 表达 式 (364), 来 表示 
364 x 363 x 362 x361。 这 样 ，N=S 时 的 结果 就 可 以 表示 为 

(364),/3654 
对 于 任意 的 N， 这 NN 个 人 的 生日 各 不 相间 的 概率 是 
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(364)\/365" 
当 N 比较 小 时 ， 这 个 值 接近 于 1. 随 着 N 的 增加 ， 这 个 值 
递增 。 泊 NN 达到 366 时 ， 这 个 值 等 于 0 竹 是 ， 我 们 最 初 的 问 


题 变 为 “ 当 N 达到 多 大 时 ，(364)、/365* 小 二 50%"。 

你 以为 答案 应 该 是 多 少 ” 除 非 以 前 见 过 这 个 问题 ， 多 数 人 
会 把 答案 估计 得 很 高 。 很 多 人 选择 183， 因 为 这 个 数 刚 好 大 于 
365 的 六。 很 少 有 人 选择 40 以 下 的 数 。 正 确 的 答案 是 23。 

当 N=22 时 ，(364)w/365X 约 等 于 0.524 3; 当 N=23 时， 
(364)w/365"™ 约 等 于 0.492 7， 所 以 答案 是 23、 如果 这 个 结论 计 
你 吃惊 ,我 可 以 提供 另外 . -个 分 析 思 路 。 

任何 是 个 人 生日 相同 的 概率 是 1/365。 在 23 个 人 中 任意 取 
出 两 个 ，-… 个 有 3C, = 253 种 取 法 。 因 此 ，23 个 人 中 有 两 个 人 
生日 相同 的 概率 大 致 在 253 x (1/365) = 253/365 附近 。 在 我 
们 的 计算 过 程 中 ， 有 些 情况 被 重复 计算 ， 比 如 A 和 B 的 生日 
相同 ，B 和 C 的 生日 相同 ， 则 B 和 C 的 生日 一 定 也 相同 ， 这 种 
情况 被 计算 的 次 数 不 止 1 次 ”所 以 ， 最 后 的 结果 要 比 253/365 
小 一 些 。 无 论 如 何 ， 我 想 向 你 说 明 的 是 ， 当 人 数 达 到 23 时 ， 
至 少 有 了 两 个 人 生日 相同 的 概率 已 经 相当 大 了 ， 至 少 比 一 般 人 估 
计 的 大 得 多 。 

现在 我 们 可 以 把 一 些 复杂 的 因素 考虑 进来 。 事实 上 ， 每 天 
出 生 的 人 数 是 不 同 的 。 这 个 事实 会 对 我 们 的 结论 产生 什么 影 
响 ? 一 个 很 重要 的 原则 是 : 当 每 个 人 的 生日 在 365 天 中 的 分 布 
不 均匀 时 ， 至 少 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 上 升 。 要 证 明 这 个 结 
论 不 像 想 象 中 的 那么 复杂 。 方 框 中 的 文字 是 证 明 过 程 ( 没 兴趣 
的 读者 可 以 略 过 这 一 段 )。 

当 每 个 人 的 生日 在 365 天 中 均匀 分 布 时 ，23 个 人 中 至 少 
有 两 个 人 生日 相同 的 概率 大 于 一 分 之 --。 如 果 每 个 人 的 生日 在 


四 
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365 天 中 的 分 布 不 均匀 ， 则 这 个 构 率 更 大 ， 也 许 22 个 人 中 全 
少 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 就 已 经 大 于 二 分 之 一 了 一 一 这 取决 
于 分 布 的 均匀 程度 。 


生日 分 布 不 均匀 时 的 生日 问题 


| 
假设 每 个 人 的 生日 在 365 天 中 的 分 布 是 不 均匀 的 ， 即 存在 一 | 
日 子 ， 它们 是 某 个 人 的 生日 的 概率 不 等 于 平均 信 。 在 其 中 选 出 两 天 | 
X 和 YY， 使 得 X 是 某 个 人 的 生日 的 概率 x 大 于 平均 值 ， 而 Y 是 某 个 | 
人 的 生日 的 概率 了 小 于 平均 值 。 为 了 计算 这 群 人 中 任何 两 个 人 的 生 | 
日 都 不 同 的 概率 ， 需 要 列 出 一 个 极其 复杂 的 表达 式 。( 当 等 于 站 
时 ， 这 个 表达 式 包 括 7 亿 多 个 符号 1) 我 们 不 关心 这 个 表达 式 的 细 
节 ， 仅 用 A 表示 它 。 

我 们 把 X 和 YY 是 某 个 人 的 生日 的 概率 改 为 (x+ y) /2， 并 保持 
其 它 日 子 对 应 的 概率 不 变 。 此 时 表达 式 A 变 为 另外 一 个 表达 式 ， 用 | 
B 表示 这 个 表达 式 。 在 A 和 83 之 间 ， 只 有 那些 和 X 与 Y 有 关 的 项 是 
不 同 的， 其 它 项 完全 一 样 。 所 以 计算 A 和 B 的 差额 很 容易 。 事 实 上 
B-A 等 于 (x-y)2/4 乘 以 -- 个 系数 。 我 们 可 以 肯定 这 个 系数 是 正 
数 ， 因 为 它 表 示 某 一 个 概率 。 | 

因此 ，B - A 一 定 大 于 0。 即 当 每 个 人 的 生日 在 365 天 中 的 分 布 
不 均匀 时 ， 随 着 均匀 程度 的 上 升 (把 x 和 y 都 替换 成 (x+ y) /2 使 
均匀 程度 增加 )， 这 群 人 中 任何 两 个 人 的 生日 都 不 同 的 概率 下 降 。 当 
每 个 人 的 生日 是 任何 一 天 的 概率 都 等 于 1/365 时 ,均匀 程度 最 大 ， 
而 任何 两 个 人 的 生日 都 不 同 的 概率 最 小 。 也 就 是 说 ， 至 少 有 两 个 人 
生日 相同 的 概率 达到 最 大 。 


| 

如 果 把 2 月 29 日 考虑 进来 结果 如 何 ?” 假设 每 个 人 的 生日 
在 366 天 中 均匀 分 布 ， 则 当 N 为 22 和 23 时 ， 任 何 两 个 人 的 生 
日 都 不 同 的 概率 分 别 是 0.525 4 和 0.493 7。 所 以 结论 不 变 ， 当 
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N=23 时 ， 全 少 有 两 个 人 的 生日 相隔 的 概率 大 于 1/2。 事 实 上 ， 
几 于 .一 个 人 的 生日 是 2 月 29 日 的 概率 很 低 ， 所 以 润 年 的 存在 
使 得 生日 的 分 布 变 得 不 均匀 ， 人 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 的 概率 
还 要 大 一些， 

一 个 名 叫 罗 勃 特 : 马 修 的 人 曾 实际 检验 过 这 个 结论 。 他 的 
方法 是 统计 一 场 足 球赛 上 的 23 个 人 的 生日 (22 名 场 上 队员 ， 
1 名 裁判 )。 他 统计 了 1997 年 4 月 19 日 举行 的 10 场 甲 级 联赛 ， 
其 中 6 组 统计 结果 中 存在 生日 相同 的 人 ， 另 外 4 组 统计 结果 中 
没有 生日 相间 的 人 。 理 论 和 观察 符合 得 很 好 .、 

我 们 的 结论 也 可 以 在 学 校 里 检验 。 一 个 班级 的 学 生 人 数 从 
26 人 到 32 人 不 等 。 当 N=26 时 ， 至 少 有 两 个 人 生日 相同 的 概 
率 为 60%; 当 N=32 时 ， 至少 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 为 
75%; 把 两 个 人 数 为 25 的 班级 合并 统计 可 以 得 出 N = 50 的 结 
果 ， 此 时 至 少 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 超过 97% 。 


《破坏 者 》 问 题 二 


在 上 一 章 ， 我 们 从 《破坏 者 》 一 书 中 选 了 一 个 例子 。 这 个 
例子 也 来 自 《 破 坏 者 》。 两 个 人 一 一 弗 菜 特 和 华 伦 一 一 驾车 旅 
行 。 为 了 排 遗 旅途 的 枯燥 ， 弗 莱特 提议 赌钱 ， 具 体 的 赌 法 是 计 
录 从 对 面 开 过 来 的 汽车 牌照 号 码 的 最 后 两 个 数字 。 如 果 连 续 
20 辆 汽车 中 至 少 有 两 辆 牌照 号 码 的 最 后 两 位 数字 相同 ， 则 弗 
莱特 胜 ; 如 果 各 不 相同 ， 则 华 伦 胜 。 赔 率 是 1 比 1。 

华 伦 觉得 这 是 一 个 非常 不 错 的 机 会 。 最 后 两 个 数字 在 00 
到 99 之 间 ， 共 有 100 种 可 能 。 丙 辆 车 的 牌照 号 码 的 最 后 两 位 
相同 的 概率 仅 为 1/100。 即 使 考虑 连续 20 辆 汽车 ， 这 个 概率 也 
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不 过 是 20/100。 因 此 ， 自 己 的 胜率 高 达 80%。 多 美妙 的 事 啊 ! 
但 实战 的 结果 让 华 伦 困 惑 不 已 : 几乎 每 … 轮 都 是 弗 菜 特 获胜 ! 
到 达 终 点 之 后 ， 弗 莱特 揭示 了 谜底 。 

这 个 问题 与 生日 问题 - 样 ，20 辆 汽车 牌照 号 码 的 最 后 
位 各 不 相同 的 概率 是 

(99)10/100' 

约 等 于 0.130 4。 也 就 是 说 ， 华 伦 的 胜率 仅 为 13%， 对 手 
的 胜率 高 达 87%。 即 使 对 方 提供 1 比 5 的 赔 率 ， 游 戏 也 对 华 伦 
人 不利， 更 何况 赔 京 是 1 比 11 

当选 择 的 汽车 辆 数 是 20 时 ， 游 戏 明 显 对 华 伦 不 利 。 当 我 
们 把 20 替换 成 其 它 数 时 ， 这 个 游戏 是 否 可 以 变 成 一 个 公平 游 
戏 ? 当 替 换 为 11 时 ， 华 伦 的 胜率 是 0.565: 当 替 换 为 12 时 ， 
华 伦 的 胜率 是 0.503; 当 替 换 为 13 时 ， 华 伦 的 胜率 是 0.443。 
所 以 ， 如 果 把 20 替换 为 1 2， 这 个 游戏 基本 上 是 公平 的 。 你 可 
以 在 旅途 中 和 别人 玩 这 个 游戏 。 


通用 的 计算 方法 


当 结 果 可 能 有 365 种 时 ， 对 象 的 个 数 为 23 使 得 至 少 出 
一 对 相间 结果 的 概率 接近 于 1/2; 当 结 果 可 能 有 100 种 时 ， 
要 的 对 象 的 个 数 为 12。 是 否 存在 一 种 通用 的 计算 方法 可 以 用 
到 方 全 地 求 出 结论 ” 以 N 表示 结果 可 能 有 多 多 少 种 ， 以 x 表示 需 
要 的 对 象 的 个 数 ， 则 x 约 等 于 v1.4N、 当 N= 365 时 ，x 约 等 
于 VS11， 这 个 数 在 22.6 附近 ， 所 以 我 们 的 结论 是 2 当 N = 
100 时 ，x 约 等 于 V1i40， 这 个 数 在 11.8 附近 ， 所 以 我 们 的 结论 
是 12。 如 果 你 不 想 知 道 这 个 公式 是 怎么 来 的 ， 可 以 略 过 证 明 
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在 大 英 常 国 彩票 中 ， 尖 奖 的 号 码 组 合共 有 1 400 万 种 可 
能 ， 经 过 多 少 轮 出 现 两 个 机 同 的 导 码 组 合 的 概率 接近 于 二 分 之 
一 ?用 上 面 的 近似 公式 计算 ,结果 是 4 400。 按 每 周 抽 彩 两 次 
计算 ，4 400 轮 需 要 条 人 年. 


假设 结果 可 能 有 N 种 ， 则 任意 … 对 对 象 结果 相同 的 概率 是 I/N，| 
而 结果 不 同 的 概率 是 ! - IN、 在 K 个 对 象 中 。 任意 选 出 两 个 组 成 | 
对 ， 可 以 有 KxCo =K (K- 1) /2 种 选择 方法 ， 用 六 表示 K (K_ 1) / 
2。 (我 们 没有 考虑 对 象 被 重复 计算 的 情况 ， 不 过 没关系 ， 忽 略 这 种 | 
情况 只 会 引起 很 小 的 误差 。 毕竟 我 们 的 目标 是 找 出 近似 公式 ， 绝 对 | 
上 的 精确 性 是 不 必要 的 。) 
| 这 个 对 象 结果 各 不 相 问 的 概率 是 (1 LAN)Y， 其 中 MK(K | 
~ 有) /2。 当 NN 是 一 个 比较 大 的 数 时 ， (1 - LAN)Y 约 等 于 e- Ws。 为 | 
了 使 。 WV 接近 于 1/2，M 应 当 等 于 Nin (2)。 册 《kK-~1) 约 等 于 | 
2NIn (2)。 当 比较 大 时 ,下 《K- 1) 约 等 于 K 的 平方 ， 所 以 k 的 | 
平方 约 等 于 2Nln (2)， 于 是 我 们 得 到 估计 值 V4N。 
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也 许 你 需要 一 些 更 详尽 的 资料 ， 比 如 当 弗 莱特 向 华 伦 提供 
一 年 比例 的 赔 率 时 ，x 取 什 么 值 才能 使 游戏 公平 ? 表 7.1 提供 
了 儿 组 数据 。 你 可 以 利用 这 个 表 指 导 你 的 实战 。 
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表 7.1 
计 竹 > 的 公式 | 当 N= 365 时 的 x 值 ， 当 N= 100 时 的 x 从 
:VIAN | 23 | 12 
| 9 
RNR | 17 


| 有 -一 一 -一 一 一 = 


多 个 人 生日 相同 的 概率 
前 文 我 们 介绍 过 ， 一 个 名 叫 罗 却 特 ' 马 修 的 人 曾 实际 检验 


过 生日 问题 的 结论 。 在 他 的 十 次 检验 中 ， 有 两 次 检验 的 结果 出 

现 了 有 两 对 人 生日 相同 的 情况 ， 这 个 频率 是 否 正常 ? 分 析 这 个 

问题 不 会 太 复杂 ， 方 法 类 似 于 我 们 在 上 -- 节 中 推导 通用 公式 的 

过 程 。 数 学 家 已 经 准备 好 一 种 成 熟 的 计算 方法 来 处 理 这 类 问 

题 ， 在 数学 上 称 为 “ 泊 松 分 布 "。 我 们 先 来 计算 每 次 检验 中 平 

均 应 发 现 多 少 人 生日 相同 ， 然 后 生日 相同 的 人 数 恰 好 为 x (x 
a =1，2，3，…) 的 概率 。 

在 下 个 对 象 中 选择 两 个 ， 有 "GC, =K (K -1) /2 种 选择 方 
法 。 这 一 对 对 象 的 结果 是 具体 的 某 … 种 的 概率 为 AN。 (在 生 
日 问题 中 ， 对 象 即 为 人 ， 结 果 即 为 生日 ，… 对 对 象 的 结果 是 具 
体 的 某 一 种 即 两 个 人 的 生日 是 同 -~ 天 ,，K= 23，N = 365。) 所 
以 ， 结 果 相 同 的 对 象 有 K (K -1) /2N 对 ， 用 p 表示 这 个 值 。 
在 生日 问题 中 ，N = 365，K = 23， 所 以 n=0.693。 根 据 附录 2 


第 七 章 等待， 等 待 ， 再 等 待 179 


中 介绍 的 计算 方法 ,在 10 次 检验 中 ,应 当 有 5 次 检验 不 出 现 ， 


生日 相同 的 人 ， 有 3.5 次 检验 恰好 出 现 一 对 生日 相同 的 人 ， 有 
1.5 次 检验 出 现 的 生日 相同 的 人 多 于 两 对 。 在 罗 勃 特 ' 马 修 的 
实际 检验 中 ， 有 4 次 检验 不 出 现 生日 相同 的 人 ， 有 4 次 检验 出 
现 一 对 生日 相同 的 人 ， 有 2 次 检验 出 现 两 对 生日 相同 的 人 。 理 
论 与 实际 符合 得 非常 好 ， 罗 勃 特 : 马 修 的 数据 是 正常 的 。 

出 现 三 个 人 生日 是 同一 天 的 概率 是 多 少 ? 在 多 少 人 中 出 现 
这 种 情况 的 概率 接近 于 二 分 之 一 ”计算 方法 是 类 似 的 。 在 天 
个 人 中 ,存在 K (K-1) (K-2) /6N? 个 组 ， 每 个 组 包含 三 个 
生日 相同 的 人 。 当 开 约 等 于 1.6 N33 时， 出 现 三 个 人 生日 相同 
的 概率 接近 于 $0% 。 由 于 N=36$， 所 以 并 约 等 于 82。 邑 在 82 
个 人 中 ,存在 三 个 人 生日 相同 的 概率 约 等 于 50%。 如 果 把 这 
个 公式 应 用 到 猜 汽车 牌照 的 游戏 由 ， 则 N = 100， 民 约 等 于 35。 
即 在 35 辆 汽车 中 ， 存 在 三 辆 汽车 牌照 后 两 位 数字 相同 的 概率 
为 50%。 

如 果 我 们 考虑 四 个 人 生日 是 同一 天 的 概率 ， 得 到 的 公式 是 
K 约 等 于 2 NM 4。N 取 365 时 ，K 约 等 于 167。 即 在 167 个 人 中 ， 
存在 四 个 人 生日 相同 的 概率 约 等 于 50%。 


扑克 牌 问题 一 


取 两 副 扑克 牌 ， 一 副 放 在 左边 ， 一 副 放 在 右边 ， 分 别 洗 
乱 。 翻 开 两 痘 牌 的 头 一 张 ， 如 果 两 张 牌 一 样 ， 则 称 为 “相配 ”; 
如 采 不 一 样 ， 则 称 为 “不 相配 "。 然 后 翻 开 两 亚 牌 的 第 二 张 ， 
同样 ， 如 果 两 张 牌 一 样 ， 则 称 为 “相配 "; 如 果 不 一 样 ， 则 称 
为 “不 相配 "。 然 后 再 翻 开 两 亚 牌 的 第 三 张 ， 检 查 是 否 相配 ， 
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然后 再 翻 开 第 四 张 ， 如 此 等 泪 ， 租 到 翻 开 第 52 张 .有 可 能 
在 侈 部 的 52 次 检验 中 :次 相配 也 不 发 生 ， 也 有 可 能 发 生 多 次 
相配 。 现 在 的 问题 是 ， 平均 iv 当 发 生 多 少 次 亿 配 ?请 读者 考虑 
这 个 问题 ， 如 果 你 不 知道 如 何 计 算 ， 吕 以 凭 直觉 猜 一 个 管 案 。 

我 得 让 许多 人 回答 这 个 问题 ， 多 数 人 认为 平均 应 当 出 现 4 
次 或 5 次 相 醒 ， 人 少数 人 认为 低 于 两 次 ， 极 少数 人 认为 高 于 5 
次 。 下 面 我 们 计算 -- 下 。 现 区 虚 头 - 张 牌 发 生 相配 的 概率 。 无 
论 左 过 的 一 警 牌 头 一 张 是 什么 .右边 的 …- 警 牌 的 头 一 张 与 之 相 
配 的 概率 是 1/$S2: 其 次 考虑 第 . 张 牌 ， 克 论 头 一 张 牌 是 否 相 
汰 ， 也 无 论 左 边 … 警 牌 的 第 . . 张 是 什么 ， 右 边 的 一 皮 牌 的 第 二 
张 与 之 相配 的 概率 也 是 1/$2. (事实 上 ， 如 果 我 们 已 经 知道 了 
两 营 牌 的 头 张 是 什么 ， 对 于 第 二 张 是 否 相 配 的 和 急 率 是 有 影响 
的 ， 但 为 计算 简便 我 们 可 以 名 略 这 种 影响 ， 而 且 对 计算 结果 的 
精度 影响 不 大 。) 同 理 ， 右边- : 琵 牌 的 任何 -: 张 与 左边 相应 的 
牌 相配 的 概率 都 是 1/$2。 结 论 非 常 明显 : … 共 有 32 种 相配 的 
可 能 ， 每 种 可 能 发 生 的 概率 是 1/52， 所 以 平均 应 当 发 生 51 x 
1/52= 1 次 相配 。 

如 果 一 副 扑 克 牌 的 张 数 不 是 52， 以 上 结论 依然 有 效 。 例 
如 ， 每 副 牌 只 留 下 黑 桃 ， 则 每 琶 牌 只 剩 下 13 张 。 此 时 ， 发 生 
相配 的 平均 次 数 应 当 是 1。 换 - -个 例子 ， 取 两 堆 小 球 ， 每 堆 15 
个 ， 分 别 标 以 从 工 到 15 的 号 码 。 把 两 堆 小 球 装 人 袋子 ， 一 袋 
放 在 左边 ， 一 袋 放 在 右边 。 同 时 从 两 个 袋子 中 取 小 球 ， 每 次 从 
两 个 袋子 中 各 取 一 个 ， 比 较 两 个 小 球 上 的 号 码 是 否 相 同 ， 如 果 
相同 则 称 为 一 次 “相配 ”。 连 续 取 15 次 。 平均 应 当 出 现 多 少 次 
相配 ? 答案 是 1$x 1/15 = 1。 


中 ”西方 人 的 习惯 是 把 两 张 王牌 去 搞 ，… 副 只 有 52 张 、 -一 译 者 注 。 
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这 个 问题 本 来 非常 简单 ， 但 是 许多 人 把 它 想 复杂 了 。 最 关 
键 的 原则 是 “一 个 和 的 平均 值 等 于 各 个 平均 值 的 和 ” (参阅 附 
录 3)， 掌 握 了 这 个 原则 间 题 就 迎刃而解 。 

如 果 你 想 知 道具 体 发 生 多 少 次 的 相配 的 精确 概率 ， 计 算 方 
法 非常 麻烦 ， 不 过 利用 泊 松 分 布 可 以 得 到 近似 结果 。 当 扑克 有 牌 
包含 的 扑克 张 数 较 多 时 (比如 大 于 8)， 近 似 值 的 精确 度 非常 
理想 。 在 附录 2 中 可 以 找到 具体 的 计算 方法 ， 下 表 是 计算 结 


果 。 

发 生 相 配 的 次 数 ， 0 3 4 |5 或 更 多 

对 应 的 概率 (%)| 37 6 | 1.51 0.4 
如 果 你 准备 和 别人 赌 发 生 相 配 的 次 数 ， 这 个 表 可 以 帮助 你 确定 
你 能 忍受 的 赔 率 。 

以 上 方法 可 以 应 用 于 许多 不 同 的 问题 。 下 面 是 三 个 例子 。 

1. 你 写 了 N 封 信 ， 并 为 每 封 信 写 好 了 信封 。 你 把 装 信 的 
任务 交 给 粗心 大 意 的 秘书 ,但 是 在 装 信 的 过 程 中 ， 她 随机 地 为 
每 封 信 选择 一 个 信封 。 问 题 是 平均 有 多 少 封 信和 被 装 人 了 正确 的 
信封 ? 你 当然 知道 答案 : 1 封 。 (类 似 的 问题 是 在 剧院 门口 的 
衣 幅 间 ， 服 务 员 胡 乱 地 把 帽子 交 给 顾客 ， 平 均 有 和 多少 个 顾客 拿 
到 自己 的 幅 子 ?) 

2. M 对 夫妇 结伴 旅游 ， 旅 馆 随 机 地 为 他 们 分 配 房间 ， 每 
间 房 两 个 人 ， 一男 一 女 。 平 均 有 多 少 对 夫妇 住 在 一 起 ? 

3. 约翰 整理 自己 的 书架 ， 把 书 按 作者 的 名 字 的 字母 顺序 
排列 ， 作 者 相同 〈 或 同名 ) 的 书 按 出 版 时 间 排 序 。 过 了 一 段 时 
间 ， 他 重新 排列 图 书 ， 按 书 名 的 字母 顺序 排序 。 无 论 他 有 和 多少 
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本 书 ,平均 而 言 有 1 本 书 位 置 保持 不 变 。 


扑克 牌 问题 二 


这 个 问题 的 答案 相当 令 人 吃惊 不 过 假如 你 不 小 心 ， 结 果 
可 能 是 灾难 。 你 需要 一 群 观众 ， 在 他 们 面前 演示 这 个 游戏 。 你 
在 观众 里 选 一 个 人 ， 比 方 说 莎 拉 。 你 取 一 副 扑 克 牌 ， 把 顺序 洗 
乱 ， 然 后 乎 铺 在 桌面 上 。 让 水 拉 在 前 10 张 牌 中 任意 选 一 张 ， 
但 不 要 告诉 你 她 选 的 是 哪 -- 张 。 让 莎 拉 在 这 张 牌 的 背面 做 一 个 
标记 ， 然 后 从 这 张 牌 开始 向 后 数 牌 ， 这 张 牌 的 号 码 是 几 就 向 后 
数 几 张 ， 用 这 个 办 法 挑 出 下 -… 张 牌 ;， 再 在 这 张 牌 的 背面 做 一 个 


几 张 ， 用 这 个 办 法 挑 出 第 三 张 做 标记 的 牌 。 以 此 类 推 ， 坦 到 挑 
出 最 后 一 张 做 标记 的 牌 。10、J、Q、K 的 号 码 都 当做 10，A 的 
号 码 当 做 1。 如 图 7.1 所 示 ， 假 如 莎 拉 选 择 的 牌 是 第 四 张 , 方 
块 3， 则 第 一 张 做 标记 的 牌 就 是 方块 3; 向 后 数 3 张 ， 得 到 红 
桃 4， 于 是 第 二 张 做 标记 的 牌 就 是 红 桃 4; 向 后 数 4 张 ， 得 到 
方块 10, 于 是 第 三 张 做 标记 的 牌 就 是 方块 10。 按 这 种 方法 挑 出 
最 后 一 张 做 标记 的 牌 。 

显然 ， 最 后 一 张 做 标记 的 牌 必须 出 现在 最 后 10 张 牌 中 。 
假如 第 48 张 牌 做 了 标记 ， 而 这 张 牌 是 7， 那 么 这 张 牌 就 是 最 
后 一 张 做 标记 的 牌 ; 如果 这 张 牌 是 2， 则 还 可 以 挑 出 第 50 张 
牌 ， 于 是 第 48 张 就 不 是 最 后 -一 张 做 标记 的 牌 。 你 不 许 看 莎 拉 
挑 牌 的 过 程 。 你 的 任务 是 猜测 最 后 一 张 做 标记 的 牌 是 哪 一 张 。 
你 认为 你 猜 中 的 概率 是 多 少 ? 

刚 开 始 ， 你 可 能 认为 最 后 的 10 张 牌 中 的 每 一 张 是 最 后 一 
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张 做 标记 的 牌 的 概率 是 相等 的 ， 所 以 你 猜 中 的 概率 是 十 分 之 
一 。 不 过 如 果 你 检查 一 下 最 后 10 张 牌 ， 你 会 发 现 有 些 牌 不 可 
能 是 最 后 一 张 做 标记 的 牌 。 比 如 说 ， 如 果 第 48 张 牌 是 2， 这 
张 牌 就 不 可 能 是 最 后 一 张 做 标记 的 牌 。 类 似 地 ， 第 45 张 牌 是 
A， 如 果 第 47 张 牌 是 4, 这 两 张 牌 也 不 能 作为 候选 答案 。 这 样 
你 可 以 使 猜 中 的 概率 增加 一 点 ， 也 许可 以 达到 六 分 之 一 或 七 分 
之 一 。 可 是 你 是 否 相 信 ， 我 有 办 法 使 猜 中 的 概率 超过 70%1! 

怎样 才能 达到 这 么 高 的 成 功率 呢 ? 方法 其 实 很 简单 ， 你 需 
要 做 的 就 是 在 前 十 张 牌 中 任意 选 一 张 ， 然 后 按照 与 水 拉 同 样 的 
方法 向 后 数 ， 直 到 得 到 最 后 一 张 牌 。 只 要 以 这 张 牌 作为 你 的 答 
案 ， 你 就 可 以 保证 极 高 的 成 功率 。 

为 什么 会 这 样 呢 ? 你 事先 不 知道 东 拉 选 哪 张 牌 ， 所 以 你 有 
1/10 的 机 会 与 她 的 选择 重合 。 此 外 ， 你 得 到 的 某 张 牌 可 能 与 
她 标记 的 某 张 牌 重 合 ， 一 旦 这 种 情况 发 生 ， 你 们 俩 选 出 的 最 后 
一 张 牌 肯定 是 一 样 的 。 你 们 俩 在 起 点 处 不 重合 的 概率 是 9/10， 
但 是 你 有 很 多 次 机 会 与 她 标记 的 某 一 张 牌 重合 。 只 要 重合 发 生 
一 次 ， 你 就 可 以 保证 得 到 正确 答案 。 

下 面 我 们 估算 一 下 猜 中 的 概率 。 莎 拉 从 前 10 张 牌 中 的 某 
一 张 开 始 ,所 以 平均 而 言 她 的 起 点 是 第 五 张 牌 。 有 五 种 牌 会 使 
水 拉 向 后 数 10 张 牌 (10、J、Q 和 K) ,所 以 平均 每 次 藻 拉 会 向 后 数 
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6 到 7 张 牌 ((1+2+3+…+9+10+10+10+10)/13)。 一 共有 
52 张 脾 , 所 以 平均 而 言 莎 拉 选 出 8 张 牌 (包括 最 初 一 张 )。 在 你 
选择 牌 的 时 候 , 你 每 次 也 是 跳 过 6 到 7 张 牌 ,你 选择 的 结果 与 她 
选择 的 结果 不 重合 的 概率 是 6/7, 连续 8 次 都 不 重合 的 概率 是 
(6/7)*, 约 等 于 0.29。 只 要 重合 一 次 ,你 的 最 后 结果 就 与 她 相 
同 ,所 以 你 成 功 的 概率 高 达 71%。 如 果 你 还 希望 这 个 概率 更 大 
一 些 , 你 在 选择 起 点 的 时 候 应 当选 择 一 张 靠 前 的 小 牌 ,这 样 重合 
发 生 的 概率 进一步 增加 。 举 一 个 例子 ,如 果 开 始 的 几 张 牌 是 7、 
10.4、.Q 天 2.…… ,你 应 当 以 4 为 起 点 。 

以 上 分 析 相 当 粗 糙 , 但 是 给 出 了 一 个 很 有 道理 的 估计 值 。 
如 果 你 想得到 精确 的 计算 ,必须 考虑 全 部 52 张 牌 的 具体 排列 顺 
序 ,这 几乎 是 不 可 能 的 。 为 了 检验 我 们 的 结论 是 否 可 靠 ,应 当 拿 
一 副 扑 克 实 际 操作 几 次 ,不 过 最 好 的 检验 办 法 还 是 计算 机 模拟 。 
计算 机 模拟 的 优点 是 可 以 非常 迅速 地 产生 大 量 的 数据 ,而 只 有 
数据 非常 丰富 时 检验 才 有 说 服 力 。 计 算 机 自动 生成 一 副 牌 , 然 
后 分 别 从 前 十 张 牌 中 的 每 一 张 开 始 向 后 标记 牌 ,记录 每 一 次 的 
最 终结 果 是 哪 一 张 牌 。 有 时 候 这 十 次 得 到 的 结果 是 同一 张 牌 ， 
这 意味 着 在 这 副 牌 中 你 可 以 保证 成 功率 是 100%。 有 时 候 这 十 
次 得 到 的 结果 不 是 同一 张 牌 ,不 过 计算 成 功率 也 是 非常 方便 的 。 
例如 ,十 次 中 有 七 次 终止 于 第 46 张 牌 , 三 次 终止 于 第 51 张 牌 ， 
则 你 的 成 功率 是 0.7x0.7+0.3x0.3=58%。 我 让 计算 机 模拟 
了 1 万 副 牌 ,其 中 有 2 800 副 牌 无 论 从 哪 张 牌 开 始 结果 都 一 样 。 
计算 机 统计 出 来 的 成 功率 略 大 于 70% 。 这 与 我 们 的 计算 结果 
符合 得 非常 理想 。( 在 这 个 数据 密度 下 ,60 ~ 80% 之 间 的 任何 结 
果 都 应 被 视 为 可 接受 的 。) 

你 可 以 使 成 功率 更 高 一 点 ,只 要 你 尽量 选择 靠 前 的 小 牌 就 
可 以 了 。 苏 拉 通 常会 在 第 六 张 牌 和 第 七 张 牌 附近 选择 起 点 。 如 
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果 你 们 俩 都 在 前 $ 张 牌 中 选择 起 点 , 则 你 的 成 功率 可 以 高 达 
75%。 

当然 ,前 提 条 件 是 你 们 两 个 都 不 能 查 错 牌 。 如 果 某 一 人 查 
错 了 牌 ,你 的 成 功率 将 剧烈 下 降 。 所 以 你 不 但 要 保证 自己 不 出 
差错 ,还 要 督促 莎 拉 仔细 从 事 。 你 可 以 先 为 大 家 演示 一 下 标记 
牌 的 过 程 ,然后 让 全 体 观 众 监 督 莎 拉 的 操作 。 你 的 成 功率 肯定 
会 让 所 有 人 震惊 ,不 过 偶尔 你 也 会 失手 。 为 了 使 成 功率 更 高 ,你 
可 以 把 两 副 扑 克 牌 混在 一 起 做 这 个 游戏 。 在 扑克 牌 总 数 为 104 
张 的 情况 下 ,你 的 成 功率 超过 90% 。 当 然 ,在 两 副 牌 的 情况 下 
你 犯错 误 的 可 能 性 也 增加 了 ,所 以 一 定 要 小 心 从 事 。 


搜集 卡片 


战 前 的 香烟 盒 里 通常 有 一 张 附 赠 的 卡片 ,今天 仍 有 人 收集 
这 些 卡 片 ,希望 能 得 到 完整 的 一 套 。 卡 片上 通常 是 30 年 代 著 名 
球星 的 照片 和 简介 。 现 在 ,许多 小 商品 (如 苞 米 花 、 糖 果 等 ) 的 包 
装 盒 里 也 有 类 似 的 卡片 。 如 果 你 想 搜集 一 套 完整 的 卡片 ,平均 
你 应 购买 多 少 件 商 品 ? 

和 生日 问题 一 样 ,我 们 首先 要 把 问题 限制 得 明确 一 些 。 为 
了 便于 讨论 ,我 们 假设 厂家 投放 的 各 种 卡片 的 数量 一 样 多 ,而 且 
随机 地 在 每 个 包装 盒 里 放 和 人 一 张 卡片 。 此 外 ,我 们 不 考虑 与 其 
他 购买 者 交换 卡片 的 可 能 。 首 先 我 们 估计 一 下 ,如 果 厂 家 发 行 
了 24 种 卡片 ,平均 我 们 需要 买 多 少 件 商品 才能 收集 到 完整 的 一 
套 卡 片 ? 另外 ,如 果 卡 片 的 种 类 增加 了 一 倍 ,我 们 需要 购买 的 商 
品 数 是 否 也 要 增加 一 倍 ? 问题 不 是 一 目 了 然 的 。 

我 们 分 步 考 虑 你 收集 到 新 卡片 的 过 程 。 当 你 买 第 二 件 商 品 


人 


入 
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时 ,两 件 商品 中 的 卡片 相同 的 概率 较 低 ( 仅 为 /24), 所 以 你 有 
23/24 的 机 会 得 到 第 二 张 新 卡片 。 刚 开始 你 会 经 常 得 到 新 卡 
片 ,然而 , 随 着 你 拥有 的 卡片 的 种 类 的 增加 ,你 购买 一 件 新 商品 
时 得 到 新 卡片 的 概率 下 降 。 也 许 你 只 买 了 15 件 商品 就 得 到 12 
种 卡片 ,此 时 ,为 了 得 到 第 13 种 卡片 你 平均 要 买 多 少 件 商品 ? 
由 于 卡片 一 共有 24 种 ,你 买 下 一 件 商 品 时 ,得 到 的 卡片 与 后 卡 
片 重复 的 概率 是 12/24, 所 以 你 有 1/2 的 概率 得 到 新 卡片 。 也 就 
是 说 ,为 了 得 到 第 13 种 卡片 ,平均 你 要 买 2 件 商品 。 

如 果 你 已 经 得 到 了 23 种 卡片 ,为 了 得 到 最 后 一 张 卡片 ,你 
需要 购买 的 商品 将 多 得 多 。 当 你 买 下 一 件 商 品 时 ,得 到 旧 卡 片 
的 概率 高 达 23/24 ,得 到 新 卡片 的 概率 只 有 1/24。 所 以 ,为 了 得 
到 第 24 张 卡 片 ,平均 你 需要 购买 24 和 件 商品 。 

总 之 , 刚 开 始 时 你 很 容易 得 到 新 卡片 ,而 -- 旦 你 已 经 得 到 半 
数 的 卡片 ,收集 过 程 就 变 得 缓慢 了 。 尤 其 在 收集 最 后 几 张 卡片 
时 ,往往 需要 漫长 的 等 待 。 当 你 已 经 收集 到 n 张 卡片 时 (n =0， 
1,2,…，,23) ,以 xn+1l) 表 示 为 了 得 到 第 n+ 1 张 卡片 所 需要 购 
买 的 商品 数 。 显 然 ,X(1) = 1,X(2) 略 大 于 1,X(13) =2,X(24) = 
24。 你 需要 购买 的 商品 总 数 为 

X(1) + X(2)+ X(3) + + X24) 
用 A 表示 这 个 数 。 如 果 我 们 能 找到 一 个 通用 的 算法 计算 X(n)， 
则 问题 得 到 解决 。 

我 们 首先 考虑 X(18)。 如 果 我 们 得 到 了 X(18) 的 计算 方 
法 ,其 他 值 的 计算 过 程 是 类 似 的 。 此 时 ,你 已 经 得 到 了 17 种 卡 
片 , 目标 是 得 到 第 18 种 。 由 于 卡片 一 共有 24 种 , 当 你 买 下 一 件 
商品 时 ,得 到 旧 卡 片 的 概率 是 17/24, 得 到 新 卡片 的 概率 是 7/24。 
所 以 ,为 了 得 到 第 18 种 卡片 ,平均 你 需要 购买 24/7 件 商品 。 因 
此 ,X(18) = 24/7。 利 用 同样 的 方法 可 以 求 出 各 个 值 ,X(19) = 
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24/6,X(20) = 24/5, 等 等 。 所 以 
4 24 24 妈妈 好 好 
入 = 志 二 2 十 力 十 二 7+ + 到 + 了 + 
也 就 是 说 ,A=24( 1+ 二 + 本 + 十 +…+ 直 ) 。 这 个 值 约 等 
于 91。 所 以 答案 就 是 91。 
显然 , 当 卡片 一 共有 48 种 时 以 上 解法 依然 有 效 , 所 以 ,为 了 


得 到 全 部 的 48 张 卡片 ,需要 购买 的 商品 总 数 为 


4=48(1+ 直 + 了 + 二 + 2214 
这 个 值 比 91 的 二 倍 大 一 些 。 
实际 上 我 们 已 经 得 到 了 这 一 类 问题 的 通用 解法 。 当 卡片 一 
共有 N 种 时 ,为 了 得 到 全 部 的 N 种 卡片 ,平均 需要 购买 的 商品 


数 为 


P=w(1+ 二 + 村 + 二 + 和 e+) 


在 数学 上 ,1+ 1/2+1/3+1/4+… +1/N 是 一 个 很 常见 的 
公式 , 当 N 比较 大 时 ,计算 这 个 值 非常 麻烦 。 但 是 不 要 紧 , 数 学 
家 早 就 准备 好 了 方便 的 近似 公式 。 当 N 比较 大 时 ,P 近似 等 于 

Nlin(N) +0.577} 
这 个 公式 的 误差 很 小 。 当 N 大 于 10 时 ,误差 低 于 2%。 

我 们 可 以 在 大 英 帝 国 彩 票 中 应 用 这 个 公式 。 我 们 的 问题 
是 :为 了 使 从 1 到 49 的 每 一 个 号 码 都 曾经 被 作为 额外 机 会 号 
码 ,平均 需要 开奖 多 少 轮 ? 在 这 个 问题 中 ,N = 49 ,平均 需 要 开 
奖 219 轮 。 大 英 帝 国 彩票 的 实际 情况 是 ,最 初 的 30 轮 产 生 了 26 
个 不 同 的 额外 机 会 号 码 , 但 此 后 产生 新 号 码 的 过 程 缓慢 得 多 。 
此 后 的 20 轮 中 只 产生 了 10 个 新 号 码 。 到 第 77 轮 时 ,只 有 5 个 
号 码 尚未 作为 额外 机 会 号 码 出 现 过 。 理 论 计 算 的 结果 是 ,在 第 
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77 轮 以 后 产生 下 一 个 新 导 码 需要 10 轮 (49/$) ,实际 上 用 了 36 
轮 。 第 46 个 号 码 的 产生 用 了 16 轮 ,第 47 个 号 码 的 产生 用 了 26 
轮 。 到 第 155 轮 时 , 只 有 两 个 导 码 尚未 出 现 过 。 理 论 计算 的 结 
果 是 第 48 个 号 码 需 要 24.$ 轮 ,而 最 后 一 个 号 码 需要 49 轮 。 实 
际 情况 与 计算 略 有 出 入 :在 此 后 的 100 轮 中 ,第 48 个 号 码 都 没 
有 出 现 。 突 然 间 ,最 后 两 个 号 码 在 连续 两 轮 中 出 现 了 。 整 个 过 
程 用 了 262 轮 。 这 与 理论 计算 的 结果 (219 轮 ) 有 出 人 ,不 过 可 以 
认为 符合 得 比较 好 。 

这 个 公式 也 可 以 用 来 解答 这 个 问题 :在 大 英 帝 国 彩 票 中 ,为 
了 使 每 一 种 号 码 组 合 都 有 人 购买 ,平均 需要 卖 出 多 少 张 彩票 ? 
在 第 二 章 中 我 说 过 ,各 种 组 合 被 购买 的 频率 不 同 ,但 是 在 生日 问 
题 中 我 们 已 经 得 出 结论 :频率 的 不 均匀 分 布 将 使 得 重复 的 结果 
增加 。 所 以 ,实际 的 数字 应 该 比 我 们 的 计算 结果 更 大 。 在 这 个 
问题 中 ,可 选择 的 号 码 组 合 有 1 400 万 种 , 即 N 等 于 1 400 万 。 
此 时 算出 的 P 值 为 2.4 亿 。 事 实 上 ,任何 一 轮 彩 票 的 销售 量 都 
不 曾 达 到 这 个 数 的 一 半 。 这 说明 ,在 正常 情况 下 ,每 一 轮 彩 票 中 
都 应 当 有 未 被 购买 的 号 码 组 合 ,除非 有 某 个 大 财阀 有 意 买 进 许 
多 不 同 的 号 码 组 合 。 

为 了 使 每 一 种 号 码 组 合 都 有 人 购买 ,为 什么 需要 卖 出 如 此 
多 的 彩票 ? 你 可 以 非常 直观 地 考虑 这 个 问题 ;假设 所 有 号 码 组 
合 中 只 剩 下 一 个 无 人 购买 ,还 需要 卖 出 多 少 张 彩票 才能 把 这 个 
最 后 的 号 码 组 合 卖 出 ?” 当 卖 出 下 一 张 彩 票 时 ,其 号 码 组 合 不 与 
已 卖 出 的 号 码 组 合 重复 的 概率 仅 为 1 400 万 分 之 1, 也 就 是 说 ， 
为 了 卖 出 最 后 一 个 号 码 组 合 就 需要 再 卖 1 400 万 张 。 为 了 卖 出 
最 后 儿 个 号 码 组 合 , 需 要 卖 许多 许多 张 彩票 。 

换 一 个 例子 。 你 站 在 马路 边 , 问 每 一 个 路 过 的 人 他 (或 她 ) 
出 生 在 哪个 月 。 平 均 需 要 问 多 少 人 才能 使 12 个 月 在 答案 中 都 
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出 现 过 ? 假设 人 的 生日 在 12 个 月 中 均匀 分 布 。 由 于 N= 12, 结 
论 是 37。 不 过 事实 上 人 的 生日 在 12 个 月 中 的 分 布 不 均匀 (有 的 
月 份 只 有 28 天 ,有 的 月 份 有 31 天 ) ,所 以 你 得 到 的 重复 答案 比 
理论 估计 要 多 。 所 以 正确 的 结论 应 比 37 大 一 些 。 我 们 最 好 把 
结论 估计 为 40。 

我 们 已 经 知道 如 何 计算 “为 了 得 到 全 部 N 种 卡片 ,平均 需 
要 购买 的 商品 数 ”"。 另 外 一 个 问题 也 需要 讨论 ;对 于 一 个 给 定 的 
x(x 不 小 于 N), 买 x 件 商 品 恰好 收集 到 全 部 N 种 卡片 的 概率 是 
多 少 ? 分 析 这 个 问题 要 用 到 附录 3 中 介绍 的 几 个 概念 ,比如 方 
差 ,标准 差 . 正 态 分 布 等 等 。 我 们 略 过 具体 的 解法 ,直接 给 出 结 
论 : 


Ox 大 于 平均 值 的 概率 与 X 小 于 平均 值 的 概率 相 
等 ; 

CD x 与 平均 值 的 差 的 绝对 人 不 超过 标准 差 的 概率 
大 约 为 2/3; 

CD x 与 平均 值 的 差 的 绝对 值 超过 标准 差 的 二 倍 的 
概率 大 约 为 1/20。 


例如 , 当 平 均值 为 100 而 标准 差 为 10 时 , x 落 在 90 到 110 
之 交 的 概率 是 2/3;x 大 于 110 的 概率 和 x 小 于 90 的 袜 率 相等 ， 
都 是 1/6;x 大 于 120 或 小 于 80 的 概率 是 1/20。 如 果 平 均值 仍 
为 100 而 标准 差 为 30, 则 结论 颇 为 不 同 :x 大 于 130 或 者 小 于 70 
的 概率 是 1/3。 140 
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平均 值 : 
2/3 概率 对 应 的 区 域 154~ 274 


如 果 你 想 知 道理 论 的 细节 ， 需 要 读 专门 的 概率 论 教科 书 。 
附录 3 中 有 简介 。 为 了 应 用 以 上 结论 ， 我 们 还 应 该 知道 如 何 计 
算 标 准 差 。 当 每 一 种 卡片 出 现 的 频率 相同 ， 并 且 卡 片 的 种 类 多 
于 10 种 时 ,标准 差 的 近似 值 为 WrM6。( 你 可 能 会 奇怪 这 个 公 
式 怎 么 和 扯 上 关系 的 。) 这 个 值 可 以 很 好 地 近似 为 1.28N。 
表 7.2 给 出 了 几 组 数据 。 

假如 你 真 的 开始 收集 卡片 ， 并 且 发 现实 际 结果 和 理论 计算 
不 一 致 ， 不 值得 大 惊 小 怪 。 实 际 结果 可 能 比 平 均值 高 很 多 ， 也 
可 能 低 很 多 ， 这 很 正常 。 

以 上 分 析 基 于 一 个 共同 的 假设 : 每 种 卡片 出 现 的 频率 相 
同 。 如 果 每 张 卡 片 出 现 的 频率 不 同 ， 结 论 会 有 变化 : 我 们 需要 
买 更 多 的 商品 才能 达到 目标 。 此 时 ， 决 定性 的 因素 是 我 们 平均 
需要 严 多 少 件 商品 才能 得 到 最 罕见 的 那 张 卡片 。 比 如 ， 一 共有 
12 种 卡片 ， 其 中 11 种 卡片 出 现 的 概率 相同 ， 而 最 后 1 种 卡片 
出 现 的 概率 是 1/100。 平 均 耐 言 ， 我 们 买 100 件 商品 可 以 得 到 
1 张 最 稀有 的 卡片 ， 而 此 时 我 们 通常 已 经 收集 到 全 部 的 12 种 
卡片 一 一 如 果 此 时 还 有 一 些 普 道 卡片 我 们 没有 得 到 ， 只 能 说 明 
我 们 的 运气 非常 非常 差 。 刚 才 我 们 已 计算 过 ,平均 用 37 轮 就 
可 以 得 到 12 种 分 布 均匀 的 卡片 ， 而 在 65 轮 之 后 依然 没有 达到 
目标 的 概率 仅 为 1/40。 

你 是 不 是 觉得 有 点 奇怪 ? 频率 分 布 不 均匀 的 情况 要 比 频率 
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分 布 均匀 的 情况 复杂 ， 可 是 计算 复杂 情况 下 的 结果 竟然 比 计算 
简单 情况 下 的 结果 简单 得 多 ! 如 果 在 全 部 卡片 中 ， 只 有 一 张 卡 
片 非常 少见 ， 其 它 卡片 出 现 的 频率 比 它 高 得 多 ， 则 问题 变 成 一 
个 非常 简单 的 形式 ; 平均 需要 购买 多 少 件 商品 才能 得 到 一 张 最 
罕见 的 卡片 ? 算出 这 个 值 以 后 ， 我 们 最 后 的 结论 要 比 这 个 值 略 
大 一 点 点 。 


选 秘书 问题 


假设 你 要 招聘 一 名 秘书 。 有 一 群 应 聘 者 在 你 的 办 公 室 外 排 
队 等 候 面 试 。 你 依次 面试 这 些 人 。 每 次 面试 结束 时 你 有 两 个 选 
择 : 1. 回绝 这 个 应 聘 者 ， 面 试 下 一 个 人 ; 2. 决定 聘用 当前 的 
应 聘 者 ， 结 束 招 聘 活 动 。 你 必须 当场 做 出 决定 。 被 你 回绝 的 
人 ， 你 不 能 聘用 。 怎 样 才 能 使 你 聘用 到 素质 最 好 的 应 聘 者 的 概 
率 最 大 ? 

其 实生 活 中 的 某 些 例子 与 此 相似 。 比 如 你 来 到 一 个 陌生 的 
小 镇 ， 要 在 一 排 小 餐馆 中 选择 一 家 吃 午饭 ， 如 何 选择 最 合理 ? 
在 一 间 餐 馆 停 下 来 就 餐 ， 还 是 继续 往 前 走 ? 

你 的 目标 是 使 你 聘用 到 素质 最 好 的 应 聘 者 的 概率 最 大 。 假 
设 应 聘 者 共 60 人 ， 如 果 你 胡乱 选择 一 个 ， 你 有 1/60 的 机 会 选 
对 人 。 当 然 你 有 办 法 使 机 会 更 大 。 

通常 的 策略 是 这 样 : 回绝 最 初 的 一 部 分 应 聘 者 ， 然 后 考察 
后 来 的 应 聘 者 ， 如 果 出 现 一 个 应 聘 者 ， 甚 素质 比 以 前 的 所 有 应 
聘 者 都 好 ， 则 聘用 此 应 聘 者 ， 招 聘 活动 终止 。 最 糟糕 的 情况 
是 ， 你 发 现 后 来 的 应 聘 者 的 素质 总 是 比 最 初 的 某 个 应 聘 者 差 ， 
结果 你 不 得 不 聘用 最 后 一 个 应 聘 者 一 一 可 能 是 很 差劲 的 一 个 。 
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现在 ,最 关键 的 问题 是 如 何 确定 你 一 定 要 回绝 的 这 部 分 人 所 占 
的 比例 。 首 先 考虑 最 明显 的 策略 : 回绝 最 初 的 一 半 应 聘 者 ， 此 
后 ， 如 果 出 现 一 个 应 聘 者 ,其 素质 比 以 前 的 所 有 应 聘 者 都 好 ， 
则 聘用 此 应 聘 者 。 用 这 种 策略 找到 最 佳人 选 的 概率 略 大 于 1/4。 

我 们 分 析 一 下 这 个 策略 。 考 虑 两 个 应 聘 者 在 整个 队伍 中 的 
位 置 素质 最 好 的 应 聘 者 和 素质 第 二 好 的 应 聘 者 。 如 果 素 质 第 
二 好 的 应 聘 者 排 在 队伍 的 前 二 分 之 一 ， 而 素质 最 好 的 应 聘 者 排 
在 队伍 的 后 二 分 之 一 ， 则 你 一 定 可 以 得 到 最 佳人 选 。 这 个 结论 
非常 明显 。 在 其 它 情 况 下 ， 你 都 得 不 到 最 佳人 选 。 素 质 第 二 好 
的 应 聘 者 排 在 队伍 的 前 二 分 之 一 的 概率 是 1/2， 在 这 个 前 提 
下 ， 而 素质 最 好 的 应 聘 者 排 在 队伍 的 后 二 分 之 一 的 概率 略 高 于 
1/2， 因 为 队伍 的 前 二 分 之 一 中 已 经 有 一 个 位 置 被 索 质 第 二 好 
的 应 聘 者 占据 了 。 所 以 ， 你 得 到 最 佳人 选 的 概率 略 大 于 25% 。 

事实 上 ， 二 分 之 一 并 非 最 佳 比例 。 我 们 可 以 把 得 到 最 佳人 
选 的 概率 提高 到 37%。 具 体 方法 是 ， 回绝 前 37% 的 应 聘 者 ， 
在 后 来 的 应 聘 者 中 选 一 个 比 先前 的 应 聘 者 都 好 的 人 。 下 面 是 解 
法 的 细节 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 仔细 推敲 这 -一段 。 当 你 在 一 个 陌 
生 的 小 镇 选择 餐馆 时 ， 不 妨 用 同样 的 策略 。 
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如 何 选 择 最 佳人 选 


假设 应 聘 者 有 N 个 ，N 不 小 于 6。 你 的 策略 是 回绝 前 + 个 应 聘 
者 。 以 本 表示 素质 最 好 的 应 聘 者 。 

本 出 现在 每 个 位 置 上 的 概率 相同 ， 都 是 1/N。 如 果 J 出 现在 前 
个 位 置 中 ， 你 将 回绝 J 如 果 丁 出 现在 第 r+ 1 个 位 置 上 ， 你 将 聘用 本 
如 果 J 出 现在 第 r+2 个 位 置 上 上 ， 你 是 否 聘 用 于 取决 于 前 r+ 1 个 应 聘 
者 的 排列 顺序 。 在 前 r+ 1 个 应 聘 者 中 有 一 个 素质 最 好 的 人 ， 如 果 这 
个 人 出 现在 前 r 个 位 置 上 ， 则 你 将 聘用 三- 一 这 个 概率 是 w (r+ 1)。 
如 果 J 出 现在 第 r+3 个 位 置 上 ， 你 是 否 聘 用 J] 取决 于 前 r+ 2 个 应 聘 
者 的 排列 顺序 。 在 前 r+2 个 应 聘 者 中 有 一 个 索 质 最 好 的 人 ， 如 果 这 
个 人 出 现在 前 r 个 位 置 上 ， 则 你 将 聘用 三- 一 这 个 概率 是 w (r+ 2)。 
类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 本 出 现在 每 个 位 置 上 的 结果 。 各 个 概率 值 的 
和 即 为 你 得 到 最 佳人 选 的 概率 : 

二 x {1+ + + + t+ 
nN r+l r+2 r+i+3 N-1/° 

这 个 值 取决 于 如 何 选择 r。 以 P(r) 表示 这 个 值 。 下 面 的 问题 是 如 何 
选择 rf 才能 使 P(r) 最 大 。 

以 r+ 1 代替 r， 可 以 直接 得 到 P (r+ 1)， 即 如 果 回 绝 前 r+ 1 个 
应 聘 者 ， 你 得 到 最 佳人 选 的 概率 。 比 较 P (r) 和 P (r+1) 的 差 ， 如 
果 P (r) ~-P (r+1) 小 于 0， 则 说 明 随 着 最 初回 绝 的 人 数 的 增加 ， 
得 到 最 佳人 选 的 概率 上 升 ; 如 果 P (r) -Pp (r+1) 大 于 0， 则 结论 
相反 。 这 个 差 是 

1 1 1 I ) 


1 4 

P(r) -P(r+h = 译 *(1-7 -7 ~N-1 
当 r 较 小 时 ， 这 个 值 小 于 0。 当 r 达 到 某 个 数 之 后 ， 这 个 值 始终 
大 于 0。 这 说 明 ， 当 r 较 小 时 ， 随 着 的 增加 概率 递增 ;而 当 * 达 到 
菜 个 数 之 后 ， 概 率 递 碱 。 因 此 概率 最 大 的 条 件 是 + 是 使 得 + -5 


r+2 
-5 +…+ > 1 的 最 大 值 。 此 时 
I 1 .1.1 1 .. 
P (7) -Ww* (7 +7+i+7+2+7+3+ 
根据 一 个 数学 中 常用 的 近似 公式 ， 此 时 r* 约 等 于 N/e，e 是 自然 对 数 
的 底数 。 因 此 ，P (r) 约 等 于 1/e， 近 似 于 37%。 


+ 
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在 两 个 人 或 两 支队 伍 ) 进行 比赛 时 ， 通 常 需要 多 少 局 才 
能 决 出 胜 负 ? 在 世界 杯 斯 诺 克 锦标 赛 中 ， 冠 军 争 夺 战 曾经 采用 
143 局 决胜 的 规定 ， 现 在 的 规则 是 35 局 决胜 .2 了 在 世界 杯 健 球 
赛 和 斯 坦 雷 杯 冰球 赛 中 ， 决 赛 为 七 局 四 胜 制 。 在 板 球 中 ， 由 于 
平局 经 常 出 现 ， 比 赛 所 需 的 局 数 从 两 局 到 六 局 都 很 常见 。 在 世 
界 杯 国际 象棋 赛 的 决战 中 ， 比 赛 的 局 数 经 常 变化 ， 最 常见 的 是 
24 局 决胜 。 网 球赛 的 规定 比较 复杂 : 在 每 一 局 中 ， 获 胜 条 件 
是 得 分 不 低 于 四 分 ， 并 且 领 先 对 手 至 少 两 分 ; 在 每 一 节 比 赛 
中 ， 获 胜 条 件 是 至 少 获 胜 六 局 ， 并 且 领 先 对 手 至 少 两 局 ; 而 最 
终 获胜 的 条 件 是 赢得 三 节 比 赛 中 的 两 节 〈 或 赢得 五 节 比 赛 中 的 
三 节 )。 在 壁球 中 ， 双 方 先 争夺 发 球 权 ， 获 得 发 球 权 的 一 方 可 
以 得 分 。 在 每 一 局 中 ， 一 方 赢 满 九 分 时 获胜 。 然 而 ， 如 果 接 近 
终局 时 打 成 平局 ， 比 分 为 八 比 八 ， 则 没有 发 球 权 的 一 方 有 权 决 
定 本 局 的 获胜 条 件 : 既 可 以 决定 得 满 九 分 者 获胜 ， 也 可 以 决定 
得 满 十 分 者 获胜 。 比 赛 通常 三 局 决胜 或 五 局 决胜 。 羽 毛 球 的 情 


”斯 诺 克 是 -一 种 桌球 游戏 一 一 译 者 注 。 


况 与 壁球 类 似 ， 但 是 当 获 胜 条 件 改 变 时 ， 规 则 也 要 做 出 调整 。 
这 些 不 同 的 规则 有 何 优 劣 ? 在 判断 乌 一 种 规则 最 优 时 ， 概 率 知 
识 是 否 有 用 ? 

多 局 决胜 的 目的 通常 是 减少 偶然 因素 对 比赛 结果 的 影响 ， 
使 得 比赛 的 结果 能 更 好 地 反映 双方 的 真实 水 平 。 在 桥牌 比赛 
中 ， 如 果 仅 仅 赁 一 手 牌 定 输赢 ， 显 然 是 荒 雇 的 。 然 而 ， 某 些 现 
实 因素 经 常 使 得 多 局 决胜 不 可 行 。 在 职业 拳击 赛 中 ， 比 赛场 次 
过 多 会 挛 重 损伤 运动 员 的 身体 ; 在 世界 杯 足 球赛 中 ， 如 果 采 取 
多 局 决胜 制 ， 比 赛 结果 反映 的 可 能 不 是 双方 的 球 艺 水 平 ， 而 是 
身体 的 耐力 。 面 临 实际 的 抉择 时 ， 统 计 学 的 理由 往往 让 位 于 一 
些 更 现实 的 考虑 ， 赛程 的 长 短 必须 合理 ， 必 须 保证 比赛 对 参赛 
者 和 观众 的 吸引 力 。 道 理 很 简单 :体育 运动 不 是 为 统计 学 家 设 
计 的 。 

在 一 些 项 目 中 ， 某 一 方 拥有 额外 的 优势 。 比 如 ， 在 国际 象 
棋 中 先行 的 一 方 明显 占 优势 ， 而 在 网 球赛 中 ， 发 球 方 获胜 的 机 
会 较 大 。 在 这 样 的 项 目 中 ， 比 赛 双 方 应 当 轮 换 位 置 。 另 外 一 些 
项 目 中 则 没有 这 个 问题 ， 比 如 足球 、 摔 跤 等 等 。 在 本 章 中 ， 我 
们 的 目的 是 研究 不 同 的 比赛 局 数 对 双方 获胜 机 会 的 影响 。 


第 一 类 比赛 : 斯 诺 克 式 比赛 


在 这 一 节 中 ， 假 设 我 们 研究 的 比赛 具备 两 个 特征 : 

〇 每 一 局 比赛 的 结果 是 相互 独立 的 ， 即 某 一 局 比赛 的 结 
果 对 以 后 的 比赛 没有 影响 ; 

C 〇 如 果 在 某 一 局 中 ， 某 一 方 获胜 的 概率 是 p， 则 在 以 后 的 
一 系列 比赛 中 ， 这 一 方 获胜 的 概率 依然 是 p。 
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如 果 你 想 把 我 们 在 本 节 中 得 出 的 结论 应 用 于 茶 一 场 具体 的 
比赛 ， 首 先 必须 检查 一 下 这 两 个 条 件 是 否 成 立 。 如 果 比 赛 不 上 
备 这 两 个 特征 ， 你 当然 会 误 入 歧途 。 如 果 你 的 研究 对 象 是 网 球 
赛 ， 你 需要 考虑 具体 情况 。 假 如 参赛 双方 技术 平平 ， 那么 由 谁 
发 球 对 胜 负 影响 不 大 ， 你 可 以 认为 这 两 个 条 件 是 成 立 的 ; 然 
而 ,假如 比赛 在 两 个 职业 高 手 间 进行 ,发球 方 占有 明显 的 优 
势 ， 这 时 应 用 本 节 中 的 结论 就 是 不 恰当 的 。 不 过 ， 你 仍然 可 以 
局 部 地 应 用 本 节 的 结论 ， 比 如 在 具体 的 某 一 局 中 。 在 赛马 中 ， 
如 果 某 一 个 选手 在 比赛 中 负伤 ， 此 后 的 比赛 结果 将 受到 影响 ， 
此 时 假设 的 条 件 不 成 立 。 在 对 球赛 和 冰球 赛 中 ， 如 果 考 虑 到 主 
客场 对 胜 负 的 影响 ， 假 设 的 条 件 不 成 立 ; 然而 ， 如 果 每 一 局 比 
赛 的 环境 都 非常 相似 ， 你 可 以 放心 地 应 用 本 节 的 结论 。 

我 们 研究 的 核心 是 一 个 参赛 者 在 某 一 局 中 获胜 的 概率 如 何 
影响 其 在 整个 比赛 中 获胜 的 概率 。 假 设 一 个 参赛 者 史密斯 在 每 
一 局 中 获胜 的 概率 是 p， 比 赛 规则 是 先 胜 N 局 者 获胜 。 由 于 我 
们 的 主要 兴趣 集中 于 参赛 双方 实力 接近 的 情况 ， 所 以 假设 p 接 
近 于 1/2。 用 x+1/2 表示 p，x 是 一 个 较 小 的 值 。 

通常 ， 如 果 某 一 方 已 经 获胜 N 局 ， 则 整 场 比赛 结束 。 不 
过 ， 我 们 可 以 假定 每 一 场 比赛 都 赛 完 规定 的 局 数 ， 即 使 胜 负 已 
年， 依然 把 剩 下 的 比赛 打 完 。 (世界 杯 斯 诺 克 锦标 赛 曾经 如 此 
规定 过 。) 这 个 假定 对 计算 结果 没有 影响 ， 却 可 以 使 我 们 的 研 
究 简 化 。 例 如 ， 当 比赛 规定 先 胜 5 局 者 获胜 ， 则 我 们 认为 比赛 
一 定 进行 9 局 。 一 般 地 ， 当 获胜 条 件 是 先 胜 N 局 时 ， 我 们 认为 
比赛 一 定 进 行 2N- 1 局 。 

比赛 的 结果 符合 标准 的 二 项 分 布 (关于 二 项 分 布 的 细节 请 
参考 附录 2)， 因 为 ， 

〇 比赛 的 局 数 固 定 (2N -1 局 ); 
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GO 每 局 比赛 的 结果 互 不 影响 ; 

O 〇 史密斯 在 每 一 局 中 获胜 的 概率 一 定 ; 

〇 决定 比赛 胜 负 的 因素 是 史密斯 是 否 赢得 至 少 N 局 。 

利用 附录 2 介绍 的 方法 ， 很 容易 算出 在 整 场 比赛 中 史密斯 
赢 多 少 局 对 应 的 概率 。 我 们 把 史密斯 获胜 局 数 不 小 于 N 的 概 
率 加 起 来 ， 就 得 到 他 赢得 整 场 比赛 的 概率 。 

假如 比赛 规定 三 局 两 胜 ， 则 N = 2。 史 密斯 赢得 全 部 三 局 
的 概率 是 六， 恰好 赢得 两 局 的 概率 是 3p (1 - p)， 他 赢得 整 场 
比赛 的 概率 是 这 两 个 值 的 和 。 用 x 表示 p- 1/2， 则 得 到 最 终结 
果 广 + 到 -22。 当 x 较 小 时 , ww 可 以 忽略 ， 所 以 答案 是 1/2+ 
3x/2。 表 8.1 给 出 了 几 个 不 同 的 p 值 对 应 的 史密斯 获胜 的 概率 。 
当 p 略 高 于 1/2 时 ， 获 胜 概率 仅 比 p 略 大 一 点 。 这 说 明 当 双方 
实力 接近 时 三 局 两 胜 制 没有 特别 突出 的 优势 ， 然 而 ， 当 双方 实 
力 相 差 较 大 时 ， 三 局 两 胜 制 可 以 有 效 地 降低 强 者 意外 失手 的 概 
率 。 


表 8.1: 在 三 局 两 胜 的 比赛 中 ， 
每 局 的 胜率 与 整 场 的 胜率 的 关系 


整 场 的 胜率 0.575 0.745 | 0.84410.939 


每 局 比赛 的 胜率 与 整 场 比 赛 的 胜率 的 关系 也 可 以 用 图 8.1 
表示 。 图 中 横 坐 标 表示 每 局 的 胜率 ， 纵 坐标 表示 整 场 的 胜率 。 
体育 比赛 中 经 常规 定 三 局 两 胜 、 五 局 三 胜 或 七 局 四 胜 。 对 
于 后 两 种 情况 ， 计 算 方 法 是 一 样 的 。 利 用 附录 2 介绍 的 方法 ， 
很 容易 得 出 结论 。 当 史密斯 每 局 的 胜率 为 60% 时 ， 他 在 三 局 
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Probability of winning match 


一 L_ Li |L 1. > 
172 1 


Probability of winning one game 
两 胜 制 下 的 胜率 为 65%， 在 五 局 三 胜 制 下 的 胜率 为 68%， 在 
七 局 四 胜 制 下 的 胜率 为 71%。 

“ ， 当 N 大 于 3 时 ， 可 以 用 同样 的 方法 计算 ， 然 而 计算 过 程 和 
结论 比较 繁 融 ， 本 书 不 作 介绍 。 利 用 前 文 介绍 过 的 斯 达 灵 公 
式 ， 可 以 得 到 一 个 近似 公式 。 当 每 局 的 胜率 接近 于 1/2 时 ( 即 
x 接近 于 0 时 )， 整 场 的 胜率 约 等 于 


利用 这 个 公式 可 以 发 现 决胜 局 数 的 增加 对 在 整 场 的 胜率 的 
影响 。 如 果 一 个 人 在 单独 的 一 局 中 获胜 的 概率 高 于 1/2， 则 整 
场 获胜 的 概率 也 高 于 1/2; 决胜 局 数 越 多 ， 他 获得 整 场 胜利 的 
概率 也 越 大 。 然 而 ， 由 于 N 出 现在 开平 方 的 符号 下 ， 随 着 N 
的 增加 ， 整 场 的 胜率 的 增加 是 非常 缓慢 的 。 为 了 使 胜率 超过 
LlZ2 的 部 分 增加 一 倍 ，N 需要 增加 到 原来 的 四 倍 。 比 如 说 ， 史 
密斯 在 九 局 五 胜 制 中 的 胜率 是 55%， 为 了 使 他 的 胜率 达到 
60% ， 赛 制 需要 调整 为 39 局 20 胜 。 通 常 ，39 局 20 胜 与 29 局 
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15 胜 的 差别 不 大 。 
当 双 方 实力 接近 时 ， 这 个 公式 相当 可 靠 。 表 8.2 中 的 几 组 


数据 反映 了 N 与 整 场 的 胜率 的 对 应 关系 。 假 如 史密斯 每 局 的 
胜率 为 51%， 则 x=0.01。 在 19 局 10 胜 的 比赛 中 ，N= 10， 由 
密斯 最 终 获 胜 的 概率 是 53.5%。 然 而 ,假如 假设 史密斯 每 局 
的 胜率 为 60%， 则 x=0.1。 在 19 局 10 胜 的 比赛 中 ， 史 密斯 最 
终 获 胜 的 概率 是 85$%。 在 7 局 4 胜 的 比赛 中 ，N= 4。 如 果 一 
支队 伍 每 局 的 胜率 为 55%， 则 x = 0.05， 其 最 终 获 胜 的 概率 接 
近 于 61%。 如 果 这 支队 伍 每 局 的 胜率 为 66% ， 则 最 终 获胜 的 
概率 约 为 71%。 如 果 这 支队 伍 每 局 的 胜率 仅仅 略 大 于 50%， 
为 了 使 他 们 最 终 获 胜 的 概率 明显 高 于 50% ， 需 要 使 N 变 得 非 
常 非常 大 。 


表 8.2: N 与 整 场 的 胜率 的 对 应 关系 


一 EPE 
oR | «| 5 rr rd er orm ae 


表 8.3: Pp (每 局 的 胜率 ) 决定 整 场 的 胜率 


om | le 076 | 1 
on| om | ow | om | om 


应 用 这 个 公式 时 应 当 小 心 。 对 于 确定 的 x 的 值 ， 当 NN 足够 
大 时 ， 公 式 的 计算 结果 有 可 能 超过 1。 概 率 大 于 1 显然 是 荒唐 
的 。 因 此 ， 对 于 任何 的 x 的 值 ，N 都 不 能 超过 一 定 范围 。 在 什 
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人 么 范围 内 这 个 公式 可 以 安全 地 使 用 呢 ? 只 要 保证 N 小 于 
1/ (10x2 ) 就 可 以 了 。 

为 了 使 实力 较 强 的 选手 在 比赛 中 拥有 明显 的 优势 ， 比 赛 至 
少 应 当 进 行 多 少 局 ? 表 8.3 给 出 了 部 分 答案 。 在 世界 杯 斯 诺 克 
赛 中 ， 实 力 较 强 的 选手 作为 种 子 选手 参赛 ， 首 轮 比赛 为 19 局 
10 胜 制 。 如 果 种 子 选 手 的 每 局 胜率 接近 60% ， 则 他 获得 整 场 
胜利 的 概率 接近 80% 。 在 以 后 的 各 轮 比赛 中 ， 比 赛 局 数 递增 。 
半 决 赛 为 31 局 16 胜 ， 决赛 为 35 局 18 胜 。 在 最 后 阶段 ， 我 们 
可 以 假设 参赛 选手 的 实力 很 接近 ， 通 常 p 在 45% 到 55% 之 间 。 
此 时 实力 较 强 的 选手 仍然 有 可 能 失手 ， 不 过 概率 只 有 1/4。 

在 严肃 的 比赛 中 ， 对 局 数 是 事先 规定 的 。 然 而 ， 如 果 比 赛 
在 朋友 之 闻 进 行 ， 规 则 往往 可 以 变通 。 假 如 十 罗马 的 尼 禄 皇帝 
参加 斯 诺 克 赛 ， 他 将 按照 自己 的 意愿 不 断 调整 规则 。 尼 禄 的 规 
则 如 下 : 假如 第 一 局 尼 禄 获胜 ， 则 规则 为 一 局 决胜 ， 大 家 庆祝 
皇帝 伟大 的 胜利 ; 如 果 第 一 局 对 手 获胜 ， 则 规则 调整 为 三 局 两 
胜 ; 如 果 对 手 再 次 获胜 ， 则 规则 调整 为 五 局 三 胜 ， 以 此 类 推 。 
一 旦 尼 禄 获胜 的 局 数 领先 于 对 手 ， 则 比赛 结束 ， 尼 禄 获胜 。 在 
这 种 规则 下 ， 尼 禄 最 终 获 胜 的 概率 是 多 少 ? 

这 个 问题 应 当 分 三 种 情况 逐一 讨论 。 

情况 一 : 尼 禄 的 每 局 胜率 p 大 于 50%; 

情况 二 : 中 禄 的 每 局 胜率 p 等 于 50%; 

情况 三 : 尼 禄 的 每 局 胜率 p 小 于 50% ; 

在 情况 一 中 ,答案 很 明显 。 当 比赛 进行 了 很 多 轮 时 , 尼 禄 获 
胜 的 局 数 超过 1/2, 尼 禄 必然 获胜 。 在 情况 二 中 , 当 比 赛 进 行 了 
很 多 轮 时 , 尼 述 获胜 的 局 数 接近 于 1/2, 有 时 候 对 手 获胜 局 数 领 
先 , 有 时 候 尼 禄 获胜 局 数 领先 ,但 是 对 手 的 获胜 局 数 始终 领先 的 
概率 接近 于 0。 所 以 ,无论 在 情况 一 中 还 是 在 情况 二 中 , 尼 禄 最 
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终 获胜 的 概率 都 是 1。 

情况 三 则 非常 有 趣 。 当 比赛 进行 了 很 多 轮 时 , 尼 禄 获胜 的 
局 数 所 占 的 比例 接近 于 p, 所 以 从 长 期 看 , 尼 禄 获胜 的 局 数落 后 
于 对 手 , 并 且 始 终 保持 落后 。 然 而 ,在 比赛 的 初期 , 尼 禄 有 可 能 
领先 。 当 p 小 于 1/2 时 , 尼 要 领先 的 概率 (也 就 是 尼 禄 最 终 获胜 
的 概率 ) 为 p/(1 -p)。 例 如 , 当 P= 1/3 时 , 尼 禄 最 终 获胜 的 概 
率 为 1/2。 当 p 咯 低 于 1/2 时 , 尼 禄 获胜 的 概率 相当 高 。 如 果 p 
=45%, 则 这 个 概率 为 45/55, 约 等 于 89%。 但 是 当 p 仅 为 10% 
时 , 尼 禄 的 机 会 只 有 11% 。 下 面 是 这 个 问题 的 解法 的 细节 。 


尼 禄 领先 的 概率 


用 X 表 示 尼 禄 领先 的 概率 ， 用 p 表示 尼 禄 在 每 一 局 中 获胜 的 概 
率 。 第 一 局 结束 之 后 ， 有 两 种 可 能 结果 : 

1. 尼 禄 获胜 。 此 时 尼 禄 领先 。 这 个 结果 出 现 的 概率 为 p; 

2. 对 手 获 胜 。 此 时 尼 禄 落后 ! 局 。 这 个 结果 出 现 的 概率 为 1 - 


假设 第 一 局 对 手 获胜 。 尼 禄 为 了 最 终 领 先 ， 必 须 完成 两 个 目标 : 

4A, 把 总 比分 追 平 ; 

B. 在 把 比分 追 平 之 后 ， 再 超出 1 局 。 

为 了 完成 目标 &A， 尼 神 必 须 比 对 手 多 赢 1 局 ， 也 就 是 说 ， 尼 禄 
必须 在 这 个 阶段 中 领先 。 因 此 ， 尼 禄 实现 目标 A 的 概率 就 是 X。 在 
实现 目标 A 的 前 提 下 ， 尼 禄 实现 目标 B 的 概率 也 是 X。 因 此 ， 尼 禄 
同时 完成 这 两 个 目标 的 概率 是 习 。 所 以 ， 

X=p+ (1-P) Xe 

解 这 个 方程 ， 可 以 得 到 两 个 解 : X= 1 以 及 X= py (1-p)。 由 于 
X 是 一 个 概率 ， 所 以 X 不 可 能 大 于 1。 当 p 大 于 1/2 时 , p/ (1-p) 
大 于 1， 所 以 答案 只 能 是 另 一 个 解 ，X=1; 当 p 等 于 12 时 ，py (1 
- P) = 1， 两 个 解 相等 ， 所 以 答案 依然 是 X= 1。 

当 p 小 于 LiX2 时 ， 两 个 解 都 可 能 是 最 后 答案 。 然 而 ， 我 们 不 能 
接受 “ 尼 禄 必然 获胜 ”这 个 结论 。 所 以 ， 答 案 是 X= p/ (1- p)。 
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第 二 类 比赛 : 壁球 式 比 赛 


传统 的 壁球 比赛 规则 是 只 有 发 球 的 一 方 可 以 得 分 。 虽 然 现 
在 的 许多 壁球 比赛 规定 ， 发 球 方 和 接 球 方 都 可 以 得 分 ， 我 们 在 
本 节 中 只 考虑 传统 规则 下 的 情况 。 首 先 我 们 要 考 赎 两 个 概率 : 
一 个 选手 在 一 轮 争夺 中 赢得 一 分 的 概率 (假设 他 是 发 球 方 ) 以 
及 这 个 选手 在 一 轮 争 夺 中 赢得 发 球 权 的 概率 (假设 他 是 接 球 
方 )。 我 们 假定 这 两 个 概率 是 相等 的 ， 用 p 表示 。 此 外 我 们 考 
虑 两 个 概率 : 当 你 是 发 球 方 时 ， 在 下 一 轮 中 你 得 分 的 概率 S; 
以 及 当 你 是 接 球 方 时 ， 在 下 一 轮 中 你 得 分 的 概率 R。S 和 R 都 
可 以 由 p 计 算出 来 ,下 面 是 计算 的 细节 ， 没 兴趣 的 读者 不 必 深 
究 这 一 段 ， 记 住 结论 就 可 以 了 。 . 

图 8.2 表示 S 和 R 与 p 的 关系 。 请 注意 ， 当 pp 接近 于 1/2 
时，S 和 RR 相差 很 大 。 这 可 以 解释 为 什么 在 两 个 实力 非常 接近 
的 选手 之 间 也 经 常 出 现 悬 殊 的 比分 。 当 p= L2 时，S = 2/3， 
这 说 明 当 双方 势均力敌 时 ， 发 球 方 连续 得 分 的 机 会 很 大 。 

如 果 现 在 场 上 比分 为 8:8， 你 是 接 球 方 。 你 是 否 应 当 要 求 
把 获胜 条 件 调整 为 先 得 10 分 者 获胜 ? 为 了 做 出 决定 ， 我 们 计 
算 一 下 在 两 种 情况 下 你 的 获胜 机 会 。 如 果 你 不 要 求 调整 获胜 条 
件 ， 则 先 得 9 分 者 获胜 。 为 了 获胜 ， 你 必须 赢得 下 一 分 。 由 于 
你 是 接 球 方 ， 这 个 概率 是 R。 如 果 你 要 求 把 获胜 条 件 调 整 为 先 
得 10 者 获胜 ,你 有 三 种 获胜 途径 ，; 

1. 连 赢 两 分 ; 

2. 赢 一 分 ， 输 一 分 ， 再 赢 一 分 ; 

志 3. 输 -- 分 ， 然 后 连 赢 两 分 、 


on 
[se 


S 和 RR 与 p 的 关系 


当 你 是 接 球 方 时 ， 为 了 得 分 你 必须 先 夺 得 发 球 权 。 你 在 下 一 轮 

中 夺 得 发 球 权 的 概率 是 p， 而 夺 得 发 球 权 后 你 就 变 为 发 球 方 ， 所 以 
R= pS 

当 你 是 发 球 方 时 ， 你 有 两 种 得 分 的 途径 : 其 一 ， 在 下 一 轮 中 直 
接 得 分 ， 其 概率 为 p; 其 二 ,在 下 一 轮 中 丢掉 发 球 权 (概率 为 1 - 
p) ， 而 作为 接 球 方 得 分 。 所 以 

S=p+ (1-p)R 
把 两 个 式 子 综合 起 来 ， 就 得 到 结论 : 
S=p/ (1-p+tp), R=p/ (1-p+p) 


时 
和 
共 了 
加 
各 
量 s 
8 
“31/2 R 
Es 
本 
ES LI > 
1/2 1 


Probability of winning next point 
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途径 1 的 概率 是 RxS ( 赢 第 一 分 时 你 是 接 球 方 ， 廉 第 二 
分 时 你 是 发 球 方 ); 途径 2 的 概率 是 Rx (1-S) xR( 赢 第 一 
分 时 你 是 接 球 方 ， 输 第 二 分 时 你 是 发 球 方 ， 赢 第 三 分 时 你 是 接 
球 方 ); 途径 3 的 概率 是 (1-R) x RxS。 这 三 个 概率 的 和 是 
你 在 调整 获胜 条 件 之 后 的 获胜 概率 。 

哪 种 情况 对 你 更 有 利 ? 答案 是 当 $ 大 于 1/2 时 ， 后 者 较 
好 。S 的 值 是 由 p 决定 的 ， 当 p 大 于 38% 时 ，S 大 于 1/2。 所 
以 结论 是 : 

当 p 大 于 38% 时 ， 应当 要 求 把 获胜 条 件 调整 为 先 得 10 分 
者 获胜 。 在 实战 中 ， 这 个 条 件 几 乎 总 是 被 满足 。 因 为 你 们 的 此 
分 已 经 达到 8:8， 说 明 双 方 实力 接近 ，p 应 当 在 50% 附 近 ， 通 
党 高 于 38%。 当 然 ， 有 时 会 出 现 例外 。 比 如 你 的 对 手 体力 充 
渍 而 你 已 经 感到 体力 不 支 ， 或 者 你 刚刚 受伤 ， 此 时 速 战 速决 是 
上 策 。 总 之 ， 当 p 小 于 38% 时 ， 应 当 保 持 获 胜 条 件 不 变 ， 而 
当 p 大 于 38% 时 应 当 调整 效用 条件 。 

下 面 我 们 讨论 赢得 每 分 的 概率 如 何 影响 赢得 整个 一 局 比 
赛 的 概率 。 相 信 你 已 经 发 现 ， 有 了 两 种 情况 都 能 使 比分 达到 2 比 
1: 你 赢 1 分 、 输 1 分 、 再 赢 工分 以 及 先 输 1 分 、 然 后 连 赢 2 
分 , 但 是 这 两 种 情况 对 应 的 概率 不 同 。 如 果 我 们 专注 于 具体 的 
比分 上 升 的 过 程 ， 则 问题 变 得 极其 复杂 ， 许 许多 多 的 情况 需要 
分 别 考 虑 。 这 种 策略 太 麻 烦 了 ， 我 们 应 当 找 一 种 方便 的 算法 。 

为 了 简化 我 们 的 讨论 ， 假 定 作为 发 球 方 和 作为 接 球 方 得 分 
的 概率 是 相同 的 。 当 两 个 选手 实力 相当 时 ， 假 定 两 种 胜利 条 件 
《 即 先 得 9 分 者 胜 及 先 得 10 分 者 胜 ) 被 应 用 的 频率 相同 。 为 了 
取胜 ， 你 必须 作为 发 球 方 获胜 9 或 10 个 回合 ; 为 了 赢得 发 球 
权 ， 你 还 必须 作为 接 球 方 获胜 若 于 回合 ， 这 个 数 大 致 也 是 9 或 
10。 因 此 ， 这 个 问题 转化 为 一 场 没 有 发 球 权 问题 的 普通 比赛 ， 
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获胜 条 件 为 赢得 18 ~ 20 轮 。 当 你 的 实力 比 对 手 强 时 ， 你 控制 
发 球 权 的 时 间 比 对 手 长 ， 所 以 你 需要 的 获胜 轮 次 比 18 ~ 20 要 
小 一 些 ， 比 如 16 ~ 18。( 假 如 比赛 规则 规定 发 球 方 和 接 球 方 都 
可 以 得 分 ， 则 获胜 条 件 通 常 是 赢得 15 分 。) 

当 p 在 40% 到 60% 之 间 时 ,问题 可 以 转化 为 斯 诺 克 式 的 
比赛 ， 我 们 可 以 直接 利用 上 一 节 中 的 结论 ，N 的 取 值 为 16 ~ 
18。 利 用 表 8.2 和 8.3 可 以 直接 得 出 近似 结果 。 我 用 计算 机 模 
拟 了 N 的 取 值 范围 为 16~18、p 的 取 值 范围 为 45% ~ 55% 的 情 
况 ， 结 论文 持 这 个 近似 算法 。 当 然 ， 这 种 计算 方法 是 有 缺陷 
的 ， 但 可 以 提供 非常 好 的 近似 结果 。 由 于 我 们 最 后 算出 的 概率 
与 N 的 平方 根 有 关 ， 而 当 N 的 取 值 范围 为 16 ~ 18 时 N 的 平方 
根 很 小 ， 所 以 这 种 方法 的 误差 很 小 。 我 们 用 一 个 例子 说 明 计算 
过 程 ， 当 p=51% 时 ,在 表 8.2 中 可 以 找到 N= 16 所 对 应 的 结 
果 ， 你 赢得 一 局 的 概率 为 55%。 青 进一步 ， 如 果 整 个 比赛 为 
三 局 两 胜 ， 再 次 利用 表 8.2 可 以 得 到 你 赢得 整 场 比赛 的 概率 ， 
p=55% 对 应 的 结论 是 $S7.$% 。 如 果 整 个 比赛 为 五 局 三 胜 ， 表 
8.2 给 出 的 结论 是 你 有 5$9% 的 机 会 赢得 整 场 比赛 。 在 附录 2 中 
有 计算 公式 。 


第 三 类 比赛 : 网 球 式 比 赛 


网 球 比赛 的 特点 是 ， 无 论 整 场 比赛 已 经 进行 了 多 久 ， 得 分 
较 少 的 一 方 有 可 能 取胜 。 在 某 一 节 比 赛 中 也 是 如 此 : 获胜 者 有 
可 能 是 得 分 较 少 的 一 方 。 比 如 说 ， 你 在 一 节 比 赛 中 拿 下 六 局 ， 
而 每 局 都 仅仅 领先 两 分 ; 对 手 拿 下 了 四 局 ， 而 每 局 都 把 你 打 成 
0 重 。 这 样 ， 他 的 得 分 比 你 高 ， 但 胜利 者 是 你 。 
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G 与 p 的 关系 


首先 考虑 比赛 延长 时 的 情况 。 当 双方 打 成 3:3 时 ， 比 赛 将 延长 ， 
因为 获 星 方 必须 超出 对 手 两 分 - 用 D 表示 史密斯 在 这 种 条 件 下 获胜 | 
的 概率 ， 如 果 史 密斯 连 得 两 分 (概率 为 马 ) ， 则 史密斯 获胜 ;如 果 对 
手 连 得 两 分 《概率 为 竹 ) ， 则 对 手 获胜 ; 如 果 双 方 各 得 一 分 (概率 为 
2pq) ， 再 次 出 现 平 局 ， 回 到 最 初 的 情况 。 因 此 
D= p +2pgD。 


好 了 = PR” (p+q)。 | 
史密斯 可 以 在 以 下 四 种 条 件 下 获胜 
1. 连 得 4 分 ， 概 率 为 p; | 
2. 在 前 4 分 中 得 到 3 分， 而 后 得 到 自己 的 第 4 分 ,概率 为 4ptq; | 
号 在 前 5 分 中 得 到 3 分 ,而 后 得 到 自己 的 第 4 分， 概率 为 
10p 中 ; 
4, 在 前 6 分 中 得 到 3 分 ， 而 后 在 比赛 延长 的 情况 下 获胜 ， 概 率 
为 20p PD。 
把 这 四 个 值 相 加 ， 得 到 
G= (EF-16p9) 7 Ed) | 


1/2 


s 
部 
a 
上 
: 
| 
皮 


_ 工 -一 L L > 
1/2 1 


Probability of winning point 


1. 
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在 每 一 局 的 内 部 ， 获 胜 条 件 是 至 少 领先 两 分 ， 得 分 不 低 于 
4。 由 于 没有 交换 发 球 权 的 问题 ， 所 以 可 以 直接 引用 斯 诺 克 式 
比赛 中 的 结论 ， 只 要 把 “局 ” 换 成 “分 ”就 可 以 了 。 用 p 表示 
史密斯 赢得 1 分 的 概率 ， 用 q 表示 1 ~- p，9g 即 史 密斯 于 1 分 的 
概率 。 当 p= 1/2 时 ， 史 密斯 最 终 获 胜 的 概率 显然 是 1/2， 所 
以 ， 我 们 可 以 把 注意 力 集中 于 p 不 等 于 1/2 的 情况 。 用 G 表示 
史密斯 赢得 一 局 的 概率 。 下 面 是 计算 G 的 过 程 。 

图 8.3 展现 了 G 与 pb 的 关系 。 随 着 p 的 增加 ，G 递增 。 当 
p 刚 刚 超过 1/2 时 ，G 迅速 上 升 。 当 p 达到 70% 时 ，G 达到 
90% 。 而 此 后 ， 随 着 p 的 增加 G 的 上 升 非常 缓慢 。 这 说 明 ， 假 
如 你 在 发 球 局 中 得 分 的 概率 已 达到 70% ， 则 进一步 加 强 你 在 
发 球 局 中 的 优势 对 你 的 好 处 不 是 特别 大 ， 因 为 你 的 胜率 已 经 高 
达 90%， 这 个 数 不 容 易 变 得 更 大 。 此 时 你 应 致力 于 提高 自己 
在 接 球 局 中 的 胜率 。1997 年 温 布 尔 登 公开 赛 中 的 统计 数据 支 
持 我 们 的 结论 。 蔡 曼 在 发 球 局 中 的 得 分 率 为 75%， 最 终 赢 得 
23 个 发 球 局 中 的 22 个 。 克 拉克 在 发 球 局 中 的 得 分 率 为 73%， 
最 终 赢得 23 个 发 球 局 中 的 21 个 。 在 女子 比赛 中 ， 辛 吉 斯 在 发 
球 局 中 的 得 分 率 为 55%， 她 赢得 13 个 发 球 局 中 的 9 个 。 诺 娜 
在 发 球 局 中 的 得 分 率 为 54%， 她 赢得 13 个 发 球 局 中 的 8 个 。 

当 p 接 近 于 1/2 时 ， 可 以 立刻 得 到 一 个 关于 G 的 近似 公 
式 。 把 p 表 示 为 1/2+x， 则 x 接近 于 0。G 可 以 表示 为 

G=1/2+5x2 

当 x 接近 于 0 时 ,公式 中 被 省 略 的 部 分 非常 小 ， 可 以 忽略 
不 计 。 其 中 x 的 系数 5/2 说 明 每 局 胜率 增长 的 速度 比 得 分 率 增 
长 的 速度 快 。 例 如 ， 当 你 的 得 分 率 从 50% 增 加 到 52% 时 ， 你 
的 胜率 从 50% 增 加 到 55%。 

以 上 我 们 讨论 的 是 赢得 1 分 的 概率 如 何 影响 赢得 1 局 的 慨 


Pm 
5 


5 


所 
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率 。 下 面 我 们 还 要 研究 赢得 1 局 的 概率 如 何 影响 赢得 1 节 的 概 
率 。 在 1 节 比 赛 中 ， 双 方 的 发 球 局 与 接 球 局 交替 ， 获 胜 条 件 是 
拿 下 6 局 并 超出 对 手 2 局 。 在 发 球 局 和 接 球 局 中 ， 一 个 选手 获 
胜 的 概率 不 同 。 假 疫 有 一 个 选手 琼斯 ， 他 在 发 球 局 中 的 胜率 为 
s， 和 而 在 接 球 局 中 的 胜率 为 r。 根 据 1997 年 温 布尔 登 公 开赛 中 
的 统计 数据 ，s 通常 大 于 90% ， 而 r+ 通常 小 于 10%。 

在 网 球 比 赛 规则 引进 “最 后 决胜 局 ”以 前 ，! 节 比 赛 往往 
进行 很 多 局 ， 可 能 出 现 15:13 或 24:22 之 类 的 大 比分 。 有 些 比 
赛 规定 ， 如 果 某 一 节 比 赛 是 全 场 比赛 的 最 后 一 节 ， 则 在 这 节 比 
赛 中 没有 最 后 决胜 局 。 在 没有 最 后 决胜 局 的 情况 下 ， 计 算 琼 斯 
赢得 本 节 比 赛 的 概率 的 方法 与 以 前 的 算法 类 似 ， 但 我 们 需要 考 
虑 的 是 两 个 概率 值 (r 和 s)， 这 使 得 解 题 过 程 变 得 极为 繁琐 。 
我 们 略 过 计算 的 细节 ， 直 接 给 出 结论 。 

决定 琼斯 在 1 节 比 赛 中 的 胜率 的 关键 因素 是 r+ 和 s 的 平均 
值 。 用 P 表 示 (r+ s) /2。 当 P=1/2 时 ， 琼 斯 获胜 的 概率 为 
50% 。 如 果 希 望 获胜 的 概率 超过 50% ， 则 应 当 使 P 大 于 1/2。 
网 球 教练 都 知道 一 个 基本 原则 :; 弥补 自己 的 短处 通常 比 加 强 自 
己 的 长 处 更 有 效 。 如 果 s 已 经 达到 90%， 无 论 你 如 何 努 力也 不 
能 把 它 变 成 100% ; 相反 ， 如 果 r 只 有 10%， 则 你 还 有 很 多 可 
以 努力 的 空间 。 把 10% 提 高 到 15% 变 比 把 90% 提 高 到 95% 容 
易 得 多 ,但 是 从 结果 看 ， 二 者 没什么 差别 。 

在 最 后 决胜 局 中 ， 一 名 选手 先 发 一 次 球 ， 其 后 双方 轮换 发 
球 ， 每 轮 连 发 两 次 球 。 获 胜 条 件 是 拿 下 7 分 ， 并 且 至 少 领 先 对 
手 2 分 。 计 算 在 最 后 决胜 局 中 的 胜率 与 计算 在 一 节 中 的 胜率 非 
常 相似 ， 只 不 过 6 变 成 了 7。 用 s 表示 琼斯 在 发 球 时 得 分 的 概 
率 ， 用 上 表示 琼斯 在 接 球 时 得 分 的 概率 ， 关 键 性 的 因素 依然 是 
(r+s) /2。 通 过 1997 年 美国 公开 赛 的 统计 数字 ， 我 们 可 以 发 
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现 顶 尖 高 手 之 间 的 实力 相当 接近 。 在 一 场 半 决赛 中 ， 每 节 的 比 
分 为 6:3、6:3、6:4， 双 方 的 总 得 分 为 97 :78， 失 败 者 的 得 分 
率 达 到 了 45%。 在 另 一 场 半 决 赛 中 ， 每 节 的 比分 为 6:1、3:6、 
3:6、6:3、7:5， 双 方 的 总 得 分 为 128:127。 表 8.4 和 表 8.5 给 
出 了 几 个 典型 的 s 值 和 +r 值 对 应 的 结论 。 表 8.4 表示 最 后 决胜 
局 中 的 情况 ， 第 一 列表 示 不 同 的 s 值 ， 第 一 行 表示 不 同 的 
值 ， 表 中 的 元 素 宕 示 此 选手 赢得 最 后 决胜 局 的 概率 。 表 8.5 表 
示 在 没有 最 后 决胜 局 的 条 件 下 整 节 比赛 的 情况 ， 第 一 列表 示 不 
同 的 s 值 ， 第 一 行 表示 不 同 的 r 值 ， 表 中 的 元 素 表示 在 没有 最 
后 决胜 局 的 情况 下 此 选手 赢得 一 节 比 赛 的 概率 。( 请 注意 ， 在 
表 8.5 中 s 和 r 分 别 表 示 的 是 此 选手 在 接 球 局 和 发 球 局 中 的 胜 
率 。) 


表 8.4: 在 最 后 决胜 局 中 获胜 的 概率 


制定 规则 的 目的 就 是 使 比赛 公平 。 在 最 后 决胜 局 中 ， 当 双 
方 的 得 分 之 和 为 奇数 时 ， 显 然 有 一 方 比 对 手 多 发 了 一 次 球 ， 然 
而 ， 关 于 发 球 次 序 的 规定 使 得 双方 轮流 持 有 这 个 优势 。 关 于 最 
后 决胜 局 的 规定 和 关于 一 节 比 赛 的 程序 的 规定 都 使 得 双方 轮换 
发 球 权 ， 这 使 得 比赛 对 于 双方 是 公平 的 。 
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表 8.5; 在 没有 决胜 局 的 条 件 下 赢得 整 节 比赛 的 概率 
| 0.3 
-一 一 十 
0.354 | 0.221 
0.500 | 0.347 
0.653 ， 0.500 
0.800 | 


0.673 


0.921 | 0.850 


在 最 后 决胜 局 中 以 及 在 … 节 比赛 中 都 有 轮换 发 球 权 的 问 
题 ， 但 是 两 种 轮换 的 方式 不 同 。 根 据 我 们 的 数学 模型 ， 两 种 轮 
换 方式 的 结果 是 一 样 的 。 无 论 采取 哪 种 轮换 方式 ， 一 名 选手 顶 
多 比 对 手 多 得 一 次 发 球 权 ， 然 而 获胜 需要 领先 两 分 (或 两 局 )。 
不 过 仍然 有 些 球迷 认为 ， 没 有 最 后 决胜 局 的 比赛 规则 是 不 公平 
的 ， 在 一 节 比 赛 中 ， 先 发 球 的 -- 方 有 利 。 其 理由 是 ， 假 设 你 先 
发 球 ， 而 整 节 比 赛 进行 到 4:4， 如 果 你 在 这 个 阶段 丢掉 一 个 发 
球 局 ， 你 仍然 有 机 会 追 回 ; 相反 ， 假 设 你 后 发 球 ， 而 整 节 比 赛 
进行 到 4:4， 如 果 你 在 这 个 阶段 丢掉 ~- 个 发 球 局 ， 你 就 死 定 
了 。 即 使 这 种 观点 有 道理 ， 我 们 也 可 以 用 一 个 简单 的 规定 把 规 
则 调整 到 公平 的 程度 ， 

在 一 节 比 赛 中 ， 执 行 在 最 后 决胜 局 使 用 的 轮换 发 球 权 的 规 
定 。 


小 结 


一 场 比赛 不 能 占用 太 长 的 时 间 。 在 实际 情况 中 ， 通 常 双方 
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进行 若干 局 比赛 ， 先 拿 下 N 局 者 获胜 。 我 们 可 以 计算 出 每 局 
比赛 的 胜率 如 何 影 响 整 场 比赛 的 胜率 。 我 们 的 计算 依赖 于 一 个 
重要 的 假定 : 每 局 比赛 的 结果 互 不 干扰 。 我 们 假定 参赛 双方 在 
比赛 中 始终 保持 平和 的 心态 ， 不 受 比赛 成 绩 的 影响 。 

当 双 方 实力 接近 时 ， 三 局 两 胜 制 与 五 局 三 胜 制 差别 不 大 。 
由 于 比赛 进行 的 局 数 很 少 ， 这 种 规则 的 主要 意义 只 是 降低 强 者 
意外 失手 的 风险 。 如 果 一 方 的 每 局 胜率 达到 60%， 则 当 N 达 
到 10 时 就 可 以 保证 这 一 方 的 胜率 不 低 于 80%; 然而 ， 如 果 一 
方 的 胜率 仅仅 略 高 于 50%， 为 了 使 这 一 方 最 终 的 胜率 达到 
80% ， 必 须 使 N 非常 大 。 整 场 胜 率 的 增长 与 N 的 平方 根 大 致 
成 正比 。 

男 外 两 个 模型 研究 有 发 球 权 的 情况 。 壁 球 式 比赛 代表 以 发 
球 权 为 得 分 的 前 提 的 情况 ， 网 球 式 比赛 代表 发 球 方 得 分 率 较 高 
的 情况 。 100 
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电视 游戏 在 全 球 范 围 内 流行 。 有 些 电 视 游戏 考验 参与 者 的 
知识 和 技能 ， 另 外 一 些 电 视 游戏 则 完全 凭借 运气 。 本 章 将 介绍 
四 种 电视 游戏 ， 并 讨论 概率 知识 在 这 些 游 戏 中 的 应 用 。 


挑 盒子 


挑 盒子 是 一 个 相当 著名 的 游戏 。 有 三 个 完全 相同 的 盒子 ， 
分 别 标 为 A、B、C。 在 其 中 一 个 盒子 中 ， 放 有 一 笔 奖 金 ， 为 
外 两 个 盒子 是 空 的 。 游 戏 的 主持 人 哈 福 知道 奖金 在 哪个 盒子 
里 。 游 戏 的 参与 者 玛丽 可 以 在 三 个 盒子 里 挑 一 个 ， 她 的 目标 是 
挑 中 那个 装 有 奖金 的 盒子 。 假 设 玛 丽 挑 了 盒子 B。 

不 论 玛丽 挑 了 哪个 盒子 ， 在 剩 下 的 两 个 盒子 里 至 少 有 一 个 
盒子 是 空 的 。 在 玛丽 做 出 决定 之 后 ， 哈 福 打开 一 个 空 盒子 给 玛 
丽 看 ， 并 告诉 玛丽 ， 她 现在 有 权利 改变 自己 的 决定 ， 选 择 另外 
一 个 盒子 。 几 乎 在 所 有 情况 下 ， 玛 丽 都 会 拒绝 改变 决定 。 玛 丽 
的 逻辑 是 ， 无 论 她 一 开始 选择 娜 个 盒子 ， 哈 福 都 可 以 在 翻 下 的 
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盒子 中 拿 出 一 个 空 盒子 给 她 看 ， 所 以 险 福 的 行为 对 她 最 初 的 选 
择 的 正确 与 否 没有 任何 影响 。 但 是 ， 玛 丽 的 想法 是 错误 的 。 玛 
丽 确实 应 当 改 变 决 定 。 在 此 情况 下 ， 玛 丽 改 变 决定 可 以 使 成 功 
的 概率 提高 一 倍 。 

我 知道 很 多 人 反对 这 个 结论 ， 不 过 请 继续 往 下 读 。 有 一 个 
名 叫 玛丽 莲 的 女士 为 一 份 美 国 杂 志 《 帕 拉 得 》 主 持 读者 问答 专 
栏 (据说 此 女士 是 世界 上 智商 最 高 的 人 )， 她 的 专栏 介绍 了 这 
个 问题 的 正确 答案 。 在 此 之 后 ， 有 很 多 人 写 信 批评 她 的 结论 ， 
而 且 有 些 批评 出 自 专业 的 统计 学 教授 之 手 。 然 而 ， 玛 丽 莲 的 观 
点 是 正确 的 ， 她 的 分 析 惊 人 地 简单 。 

我 们 首先 研究 最 简单 的 情况 : 如 果 玛 丽 坚持 最 初 的 决定 ， 
她 的 选择 正确 的 概率 是 多 少 ? 由 于 她 在 三 个 盒子 中 随机 地 选择 
一 个 ， 所 以 她 的 选择 正确 的 概率 是 1/3。 

玛丽 最 初 选择 空 盒子 的 概率 是 2/3。 这 种 情况 发 生 时 ， 在 
鳃 下 的 两 个 盒子 中 只 有 一 个 是 空 盒子 。 此 时 主持 人 只 有 一 个 选 
择 ， 妈 打开 剩 下 的 空 合子。 于是， 最 后 的 一 个 盒子 就 是 装 有 奖 
金 的 盒子 。 如 果 玛 丽 此 时 改变 最 初 的 决定 ， 她 就 可 以 获得 成 
功 。 我 们 已 经 知道 ， 这 种 情况 发 生 的 概率 是 2/3， 所 以 如 果 玛 
丽 改变 最 初 的 决定 ， 她 成 功 的 概率 是 2/3。 她 成 功 的 概率 增加 
了 一 信 。 

我 曾 劝说 一 个 电视 台 实 际 检验 这 个 理论 。 这 个 电视 台 在 一 
个 中 学 里 找到 53 个 孩子 参与 这 个 游戏 。 每 个 孩子 参与 两 次 ， 
一 次 坚持 最 初 的 决定 ， 另 一 次 改变 最 初 的 决定 。 根 据 理 论 预 
测 ， 平 均 第 一 种 策略 将 成 功 17.67 次 ， 而 第 二 种 策略 将 成 功 
35.33 次 。 实 际 结果 如 何 呢 ? 第 一 种 策略 成 功 了 19 次 ， 而 第 二 
种 策略 成 功 了 36 次 。 多 么 精确 的 符合 ! 

正如 在 大 英 帝 国 彩票 中 有 些 人 始终 不 相信 
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5，6| 是 一 个 出 现 频率 极 高 的 号 码 组 合 ， 在 这 个 问题 中 许多 人 
始终 不 相信 我 的 结论 。 如 果 你 觉得 我 的 结论 不 合理 ,不妨 考虑 
这 种 情况 : 主持 人 提供 100 个 盒子 ， 其 中 99 个 是 空 的 ， 只 有 
一 个 盒子 中 有 奖金 。 你 选择 -… 个 盒子 ， 而 后 主持 人 打开 98 个 
盒子 。 此 时 你 可 以 坚持 最 初 的 选择 ， 也 可 以 改变 选择 。 你 是 否 
应 当 改 变 选 择 ? 

如 果 你 拒绝 改变 ， 你 只 有 在 一 开始 就 选择 了 正确 的 盒子 的 
情况 下 才能 获得 成 功 ， 这 个 概率 只 有 1% 。 在 另外 的 99% 的 情 
况 下 ， 你 最 初 选 择 的 是 一 个 空 盒子 ， 而 另外 的 98 个 空 盒子 已 
经 打开 ， 你 这 样 改变 最 初 的 选择 就 可 以 成 功 。 所 以 ， 在 99% 
的 概率 下 ， 改 变 选择 是 正确 的 。 

如 果 你 能 接受 这 个 例子 ， 为 什么 你 不 能 接受 最 初 的 例子 
呢 ? 

下 面 是 一 个 类 似 的 问题 。 一 个 家 庭 中 有 了 两 个 孩子 : 老大 和 
老 二 。 每 个 孩子 是 男孩 或 女孩 的 概率 相同 。 显 然 有 三 种 可 能 : 
两 个 孩子 都 是 男孩 ; 一 个 孩子 是 男孩 而 另 一 个 是 女孩 ; 两 个 孩 
子 都 是 女孩 。 三 种 情况 的 概率 各 为 多 少 ? 相信 你 可 以 解决 这 个 
简单 的 问题 。 答 案 是 1/4、1/2、1/4。 

如 果 我 给 你 一 个 额外 信息 : “老大 是 男孩 ”， 结 果 如 何 呢 ? 
由 于 老大 的 性 别 已 确定 ， 老 二 是 男孩 或 女孩 的 概率 都 是 172， 
所 以 只 有 两 种 可 能 : 两 个 孩子 都 是 男孩 或 者 一 个 孩子 是 男孩 而 
另 一 个 是 女孩 ， 概 率 都 是 1/2。 

还 是 这 个 问题 。 如 果 我 给 你 的 额外 信息 变 成 :“ 老 二 是 男 
孩 ， 结 果 如 何 呢 ? 由 于 老 二 的 性 别 已 确定 ， 老 大 是 男孩 或 女 
孩 的 概率 都 是 1/2， 所 以 只 有 两 种 可 能 :两 个 孩子 都 是 男孩 或 
者 一 个 孩子 是 男孩 而 另 一 个 是 女孩 ， 概 率 都 是 1/2。. 

请 注意 ， 最 玄妙 的 地 方 到 了 。 假 如 我 给 你 的 额外 信息 是 
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“两 个 孩子 中 有 一 个 是 男孩 ”"， 结 果 如 何 呢 ? 

你 是 否 同意 这 种 观点 :“ 有 两 种 可 能 : 其 一 ， 老 大 是 男孩 ; 
其 二 ， 老 二 是 男孩 。 无 论 在 哪 种 情况 下 ， 答 案 都 是 一 样 的 ， 两 
个 孩子 都 是 男孩 或 者 一 个 孩子 是 男孩 而 另 一 个 是 女孩 ， 概 率 都 
是 1/2。 所 以 这 也 是 最 后 的 答案 。” 这 个 结论 是 错误 的 ! 正确 
的 答案 是 两 个 孩子 都 是 男孩 的 概率 为 /3， 一 个 孩子 是 男孩 而 
为 一 个 是 女孩 的 概率 是 2/3。 理 由 如 下 : 最 初 有 四 种 可 能 ， 
(1) 两 个 孩子 都 是 男孩 ; (2) 老大 是 男孩 而 老 二 是 女孩 ; (3) 
老 二 是 男孩 而 老大 是 女孩 ; (4) 两 个 孩子 都 是 女孩 。 四 种 情况 
的 概率 相同 。 在 你 得 到 额外 信息 “两 个 孩子 中 有 一 个 是 男孩 ” 
之 后 ， 最 后 一 种 可 能 被 排除 ， 剩 下 的 三 种 可 能 概率 相同 。 

同 挑 盒子 的 问题 一 样 ， 这 个 问题 的 关键 在 于 额外 信息 对 最 
初 的 概率 分 布 有 何 影响 。 在 挑 盒子 的 问题 中 ， 如 果 玛 丽 最 初 挑 
中 的 是 正确 的 盒子 ， 则 主持 人 可 以 在 剩 下 的 两 个 盒子 中 任 取 -- 
个 打开 ; 而 如 果 玛 丽 最 初 挑 中 的 不 是 正确 的 盒子 ， 则 主持 人 的 
选择 是 惟一 的 。 同 样 ， 在 这 个 问题 中 ， 如 果 额 外 信息 是 “老大 
古 男 孩 ， 则 你 可 以 排除 (3) 和 (4) 两 种 可 能 ; 如 果 额 外 信 
息 是 “ 老 二 是 男孩 "， 则 你 可 以 排除 (2) 和 (4) 两 种 可 能 ; 
但 是 如 果 额 外 信息 是 “两 个 孩子 中 有 一 个 是 男孩 "， 你 只 能 排 
除 (4) 一 种 可 能 。 


狂 狂 看 


这 个 游戏 由 三 个 人 参与 。 游 戏 分 三 个 阶段 ; 第 一 个 阶段 淘 
汰 一 名 参与 者 ， 这 个 阶段 进行 的 时 间 较 长 ; 第 二 个 阶段 再 淘汰 
一 名 参与 者 ， 游 戏 以 投标 的 方式 开始 ; 在 第 .三 个 阶段 中 ， 最 后 
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剩 下 的 一 名 参与 者 有 机 会 赢得 一 笔 奖 金 。 

三 个 阶段 的 规则 略 有 不 同 ， 但 主题 是 相同 的 。 主 持 人 向 参 
与 者 提供 一 些 对 象 ， 并 明确 告知 其 中 有 若干 个 对 象 具 有 相同 的 
性 质 。 参 与 者 的 任务 是 把 这 些 具 有 相同 性 质 的 对 象 挑 出 来 。 有 
时 候 参 与 者 要 应 用 自己 的 知识 ， 有 有 时候 则 完全 依靠 猜测 。 下 面 
这 个 例子 发 生 在 游戏 的 第 二 阶段 ， 参 与 者 是 朱 丽 和 娜 塔 莎 。 主 
持 人 提供 12 个 人 名， 其 中 恰好 有 8 个 是 狄更斯 小 说 中 的 人 物 。 
这 12 个 人 名 排列 如 下 :中 


| 


游戏 最 初 ， 两 个 参与 者 要 进行 “投标 ”， 即 承诺 自己 可 以 
挑 出 多 少 个 正确 答案 。 当 然 ， 投 标 额 必须 在 1 至 8 之 间 。 下 面 
是 游戏 进程 的 描述 ， 括 号 中 的 内 容 是 参与 者 的 内 心 独白 ， 引 号 
中 的 内 容 是 参与 者 的 话 。 

朱 丽 :〈 天 哪 ， 我 对 狄更斯 -一 无 所 知 ! 我 只 知道 A 肯定 是 
正确 答案 ，I 肯 定 不 是 ， 其 他 的 我 只 好 贞 蒙 了 。 如 果 我 的 投标 
额 是 2， 观众 一 定 会 笑 翻 了 。 我 必须 显得 自信 些 。) “4 个 。” 

娜 塔 莎 : (我 可 以 确定 4 个 正确 答案 ， 而 且 我 知道 也 肯 定 
不 是 。 朱 丽 肯 定 知道 4 个 正确 答案 ， 我 得 比 她 多 。) “5 个 。” 

朱 丽 : (哎呀 ! 娜 卉 落 真 厉害 ! 打 死 我 我 也 说 不 出 6 个 。 


QD ”原文 中 给 出 的 是 英文 人 名 。 有 具体 人 名 与 主题 无 关 ， 所 以 下 曾 仅 以 英文 字 
母 代替 一 一 译 者 注 。 
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就 让 她 先 说 吧 。)“ 同 意 ，5 个 。” 

娜 塔 莎 :“A。” 一 一 观众 鼓掌 ， 

“Go 一 一 热烈 的 掌声 。 
“Lo。” 一 一 观众 欢呼 。 
“B。” 一 一 观众 再 次 欢呼 。 
“H。 一 一 观众 安静 下 来 。 

主持 人 :;“ 非 常 抱 菊 。H 不 是 。 

娜 塔 莎 没 能 完成 任务 ， 现 在 轮 到 朱 丽 。 现 在 朱 丽 只 要 说 出 
一 个 正确 答案 就 可 以 获胜 。 如 果 朱 丽 也 失败 ， 则 娜 塔 莎 又 得 到 
一 次 机 会 。 只 要 有 一 个 人 再 说 出 一 个 正确 答案 ， 游戏 即 告 一 段 
落 ， 说 出 最 后 一 个 答案 的 人 获胜 。 

朱 丽 :( 碰 碰 运 气 吧 。))“F。” 一 一 掌声 四 起 。 

虽然 娜 塔 莎 的 知识 比 朱 丽 丰 富 ,， 但 最 后 的 胜利 者 是 朱 丽 。 
朱 丽 的 心理 战 很 成 功 ， 她 把 对 手 推 上 了 一 个 很 高 的 目标 。 

在 这 个 过 程 中 ， 数 学 知识 有 什么 用 呢 ? 数学 的 用 处 是 帮 你 
确定 投标 额 。 你 的 目的 在 于 : 要 么 投标 一 个 较 小 的 数额 ， 而 自 
己 先 回答 ; 要 么 迫使 对 手 投标 一 个 较 大 的 数额 。 如 果 你 中 标 ， 
投标 额 越 小 越 好 ， 这 样 你 获胜 的 概率 较 大 ; 如 果 对 手中 标 ， 投 
标 额 越 大 越 好 ， 这 样 对 手 犯错 误 的 概率 较 大 。 在 你 们 两 人 的 知 
识 范围 相同 的 情况 下 ， 最 佳 的 投标 策略 是 什么 ? 管 案 很 简单 ， 
在 确保 自己 完成 任务 的 概率 不 低 于 50% 的 前 提 下 ， 投 标 额 尽 
量 高 。 

下 面 解释 一 下 这 个 策略 。 我 们 比较 所 有 可 能 的 策略 。 假 设 
B 是 保证 你 完成 任务 的 概率 不 低 于 50% 的 最 高 投标 额 。 如 果 你 
最 初 的 投标 额 是 B， 而 对 手 不 再 加 码 ， 则 你 完成 任务 的 概率 不 
低 于 50% ， 即 你 获胜 的 概率 不 低 于 50% ， 情 况 显 然 对 你 有 利 ; 
如 果 你 最 初 的 投标 额 低 于 B， 对 手 就 会 选择 投标 额 B。 由 于 你 
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们 两 个 人 的 知识 范围 相同 ， 对 手 完 成 任务 的 概率 也 不 低 于 
50% ， 你 获胜 的 概率 不 超过 50%， 人 情况 对 你 不 利 ; 最 后 ， 如 
果 你 的 投标 额 高 于 了 B， 则 对 手 不 加 码 ， 你 先 回答 问 题 ， 则 你 完 
成 任务 的 概率 低 于 50%， 情 况 对 你 不 利 。 综 上 所 述 ，B 是 最 佳 
投标 额 。 

请 仔细 推荐 以 上 推理 。 当 你 面 对 一 个 问题 不 知 所 措 时 ， 不 
妨 把 自己 放 到 对 手 的 位 置 上 ， 从 对 手 的 角度 分 析 问 题 。 考 虑 一 
下 对 于 你 的 各 种 战略 对 手 可 能 做 出 什么 反应 ， 往 往 可 以 帮助 你 
找到 最 佳 策略 。 在 两 个 人 对 抗 的 游戏 中 ， 这 通常 是 发 现 最 佳 策 
略 的 最 有 效 的 方法 。 

在 这 个 例子 中 ， 我 们 如 何 确定 B 的 值 呢 ? B 的 值 取决 于 你 
的 知识 范围 。 在 所 有 候选 答案 中 ， 有 -~ 些 你 可 以 肯定 是 正确 签 
案 ， 有 一 些 你 可 以 肯定 不 是 正确 答案 ， 剩 下 的 就 要 靠 猜 测 。 我 
们 从 这 种 情况 入 手 : 假定 你 确 知 其 中 的 4 个 是 正确 答案 ，1 个 
不 是 正确 答案 ， 而 剩 下 的 ?7 个 你 不 能 确定 。 你 只 知道 这 7 个 候 
选 答案 中 有 4 个 是 正确 答案 ，3 个 不 是 正确 答案 。 当 你 不 得 不 
在 这 7 个 不 确定 的 答案 中 做 出 选择 时 ， 假 定 你 的 选择 是 完全 随 
机 的 ， 其 中 的 任何 一 个 被 选中 的 概率 是 相同 的 。 

在 此 情况 下 ， 如 果 你 的 任务 是 找 出 4 个 正确 答案 ， 你 肯定 
可 以 完成 。 考 虑 你 的 任务 是 找 出 $ 个 正确 答案 的 情况 。 你 首先 
可 以 挑 出 4 个 确切 的 答案 ， 然 后 从 7 个 不 确定 的 答案 中 随机 地 
猜 1 个。 其 中 有 4 个 正确 答案 ， 所 以 你 有 4/7 的 概率 一 举 获 
胜 , 田 外 有 3/7 的 概率 猜 错 。 不 过 ， 在 你 猜 错 以 后 ， 你 可 能 还 
有 下 一 次 机 会 。 如 果 你 猜 错 了 ， 轮 到 你 的 对 手 回答 问题 。 现 在 
的 情况 是 已 经 有 4 个 正确 答案 被 挑 出 来 ， 并 且 有 一 个 错误 答案 
已 经 被 标明 。 还 剩 下 7 个 候选 答案 ， 其 中 有 4 个 正确 ，3 个 不 
正确 。 在 3 个 不 正确 的 答案 中 ， 有 一 个 是 你 知道 的 。 你 的 对 手 
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只 要 猜 对 一 个 正确 答案 即 可 获胜 。 

由 于 对 手 的 知识 范围 与 你 相同 (这 是 我 们 的 初始 假定 )， 
所 以 对 手 也 知道 3 个 不 正确 的 答案 中 的 一 个 。 因 此 ， 对 手 所 要 
做 的 就 是 在 6 个 不 确定 的 答案 中 随机 地 选 一 个 ， 其 中 4 个 是 正 
确 的 ，2 个 是 不 正确 的 。 对 手 成 功 的 概率 是 446， 失 败 的 概率 
是 2/6。 如 果 对 手 失 败 ， 你 就 可 以 获得 第 :二 次 机 会 。 你 获得 第 
二 次 机 会 的 概率 是 (3/7) x (2/6)。 在 你 获得 第 二 次 机 会 的 
情况 下 ， 还 有 6 个 不 确定 的 管 案 剩 下 来 ， 其 中 有 4 个 正确 的 管 
案 ，2 个 不 正确 的 答案 ， 而 在 不 正确 的 答案 中 ， 有 一 个 是 你 知 
道 的 。 所 以 你 的 任务 就 是 在 5 个 不 确定 的 答案 中 选 1 个 , 5 个 
答案 中 有 4 个 是 正确 的 ， 你 成 功 的 概率 是 4/5。 总 之 ,你 通过 
第 二 次 机 会 获胜 的 概率 为 

(3/7) x (2/6) x (4/5) =4/35 

如 果 你 在 第 二 次 机 会 中 失败 ， 下 一 轮 对 手 必然 获得 成 功 ， 
因此 你 不 会 再 得 到 第 三 次 机 会 。 综 上 所 述 ， 如 果 你 的 投标 额 是 
5， 并 且 由 你 先 回答 问题 ， 你 最 终 获胜 的 概率 为 4/7 + 4/35 = 
24/35S。 

你 是 否 可 以 投标 6 呢 ? 此 时 你 有 三 种 获胜 的 途径 : 1. 一 
次 回答 出 6 个 正确 答案 ; 2. 第 一 次 只 回答 出 4 个 正确 答案 ， 第 
5 个 答案 猜 错 (这 是 你 的 第 一 次 猜测 )， 然 后 由 对 手 继续 ， 但 
最 终 仍然 是 你 获胜 ; 3. 第 一 次 回答 出 5 个 正确 答案 ,包括 1 个 
猜测 的 结果 ， 然 后 由 对 手 继续 ， 但 最 终 仍然 是 你 获胜 。 读 者 可 
以 独立 计算 这 三 种 情况 对 应 的 概率 ， 我 直接 给 出 结论 ， 三 个 概 
率 值 的 总 和 为 17/35， 这 说 明 你 获胜 的 概率 低 于 50%。 所 以 ， 
你 不 应 投标 6。 

如 果 你 投标 5， 对 手 应 当 怎 么 办 呢 ? 如 果 对 手 的 数学 知识 
和 你 一 样 渊博 ， 他 会 发 现 : 假如 他 让 你 先 回答 ， 而 获胜 条 件 为 
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挑 出 $ 个 正确 答案 ， 你 的 胜率 为 24/35， 于 是 他 的 机 会 只 有 
1 -24/35 = 11/35; 此 时 如 果 他 投标 6， 他 可 以 把 先 回答 问题 的 
权利 夺 过 来 ， 而 获胜 的 条 件 为 挑 出 6 个 正确 答案 。 此 时 他 的 胜 
率 为 17/35， 显 然 比 11/35 好 。 所 以 ， 如 果 你 们 两 个 都 按 最 佳 
策略 行事 ， 游 戏 过 程 应 当 是 这 样 : 

你 :我 知道 A、D、K 和 是 正确 答案 ,I 不 是 。 剩 下 的 
我 只 好 瞎 蒙 了 。 如 果 我 投标 4， 对 手 -一 定 不 会 给 我 先 回 答 的 权 
利 。 如 果 我 投标 6， 对 手 会 让 我 先 回答 。 但 是 我 必须 猿 两 次 ， 
两 次 都 猜 对 的 机 会 不 大 ， 我 获胜 的 概率 低 于 50%。 我 应 当 显 
得 很 不 自信 ， 这 样 对 手 可 能 掉以轻心 ， 让 我 先 回答 。) “我 想 一 


对 手 : (我 知道 4 个 正确 答案 和 1 个 不 正确 答案 。 我 估计 
对 方 和 我 知道 的 一 样 多 。 如 果 我 让 对 方 先 回答 ， 而 获胜 条 件 是 
挑 出 5 个 正确 答案 ， 对 方 的 机 会 很 好 。 本 来 我 想 投标 5， 可惜 
让 对 方 占 先 了 。 如 果 我 投标 6， 我 获胜 的 机 会 不 大 ， 但 对 我 来 
说 这 已 经 是 最 好 的 选择 了 。 我 应 当 显得 自信 -- 点 ， 这 样 对 方 很 
可 能 投标 7， 我 就 通过 心理 战术 获 利 了 。)“6 个 。” 

你 : (好 极 了 。 我 不 会 投标 7 一 一 做 瓜 才 会 那样 干 。.) “ 同 
意 , 6 个 ”0 

以 上 结论 依赖 于 一 些 特定 的 假设 。 如 果 你 希望 在 实战 中 应 
用 这 种 分 析 方 法 ， 你 实际 面 对 的 问题 可 能 与 这 个 问题 有 出 人 。 


中 此 处 作者 的 分 析 有 误 。 在 这 个 例子 中 ， 如 果 你 投标 6 并且 先 回答 ， 你 可 
以 使 自己 获胜 的 概率 达到 18/35。 具 体 策略 如 下 : 首先 回答 4 个 正确 答案 ， 而 在 第 
5 次 ， 有 意 回 答 1 个 错误 答案 。 此 时 对 手 必 须 率 先 开始 猜测 ， 问 题 转化 为 对 手 投 
标 6 而 县 先 回答 的 情况 。 报 据 作 者 的 分 析 ， 对 手 获 胜 的 概率 为 17/35， 所 以 你 获胜 
的 概率 为 18/35。 这 说 明 ， 在 此 例 中 投标 6 优 于 投标 5。 在 数学 上 作者 是 正确 的 ， 
但 作者 忽略 了 这 个 诡计 。 一 一 译 者 注 
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你 必须 根据 实际 情况 做 出 调整 。 比 如 说 ， 你 们 两 个 都 知道 4 个 1 
正确 答案 和 1 个 不 正确 答案 ,但 是 你 们 所 知道 的 内 容 并 不 完全 
重合 一 一 这 时 最 佳 策 略 会 不 会 有 所 不 同 ” 再 比如 ， 你 在 不 确定 
的 管 案 中 的 选择 不 是 完全 随机 的 ， 你 认为 EE 有 70% 的 可 能 是 
正确 答案 ,而 G 有 80% 的 可 能 不 是 正确 答案 一 一 这 时 间 题 变 
得 更 加 复杂 。 

假设 和 你们 两 个 都 知道 4 个 正确 答案 和 1 个 不 正确 答案 ， 但 
是 你 们 所 知道 的 内 容 并 不 完全 重合 。 不 妨 假 定 你 们 两 个 都 知道 
C 和 1 是 正确 答案 ， 此 外 你 知道 D 和 J 是 正确 答案 ， 而 对 手 知 
道 A 和 所 是 正确 答案 。 在 此 情况 下 ， 如 果 你 投标 $ 而 对 手 让 
你 先 回答 ， 你 必须 一 举 成 功 。 如 果 你 第 一 次 失败 了 ， 对 手 不 会 
给 你 第 二 次 机 会 。 你 可 以 先 说 出 4 个 你 确 知 的 答案 ， 然 后 瞳 蒙 
1 个 ,你 猜 对 的 概率 是 4/7、 假 如 你 不 幸 猜 错 了 ， 对 手 只 要 在 
剩 下 的 答案 中 挑 出 1 个 正确 答案 就 可 以 成 功 ， 这 对 于 他 当然 不 
成 问题 。 所 以 ， 投 标 $ 的 胜率 是 4/7， 高 于 50%。 如 果 你 投标 
6 而 对 手 让 你 先 回答 ， 你 必须 圈 蒙 两 次 ， 两 次 都 猜 对 的 概率 只 
有 (4/7) x (3/6) =2/7， 而 一 旦 你 猜 错 ， 对 手 不 会 再 给 你 
机 会 。 所 以 ， 在 此 情况 下 投标 5 仍然 是 最 佳 策略 。 

对 于 每 个 不 确定 的 答案 ， 如 果 你 知道 在 一 定 概率 上 其 为 正 
确 答案 ， 情 况 如 何 呢 ? 此 时 问题 变 得 非常 复杂 。 如 果 你 在 选择 
答案 时 完全 不 考虑 每 个 答案 对 应 的 概率 ， 仅 仅 随 机 地 猜测 答 
案 ， 则 问题 还 原 为 已 经 讨论 过 的 情况 ; 如 果 你 把 不 同 的 概率 考 
虑 进去 ， 情 况 就 不 同 了 。 假 设 有 5 个 不 确定 的 答案 ， 其 中 3 个 
是 正确 的 ，2 个 是 不 正确 的 ， 而 每 个 答案 正确 的 概率 不 同 ， A 
是 正确 答案 的 概率 为 00%，B 是 正确 答案 的 概率 为 75%， 等 
等 。 由 于 在 5 个 答案 中 有 3 个 答案 是 正确 的 ， 所 以 这 个 对 应 
的 概率 值 的 总 和 为 300% 。 如 果 你 猜测 A 是 正确 答案 ， 并 且 事 
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实证 明 你 的 猜测 是 正确 的 ， 则 在 剩 下 的 4 个 答案 中 还 有 2 个 正 
确 答案 和 2 个 不 正确 答案 ， 十 是 独 下 的 4 个 答案 对 应 的 概率 值 
的 总 和 变 为 200% 。 请 注意 ，B 对 应 的 概率 已 不 再 是 75%。 事 
实 上 ， 独 下 的 4 个 答案 对 应 的 概率 都 已 受到 影响 。 对 于 这 个 间 
题 的 分 析 极 其 复杂 ， 我 们 不 作 进 一 步 的 讨论 。 总 之 ， 在 这 一 类 
问题 中 我 们 假设 以 下 四 个 条 件 是 成 立 的 : 

(1) 两 个 参与 者 的 知识 范围 完全 相同 ; 

(2) 对 于 每 个 答案 ， 参 与 者 要 人 么 确 知 其 正确 与 否 ， 要 人 么 
全 随机 地 猜测 ; 

(3) 每 个 参与 者 知道 x 个 正确 答案 和 y 个 不 正确 答案 ; 

(4) 每 个 参与 者 都 选择 最 佳 策略 。 

约定 这 四 个 条 件 是 为 了 计算 的 方便 ， 实 际 情 况 要 比 约定 的 
情况 复杂 。 下 面 是 针对 不 同 的 x 和 y 的 值 的 讨论 。 计 算 中 做 了 
一 些 近似 处 理 ， 但 精度 是 足够 的 。 

在 这 类 问题 中 ， 确 切 地 知道 某 个 答案 不 是 正确 答案 也 是 有 
用 处 的 。 如 果 你 确切 地 知道 某 4 个 答案 不 是 正确 答案 ， 也 就 等 
于 你 确切 地 知道 了 哪 8 个 答案 是 正确 答案 。 所 以 ， 当 x=8 或 y 
=4 时 ,问题 很 简单 ， 你 应 当 投 标 8， 并 且 可 以 保证 100% 获 
胜 。 当 x=7 时 ,无 论 y 是 多 少 你 都 应 当 投 标 8。 当 x=6 时， 
你 总 是 应 当 投标 7。 此 时 对 手 的 最 佳 反 应 取决 于 y 的 值 ， 如 果 
y=2， 则 对 手 应 当 投 标 8; 否则 对 手 不 应 当 加 码 。 当 x= $ 时 ， 
你 的 行动 取决 于 y 的 值 : 当 y 较 小 时 你 应 当 投 标 6， 而 当 y 较 
大 时 你 应 当 投标 7。 此 时 对 手 通常 不 应 加 码 。 当 x=4 时 ， 最 后 
的 投标 额 肯定 是 6。 当 y 较 小 时 ， 最 佳 的 游戏 进程 是 你 投标 5 
而 对 手 加 码 到 6; 当 y 较 大 时 ， 最 佳 的 游戏 进程 是 你 投标 6 而 
对 手 不 再 加 码 。 当 x=3 并 且 v=3 时 ， 你 应 当 投 标 6; 当 x=3 
而 y 较 小 时 你 的 投标 额 应 当 小 一点。 当 x=2 时， 你 应 当 投 标 4 
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或 5，。 当 x=1 时 ， 如 果 y 较 小 就 投标 3， 如 果 y=3 则 可 以 投标 
5。 最 后 ， 当 x=0 时 ， 虚 张 声 势 的 心理 战术 对 你 很 合适 。 此 时 
你 的 投标 额 应 当 比 x=1 时 的 投标 额 小 1。 

请 注意 : 在 实战 中 不 要 拘泥 于 以 上 结论 。 以 上 结论 依赖 于 
若干 特定 的 条 件 ， 在 实战 中 这 些 条 件 通常 是 不 具备 的 ， 所 以 在 
实际 情况 中 的 最 佳 策略 可 能 与 理论 计算 的 结论 不 同 。 然 而 ， 以 
上 结论 在 实战 中 可 以 有 非常 实用 的 指导 价值 。 如 果 你 确 知 8 个 
正确 答案 或 4 个 不 正确 答案 ， 你 当然 应 当 投 标 8。 在 其 他 情况 
下 ， 你 的 投标 额 应 当 比 你 确 知 的 正确 答案 数 大 1 或 2， 而 在 你 
确 知 的 不 正确 的 答案 比较 多 时 你 应 当 更 加 自信 。 如 果 你 第 一 次 
投标 的 投标 额 较 低 ， 你 就 把 主动 权 交 给 了 对 手 ， 所 以 正确 的 做 
法 总 是 “一 次 叫 足 "。 假 如 你 希望 投标 6， 那么 第 一 次 你 就 应 
当 投 标 6。 如 果 你 先是 投标 4， 并 且 准 备 在 对 手 投标 5 时 加 码 
到 6， 这 种 策略 肯定 是 不 对 的 ， 因 为 对 手 可 以 直接 投标 6， 你 
就 处 于 被 动 地 位 。 在 对 手 投标 之 后 ， 如 果 你 觉得 你 加 码 之 后 成 
功 的 概率 高 于 50%， 你 就 应 当 毫 不 犹 隐 地 加 码 。 当 对 手 成 功 
的 概率 较 高 时 《比如 说 超过 60% )， 加 码 通 常 是 正确 的 ， 即 使 
加 码 以 后 你 的 胜算 不 足 50%。 最 后 需要 注意 的 是 ， 心 理 战 术 
是 很 有 用 的 。 精 通 概率 并 不 足以 取胜 ， 据 我 所 知 ， 最 优秀 的 数 
学 家 在 赌场 上 通常 无 法 对 抗 资深 赌 待 。 

下 面 我 们 研究 游戏 的 第 一 阶段 。 这 个 阶段 的 目的 是 海 涩 3 
名 参与 者 中 的 1 个 。 游 戏 的 形式 是 主持 人 提供 16 个 对 象 ， 其 
中 有 11 个 具备 相同 的 性 质 、 参 与 者 的 任务 是 挑 出 具有 这 个 性 
质 的 对 象 。 第 一 个 参与 者 先 回 答 ， 他 每 答对 一 个 答案 ， 他 的 奖 
金 都 会 增加 。 在 每 一 次 正确 回答 之 后 ， 他 有 权 选 择 继续 回答 或 
把 回答 问题 的 权利 交 给 下 -… 个 参与 者 。--- 且 他 的 回答 错误 ， 他 
已 取得 的 奖金 就 被 清 0， 由 下 -… 个 参与 者 继续 回答 。 如 果 所 有 
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0 正确 答案 都 已 被 挑 出 ， 或 者 所 有 不 正确 的 答案 都 已 被 标明 ， 则 
游戏 结束 。 最 终 ， 得 到 奖金 最 少 的 参与 者 将 被 淘汰 。 如 果 有 两 
个 人 的 奖金 并 列 最 低 ， 则 淘汰 回答 出 正确 答案 较 少 的 一 个 。 

在 游戏 结束 时 ， 有 两 个 (甚至 全 部 三 个 ) 参与 者 的 奖金 总 
额 为 0 的 情况 司空 见 惯 ， 因 为 “ 清 0” 事 件 发 生 的 频率 非常 
高 。 聪 明 的 战略 是 在 游戏 过 程 中 争取 尽量 多 地 回答 问题 ， 不 必 
在 乎 清 0 的 风险 。 在 游戏 的 初期 更 应 当 积极 地 回答 问题 。 这 种 
战略 的 根据 在 于 ， 当 游戏 结束 时 你 与 男 一 个 人 的 奖金 并 列 最 低 
的 概率 非常 高 ， 回 答 较 多 的 问题 有 助 于 逃脱 被 淘汰 的 命运 。 你 
的 主要 目标 是 进入 下 一 阶段 的 角逐 ， 而 不 是 在 这 一 阶段 赢得 零 
星 的 奖金 。 与 进入 下 一 阶段 游戏 的 利益 相 比 ， 在 这 一 阶段 中 的 
得 失 微 不 足 道 。 

下 面 措 述 一 个 典型 的 游戏 历程 。 主 持 人 给 出 16 个 候选 答 
案 ， 其 中 有 11 个 是 汉 诺 斯 菲尔德 东南 部 村 庄 的 名 称 ， 另 外 5 
个 不 是 。16 个 候选 答案 如 下 ， 其 中 的 错误 答案 被 标 上 了 星 
号 :9 


甲 : (我 对 这 几 个 地 名 一 无 所 知 ， 碰 碰 运气 吧 。) 


@ ”原文 中 给 出 的 是 英文 地 和 名， 我 们 对 具体 的 地 名 不 感 兴趣 ， 为 了 方便 阅读 
仅 以 英文 字母 代 车 一 一 译 者 注 。 
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“H。” 一 一 “回答 正确 ， 得 10 英镑 。 
( 甲 继续 回答 。)“I。” 一 一 “正确 ， 再 加 20 英镑 ， 
总 共 30 英镑 。” 
( 甲 继续 回答 .) “N。” 一 一 “很 遗憾 ， 你 被 清 0 
了 。 
乙 :“A。” 一 一 “回答 正确 ， 得 30 英镑 。 
( 乙 继续 回答 ,) “D。” 一 一 “正确 ， 再 加 40 英镑 ， 
总 共 70 英镑 。 
“我 放弃 。 “ 乙 得 70 英镑。 下面 轮 到 两 回答 。 
两 ;:“M。 “回答 错误 。 下 面 轮 到 甲 问答 。 
甲 ， (为 什么 乙 要 放弃 昵 ?) “B。” 一 一 “回答 正确 ， 得 50 
“P。” 一 一 “正确 ， 再 加 60 英镑 ， 总 共 110 英镑 。” 
“0。” 一 一 “正确 ， 再 加 70 英镑 ， 总 共 180 英镑 。” 
游戏 按 这 个 方式 进行 。 假 设 若干 轮 之 后 出 现 此 局 面 : 甲 答 
对 的 问题 多 于 乙 ， 乙 答对 的 问题 多 于 两 ; 甲 、 乙 、 丙 己 获 得 的 
奖金 分 别 为 44、0 和 70 英镑; 游戏 已 进行 到 最 后 一 轮 ， 在 这 
一 轮 中 将 有 1 人 被 淘汰 ; 已 有 7 个 正确 答案 和 2 个 错误 答案 被 
标明 ; 每 个 参与 者 随机 地 在 候选 答案 中 选择 ， 关 于 这 些 地 名 的 
实际 知识 不 起 作用 。 在 这 种 情况 下 ， 真 正 需 要 技巧 的 仅仅 是 这 甸 
个 问题 : 当 你 做 出 一 次 正确 的 回答 之 后 ， 你 应 当 继续 回答 还 是 
弃权 ? 现在 两 刚刚 弃权 ， 又 轮 到 甲 回答 。 
甲 ;〈 还 剩 下 7 个 候选 答案 ， 其 中 4 个 正确 ，3 个 不 正确 。 


概率 对 我 有 利 。) “下 。” 一 一 “回答 错误 ， 你 被 清 0 了 。” 
乙 : (我 回答 正确 的 概率 是 4/6。)“GC。” 一 一 “回答 错误 ， 
你 被 清 0 了 。” 


丙 : 《我 的 机 会 高 达 4/5。)“L。”“ 回 答 正 确 ， 加 80 英镑 。” 
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现在 中 和 乙 的 奖金 额 都 是 0， 而 两 的 奖金 额 为 150 英镑 ， 
还 剩 下 3 个 正确 答案 和 1 个 错误 答案 。3 个 正确 答案 的 价值 分 
别 是 99、100 和 110 英镑 。 你 认为 游戏 应 如 何 进行 9 每 个 参与 
者 被 淘汰 的 概率 分 别 是 多 少 ? 此 时 丙 是 否 应 继续 回答 ? 

如 果 丙 相信 甲 的 智力 ， 他 应 当 放 弃 回 答 。 理 由 如 下 ， 此 时 
甲 和 乙 奖 金 相 同 (都 是 0)， 而 甲 回答 出 的 正确 问题 多 于 乙 ， 
一 县 甲 选中 了 1 个 错误 答案 ， 则 所 有 错误 答案 都 已 被 标明 ， 游 
戏 结束 ， 乙 被 海 汰 〈 因 为 乙 和 甲 的 奖金 并 列 最 低 而 乙 回 答 出 的 
正确 问题 少 于 甲 )。 所 以 ， 甲 非常 乐于 挑 出 工 个 错误 答案 。 甲 
的 最 佳 策略 是 一 直 回 答 下 去 ， 直 到 游戏 在 他 的 手中 结束 。 如 果 
甲 的 第 一 次 回答 是 正确 答案 ， 甲 不 能 放弃 。--- 旦 甲 在 这 个 时 刻 
放弃 ， 他 就 有 可 能 被 淘汰 一 一 如 果 此 后 乙 和 丙 都 避免 选中 错误 
答案 ， 这 种 情况 就 会 发 生 。 不 过 ， 如 果 甲 连续 选中 2 个 正确 答 
案 ， 此 时 放弃 是 安全 的 ， 因 为 甲 已 经 得 到 了 90 + 100 = 190 莫 
镑 ， 乙 无 论 如 何 努 力 都 无 法 超越 甲 和 丙 的 成 绩 ， 乙 被 淘汰 的 命 
运 已 无 法 避免 。 结 论 : 如 果 每 个 人 都 追求 自己 的 最 大 利益 ， 则 
丙 应 放弃 ， 甲 应 坚持 回答 ， 乙 最 终 将 出 局 。 

如 果 丙 放弃 ， 但 甲 犯 了 错误 一 一 他 在 答 出 … 个 正确 答案 之 
后 放弃 ， 结 果 如 何 呢 ? 在 这 种 情况 下 ， 每 个 参与 者 都 有 可 能 被 
淘汰 ， 而 且 每 个 人 被 淘汰 的 概率 相等 。( 此 时 剩 下 3 个 答案 ，2 
个 正确 的 和 1 个 错误 的 ， 选 中 错误 答案 者 即 章 淘 汰 。) 

如 果 丙 犯 了 错误 一 一 他 没有 放弃 ， 而 是 继续 回答 问题 ， 结 
果 如 何 呢 ? 两 有 1/4 的 可 能 被 淘汰 。 在 这 个 终局 ， 甲 始终 居于 
主动 地 位 ， 因 为 甲 回 答 出 的 正确 答案 较 多 。 此 时 丙 可 能 会 全 
悔 。 如 果 丙 在 游戏 早期 积极 地 回答 问题 ， 以 确保 自己 回答 出 的 
正确 答案 较 多 ， 终 局 形势 就 非常 简单 而 有 利 一 一 他 只 要 持续 不 
断 地 回答 问题 直到 游戏 在 他 手中 结束 ， 就 可 以 保证 顺利 过 关 。 
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这 个 例子 的 目的 在 于 说 明 为 什么 在 游戏 的 早期 应 当 积 极地 
回答 问题 。 更 多 地 回答 问题 可 以 保证 问答 出 的 正确 管 案 较 多 ， 
这 样 在 终局 就 可 以 保持 主动 。 不 必 在 意 辛 辛苦 苦 积累 起 来 的 奖 
金 一 下 子 被 清 0。 事 实 是 : 无 论 你 已 经 积累 了 多 少 奖金 ， 痢 将 
被 次 错误 回答 清 0， 这 是 游戏 规则 规定 的 ， 你 无 法 通过 谨慎 
和 智谋 避免 。 而 在 接近 终局 时 ， 你 应 当 小 心地 计算 各 种 策略 对 
应 的 成 功 的 概率 ， 就 像 在 上 例 中 甲 所 作 的 分 析 。 在 上 例 中 ， 甲 
其 实 根本 不 关心 自己 的 回答 是 否 正 确 ， 他 只 要 坚持 回答 下 去 就 
可 以 把 乙 淘汰 。 至 关 重 要 的 因素 是 此 时 乙 的 奖金 额 为 0。 如 果 
乙 的 奖金 额 不 是 0， 和 情况 则 大 不 相同 一 一 哪怕 乙 的 奖金 额 仅 为 
10 英镑 。 接 近 终 局 时 冷静 的 分 析 和 续 密 的 推理 是 很 重要 的 。 

在 游戏 的 初期 ， 可 能 出 现 很 多 种 情况 ， 这 使 得 终局 局 面 千 
差 万 别 。 不 同 的 终局 局 面 对 应 着 不 同 的 最 佳 策略 ， 所 以 很 难得 
出 一 个 处 理 这 个 问题 的 万 能 公式 。 不 过 我 们 可 以 找到 对 付 这 个 
问题 的 一 般 方法 ， 其 核心 为 “ 倒 推 法 "。 为 了 说 明 这 种 方法 ， 
我 们 首先 研究 简化 后 的 情况 。 假 设 游戏 规则 不 变 ， 但 参与 者 只 
有 两 个 : 甲 和 乙 。 游 戏 的 目标 是 把 对 手 淘 汰 ， 而 不 在 乎 在 游戏 
中 具体 赢得 多 少 奖 金 。 最 后 一 个 问题 的 价值 是 100 英镑 ， 倒 数 
第 二 个 问题 的 价值 是 90 英镑 ， 每 个 问题 的 价值 比 后 一 个 问题 
少 10 英镑 。 

我 们 的 目标 是 发 现在 各 种 局 面 下 甲 胜出 的 概率 以 及 甲 的 最 
佳 策 略 。 每 次 回答 都 依靠 随机 猜测 ， 参 与 者 可 以 选择 的 行为 是 
“放弃 ”或 “继续 ”。 我 们 用 (a，b，c，d) 表示 游戏 达到 的 局 
面 ， 其 中 : 

a 表 示 剩 下 的 正确 答案 数 ; 

b 表示 剩 下 的 错误 答案 数 ; 

c 表示 甲 当 前 的 奖金 额 ; 


po 
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d 表示 乙 当 前 的 奖金 额 。 

例如 ，(3，2，70，60) 表示 还 剩 下 $ 个 候选 答案 ， 其 中 3 
个 正确 ，2 个 错误 ， 下 一 个 正确 答案 的 价值 为 80 英镑 ， 甲 当 
前 奖金 额 为 70 英镑 ， 乙 当前 奖金 额 为 60 英镑 。 甲 面临 “ 放 
弃 ” 或 “继续 ”的 选择 。 甲 应 如 何 选择 ?他 胜出 的 概率 是 多 
少 ? 

游戏 结束 的 条 件 是 所 有 正确 答案 都 已 被 挑 出 或 所 有 错误 答 
案 都 已 被 标明 ， 即 a 和 b 中 有 一 个 为 0。(2, 0，120,，0) 表明 
甲 获胜 ，(0，1，90，100) 表明 乙 获 胜 。 如 果 游 戏 结 束 时 出 现 
两 人 奖金 额 相同 的 情况 ， 例 如 (2，0，0，0)， 则 胜 负 取决 于 
谁 回答 出 的 正确 问题 较 多 。 在 终局 局 面 中 ，a 和 b 中 有 一 个 为 
0。 对 于 每 个 终局 局 面 ， 我 们 可 以 标明 甲 获 胜 的 概率 。 当 ec 大 
于 d 时， 标明 概率 为 1: 当 c 小 于 d 时 ， 标 明 概 率 为 0; c 等 于 
d 时， 胜 负 取决 于 谁 回 管 出 的 正确 答案 较 多 ， 此 时 标明 概率 为 
p。 这 样 ， 每 一 个 终局 局 面 都 可 以 标明 1、0 或 p。 我 们 的 目标 
是 对 于 a 和 上 不 为 0 的 情况 也 标明 这 个 概率 值 。 前 提 假 设 是 双 
方 的 目标 都 是 增加 自己 获胜 的 概率 。 

从 局 面 (3，2，70，60) 开始 讨论 。 假 如 甲 决 定 继续 ， 但 
选中 ] 个 错误 答案 。 这 种 情况 发 生 的 概率 为 2/5， 局 面 转变 为 
(3，1，0，60)， 乙 开始 回答 问题 。 乙 回答 正确 的 概率 为 3/4， 
此 时 局 面 转变 为 (2，1，0，140)， 乙 可 以 选择 放弃 或 继续 。 
假如 乙 决定 继续 ， 他 有 1/3 的 概率 猜 错 ， 局 面 转变 为 (2，0， 
0，0)， 游 戏 结束 。 整 个 过 程 表示 如 下 : 

(3,2,70,60)——>(3,1,0,60) 二 人 (2,1,0,140) 计 (2,0,0,0) 

为 了 求 出 在 某 一 特定 局 面 下 的 最 佳 策略 ， 我 们 需要 列 出 这 

一 局 面 可 能 演变 出 的 各 种 结果 、 由 于 游戏 结束 时 双方 获胜 的 概 
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率 是 已 知 的 ， 而 每 种 情况 发 生 的 概率 可 以 计算 ， 所 以 我 们 可 以 
利用 “ 倒 推 法 ”从 后 向 前 计算 出 各 种 局 面 下 甲 的 胜率 。 第 一 步 
是 研究 只 剩 下 两 个 候选 答案 的 情况 ， 游 戏 的 进行 有 两 种 可 能 结 
果 : 回答 正确 或 回答 错误 ， 当 甲 (或 乙 ) 回答 问题 时 ， 有 12 
的 概率 赢得 100 英镑 的 奖金 ， 同 时 有 1/2 的 概率 被 清 0， 无 论 
娜 种 情况 发 生 ， 甲 获胜 的 概率 是 可 以 确定 的 。 由 于 两 种 结果 出 
现 的 概率 相同 ， 所 以 甲 的 胜率 就 是 这 两 种 结果 对 应 的 胜率 的 平 
均值 。 当 一 个 参与 者 面临 “放弃 ”或 “继续 ”的 抉择 时 ， 他 应 
当 计 算出 每 一 种 抉择 对 应 的 胜率 ， 而 选择 胜率 较 高 的 一 个 。 

例如 ， 局 面 为 《1，1，0，、9%0)。 如 果 轮 到 甲 回答 问题 ， 游 
戏 的 进程 如 下 : 

1/2 


; 一 一 (0,1.100.90), 甲 胜率 为 1 
(1,1,0,90) < 


“一 (1,0,0,90) . 甲 胜率 0 
显然 ， 甲 获胜 的 概率 为 1/2。 
如 果 轮 到 乙 回 答 问 题 ， 游 戏 的 进程 恕 下; 
172 
(0.1.100.90) . 甲 胜率 为 0 


一 - 


(1,1,0,90) = 一 一 
> 0.0.0.0), 甲 胜率 p 
此 时 四 的 胜率 为 po/2。 如 果 此 时 乙 可 以 选择 “放弃 ”成 
“继续 ， 他 的 决定 应 当 取 决 于 1/2 和 px2 的 比较 结果 ， 他 应 当 
选择 值 较 小 的 一 个 《因为 这 个 值 表示 甲 的 胜率 )。 
利用 这 种 方法 可 以 处 理 所 有 剩 下 的 答案 具有 两 个 时 的 局 
面 。 下 面 我 们 考虑 剩 下 3 个 答案 ， 其 中 1 个 正确 而 2 个 错误 时 
的 局 面 、 此 时 ， 如 果 一 名 参与 者 选中 了 正确 答案 《概率 为 17 
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3)， 则 游戏 结束 ; 如 果 一 -名 参与 者 选中 了 错误 答案 (概率 为 
2/3)， 则 游戏 转变 为 只 镜 下 黄 个 答案 的 情况 。 无 论 哪 种 结果 发 
生 ， 甲 获胜 的 概率 都 是 可 以 决定 的 。 利 用 类 似 的 方法 可 以 算出 
这 一 局 面 下 甲 的 胜率 。 当 --- 名 参与 者 面临 抉择 时 ， 他 应 当 计 算 
每 一 种 抉择 对 应 的 胜率 ， 选 择 对 自己 有 利 的 -- 种 情况 。 

下 面 是 一 个 例子 : 

局 面 为 (1，2，170，0)， 甲 可 以 选择 “放弃 ”或 “ 继 
续 。 甲 如 何 选择 ? 

如 果 甲 选择 继续 ， 游 戏 进 程 如 下 : 


-> (0.2,270,0) , 甲 胜率 为 I 
(1,2,170,0) =—— 


2/3 ”> (1.0,0) , 甲 胜率 p/2 


因此 ， 如 果 甲 决定 继续 ， 其 胜率 为 
(1/3) x (1) + (2/3) x (p/2) = (1 +p) /3。 
如 果 甲 选择 继续 ， 游 戏 进程 如 下 ， 


173 
>(0,2,170,0) , 甲 脏 率 为 ] 
(1,2,170,0) 一 一 | 学 为 

1 人 人 (11170,0) , 甲 胜率 (1+p)/2 


因此 ， 如 果 甲 决定 放弃 ， 其 胜率 为 

(1/3) x (1) + (2/3) x (1+pb) /2= (2+p) /3。 

无 论 p 为 什么 值 ， 第 二 个 值 总 是 比 第 一 个 值 大 ， 所 以 在 此 
局 面 耻 甲 的 最 佳 策略 是 放弃 。 

利用 同样 的 方法 可 以 计算 剩 下 2 个 正确 答案 和 1 个 错误 答 
案 的 局 面 ， 并 为 具体 的 局 面 标明 甲 的 胜率 。 此 后 ， 我 们 可 以 把 
问题 推广 到 剩 下 4 个 答案 以 及 剩 下 5 个 答案 的 局 面 。 我 们 最 初 
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考虑 的 局 面 是 (3，2，70，60)， 即 剩 下 3 个 正确 答案 和 2 个 
错误 答案 的 情况 。-- 步 一 步 地 应 用 “ 倒 推 法 "， 计 算 思 路 很 简 
单 ， 但 计算 过 程 很 繁 珊 。 这 种 任务 最 好 交 给 计算 机 完成 。 表 
9.1 是 计算 结果 。 如 果 双 方 都 按 最 佳 策 略 行事 ，p 的 值 与 双方 
的 奖金 额 无 关 ， 始 终 等 于 40%。 

在 表 9.1 的 前 两 种 情况 下 ， 甲 没有 选择 “放弃 ”或 “ 继 
续 ” 的 权利 ， 他 必须 回答 问题 。( 只 有 在 完成 一 次 正确 回答 以 
后 才 有 选择 的 权利 ， 这 意味 着 当前 的 奖金 额 不 能 为 0。) 在 第 
三 种 情况 下 ， 放 弃 和 继续 的 结果 是 --- 样 的 。 在 最 后 两 种 情况 
下 ， 甲 应 当选 择 放弃 。 我 要 再 次 强调 ， 这 些 结论 依赖 于 -- 个 基 
本 假定 : 每 个 参与 者 完全 随机 地 在 候选 答案 中 挑选 答案 。 如 果 
这 个 条 件 不 被 满足 ， 结 论 会 不 同 。 在 游戏 结束 时 ， 双 方 的 奖金 
额 经 常 相同 ， 此 时 胜 负 取决 于 谁 回答 出 的 正确 答案 较 多 。 因 
此 ， 在 游戏 早期 应 当 积极 地 回答 问题 ， 以 保证 终局 时 的 主动 。 


表 9.1: 剩 下 3 个 正确 答案 和 2 个 错误 答案 时 甲 的 胜率 
四 回答 出 的 正确 答案 | 乙 回 答 出 的 正确 答案 


较 多 时 的 结果 “| 。 较 多 时 的 结果 
二 | 


当然 这 些 技巧 在 实战 中 通常 是 没 用 的 。 在 实战 中 ， 参 与 
者 没有 时 间 精 确 地 计算 各 种 概率 ， 必 须 干 脆 利 落地 做 出 决定 。 
以 上 分 析 的 目标 只 是 向 读者 户 示 概率 的 知识 如 何 帮助 我 们 处 理 
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类 似 的 问题 。 比 如 说 ，10 年 以 后 你 将 退休 ， 现 在 你 需要 决定 
是 否 开 始 购买 养老 保险 。 你 可 以 利用 “ 倒 推 法 ”做 决定 。 首 先 
你 可 以 计算 出 在 第 10 年 买 保 险 的 得 失 ， 然 后 根据 第 10 年 的 计 
算 结 果 决 定 第 9 年 的 得 失 ， 下 -- 步 又 可 以 根据 第 9 年 的 计算 结 
果 决 定 第 8 年 的 得 失 ， 最 后 你 就 可 以 决定 现在 的 最 佳 选 择 。 

另 一 个 问题 与 此 类 似 。 你 要 踩 着 几 排 石头 过 河 ， 每 块 石头 
与 对 岸 的 距离 不 等 ， 石 头 在 水 面 上 的 高 度 也 不 同 。 你 应 当 如 何 
决定 前 进 的 路 线 ? 当 你 距离 对 岸 很 近 时 ， 你 可 以 很 容易 地 决定 
路 线 。 下 一 步 ， 你 可 以 根据 刚刚 得 到 的 结论 决定 距离 对 岸 稍 远 
时 的 路 线 。 不 断 应 用 “ 倒 推 法 ”就 可 以 决定 第 一 步 应 当 如 何 
走 。 


竺 运转 盘 


这 个 游戏 是 “奖金 揭晓 ”节目 的 高 潮 。 游 戏 由 三 个 人 一 一 
申 、 乙 、 丙 一 一 参与 ， 最 终 获 胜 者 可 以 得 到 --. 笔 奖金 。 游 戏 通 
过 旋转 一 个 大 转盘 进行 ,转盘 上 标 有 数字 5，10，15，20， 
i ，100， 每 次 旋转 可 以 随机 地 得 到 其 中 一 个 数字 。 甲 先 旋 
转 转 盘 ， 如 果 他 对 得 到 的 数字 满意 ， 则 这 个 数字 就 是 他 的 得 
分 ， 接 下 来 由 乙 旋 转 转 盘 。 如 果 甲 对 这 个 数字 不 满意 ， 他 可 以 
要 求 再 转 一 次 ， 他 的 得 分 就 是 两 次 得 到 的 数字 的 总 和 ， 此 后 把 
转盘 交 给 乙 。 乙 和 两 以 同样 的 方式 参与 游戏 ， 每 个 人 的 得 分 是 
公开 的 。 游 戏 的 目标 是 使 自己 的 得 分 最 接近 于 100， 但 不 能 超 
过 100。 得 分 超过 100 的 人 自动 淘汰 。 如 果 甲 和 乙 都 遭 淘汰 ， 
则 丙 自 动 成 为 胜利 者 。 如 果 出 现 两 个 人 得 分 相间 的 情况 ， 由 加 
赛 分 出 胜 负 。 加 赛 的 方式 是 两 人 分 别 旋转 转盘 ， 谁 得 到 的 数字 
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大 谁 就 获胜 。 


分 与 前 -个 人 相同 时 ， 你 是 否 应 当 再 转 一 次 ”出场 顺 序 对 结果 
是 否 有 影响 ” 谁 获胜 的 概率 最 大 ? 

这 个 问题 与 “ 猜 猜 看 ”类 似 ， 但 计算 方法 更 简单 。 首 先 我 
们 考虑 简化 后 的 问题 。 假 设 游戏 规则 不 变 ， 而 参与 者 上 只 有 甲 和 
乙 两 人 。 为 了 确定 甲 的 最 佳 策略 ,我 们 先 要 研究 乙 对 于 各 种 情 
况 的 反应 。 

如 果 甲 的 分 数 超过 100， 游戏 自动 结束 ， 乙 获胜 。 在 其 他 
情况 下 ， 甲 的 得 分 在 5 和 100 之 间 ， 乙 出 场 。 通 常 乙 的 策略 是 
明确 的 : 如 果 乙 第 一 次 得 到 的 数字 比 甲 的 得 分 小 ， 他 必须 转 第 
二 次 ; 如 果 乙 第 一 次 得 到 的 数字 比 甲 的 得 分 大 ， 他 不 必 转 第 二 
次 就 已 经 获胜 。 如 果 乙 第 一 次 得 到 的 数字 和 甲 的 得 分 相同 ， 他 
应 如 何 选择 呢 ? 他 将 这 样 考虑 : “如 果 我 不 转 第 二 次 ， 胜 负 通 
过 加 赛 的 结果 决定 ， 每 个 人 的 机 会 都 是 1/2。 所 以 ， 如 果 转 第 
二 次 能 使 我 的 胜率 超过 50% ， 我 就 应 当 继 续 转 。 转 第 二 次 的 
结果 是 20 个 数字 中 的 1 个 。 如 果 我 的 当前 得 分 不 超过 4$， 则 
转 第 二 次 使 得 我 的 分 数 超过 100 的 概率 低 于 50% ， 此 时 我 应 当 
继续 转 ; 相反 ， 如 果 我 的 当前 得 分 不 低 于 55， 则 转 第 二 次 使 
得 我 的 分 数 超过 100 的 概率 高 于 50% ， 此 时 我 应 当 停止 ， 如 果 
我 的 当前 得 分 为 50， 则 无 论 怎样 选择 结果 相同 。 所 以 ， 当 我 
的 当前 得 分 不 超过 50 时 ， 我 决定 再 转 一 次 ， 否 则 我 愿意 通过 
加 赛 决 胜 。” 

下 面 考 虑 甲 的 策略 。 甲 完全 可 以 推测 出 乙 的 策略 。 甲 有 两 
个 选择 : 转 一 次 或 转 两 次 。 如 果 甲 转 -一 次 ， 则 他 第 一 次 得 到 的 
分 数 越 高 ， 获 胜 的 概率 就 越 大 ; 如 果 甲 转 黄 次 ， 他 必须 考虑 两 
次 得 到 的 数字 之 和 超过 100 的 危险 ， 他 第 -次 得 到 的 分 数 越 


Po 
1 


二 


Cd 
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高 ， 这 种 危险 就 越 大 。 随 着 申 第 -次 得 到 的 分 数 的 增加 ， 有 两 
个 相 友 的 因素 起 作用 ， 当 第 - -次 得 到 的 分 数 达 到 一 定 值 时 ， 这 
两 个 因 案 取得 均衡 。 这 个 值 是 可 以 计算 的 , 事实 上 , 它 就 是 
50。 于 是 ， 当 甲 第 -- 次 的 得 分 不 超过 50 时 ， 他 应 当 转 第 二 次 ; 
而 当 甲 第 -次 的 得 分 超过 50 时 ， 他 就 应 当 停 止 。 例 如 ， 当 甲 
第 一 次 的 得 分 为 55 时 ， 如 打 甲 停 正 ， 他 的 胜率 为 29%， 但 如 
果 他 转 第 一 次， 他 的 胜率 就 下 降 为 28%。 总 的 说 来 ,采用 这 
种 策略 可 以 保证 甲 的 胜率 达到 46% ， 也 就 是 说 ， 四 有 54 纺 的 

下 面 我 们 考虑 参与 者 为 :人 的 情况 。 我 们 还 是 从 最 后 一 个 
参与 者 〈 丙 ) 的 立场 开始 讨论 。 丙 的 直接 对 手 是 甲 和 乙 中 得 分 
较 高 的 一 个 。 惟 一 需要 和 仔细 研究 的 即 认 第 一- 次 的 得 分 与 某 个 人 
并 询 第 一 时 的 情况 。 此 时 需要 考虑 两 种 可 能 : 第 -一 ， 甲 和 乙 中 
只 有 一 个 人 的 得 分 与 两 第 -次 的 得 分 相间 ; 第 二 ， 甲 和 乙 的 得 
分 相同 ， 并 且 与 丙 第 -次 的 得 分 相同 、 在 第 - -种 可 能 下 ， 如 果 
丙 停 止 ， 则 加 赛 将 在 两 个 人 之 间 进 行 ， 情况 还 原 为 两 个 人 参与 
游戏 的 情况 ， 此 时 页 的 最 佳 策略 不 变 ， 当 得 分 不 低 于 50 时 继 
续 转 第 二 次 ， 否 则 停止 。 在 第 二 种 可 能 下 ， 如 果 丙 停止 , 则 加 
赛 将 在 三 个 人 之 间 进 行 ， 丙 会 这 样 考虑 : “如 果 胜 负 由 加 赛 决 
定 ， 则 三 个 人 胜出 的 概率 相等 ， 即 我 只 有 1/3 的 机 会 。 所 以 ， 
只 要 我 转 第 二 次 的 胜率 不 低 于 1/3， 我 就 可 以 决定 转 第 二 次 。 
如 果 当 前 得 分 为 65， 则 转 第 二 次 的 胜率 为 7/20 (在 5 到 35 之 
间 有 7 个 数字 )， 刚 好 大 于 1/3; 如 果 当 前 得 分 为 70， 则 转 第 
二 次 的 胜率 低 于 1/3。 所 以 ,我 的 决定 是 : 当 第 一 次 的 得 分 不 
高 于 65 时 ， 转 第 二 次 ;否则 停止 ， 在 加 赛 中 争取 机 会 。” 

下 一 步 考虑 乙 的 策略 。 乙 完全 可 以 推出 丙 的 策略 。 娟 果 乙 
第 -次 得 到 的 分 数 低 于 甲 的 分 数 ， 毫 无 疑问 乙 应 当 转 第 二 次 ， 
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如 果 乙 第 -- 次 得 到 的 分 数 高 于 甲 的 分 数 ， 甲 已 经 被 淘汰 ， 问 题 
转化 为 只 有 了 两 人 参与 的 情 况 ， 乙 的 策略 我 们 已 经 确定 了 〈 即 当 
乙 第 -- 次 的 得 分 不 超过 50 时 ， 转 第 二 次， 否则 停止 ); 如 果 乙 
第 一 次 得 到 的 分 数 恰 好 等 于 甲 的 分 数 ， 乙 应 如 何 抉择 ? 

乙 的 当前 得 分 越 高 ， 转 第 二 次 使 得 分 超过 100 的 风险 就 越 
大 。 与 刚才 我 们 讨论 过 的 情况 -- 样 ， 乙 抉择 的 依据 是 如 何 使 自 
己 的 胜率 不 低 于 通过 加 赛 取 胜 的 胜率 。 结 论 是 : 如 果 当 前 得 分 
不 高 于 65 时 ， 转 第 二 次 ; 否则 停止 。 

最 后 一 步 考虑 甲 的 策略 。 甲 完全 可 以 推出 乙 和 再 的 策略 ， 
当然 计算 工作 应 当 事 先 完成 。 计 算 过 程 相 当 繁 珊 ， 但 结论 很 
简单 : 当 甲 第 一 次 的 得 分 不 超过 65 时 ， 他 应 当 转 第 二 次 ; 而 
当 甲 第 一 次 的 得 分 超过 65 时 ， 他 就 应 当 停 止 。 当 甲 第 一 次 的 
得 分 为 70 时 ， 如 果 甲 停止 ， 他 的 胜率 为 21.5%; 而 如 果 他 转 
第 二 次 ， 则 他 的 胜率 下 降 到 17%。 

现在 我 们 已 经 知道 了 三 个 人 的 最 佳 策略 。 丙 在 游戏 中 只 有 
优势 ， 但 优势 很 微弱 。 如 果 三 个 人 都 按 最 佳 策 略 行事 ， 则 甲 的 
胜率 略 低 于 31% ， 乙 的 胜率 接近 33%， 丙 的 胜率 略 高 于 36%。 

实际 的 计算 过 程 相当 繁琐 ,我 略 过 了 大 部 分 细节 。 然 而 计 
算 方 法 并 不 复杂 ， 主 要 原则 是 列举 出 各 种 情况 的 概率 。 以 上 讨 
论 假设 转盘 给 出 每 个 数字 的 概率 相等 ， 如 果 这 个 条 件 不 被 满 
是 ,我们 的 结论 可 能 构成 严重 的 误导 。 


抢答 游戏 


抢答 游戏 的 规则 比较 复 如 。 参 与 者 通常 为 16 ~ 18 岁 的 孩 
子 。 游 戏 需 要 一 块 计 分 板 ， 如 图 9.1 所 示 。 计 分 板 由 车 于 个 六 
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边 形 给 成 , 纵向 m 个 ,横向 n 个 ,图 9.1 中 m=4,，n=5， 不 过 
实际 比赛 中 m 和 n 可 以 取 其 他 值 。 每 个 六 边 形 对 应 一 个 问题 ， 
问题 将 由 参与 者 抢答 。 每 个 六 边 形 上 标 有 一 个 字母 ， 这 个 字母 
贱 是 此 六 边 形 的 标记 ， 同 时 也 是 答案 的 第 一 个 字母 。 字 母 的 排 
列 方式 是 在 游戏 开始 之 前 任意 安排 的 。 

下 面 是 游戏 的 一 个 片断 ， 


主持 人 : “ 茶 喜 体 ， 理 查 德 ， 回 签 正确 。 请 你 指 
定 下 一 道 题 。 

理 查 德 :“p。 

主持 人 : “p 对 应 的 问题 是 : 有 一 种 符号 为 KK 的 
化 学 元 素 以 p 开 头 ， 这 种 化 学 元 素 是 什么 ? 

(抢答 器 的 声音 响起 ,) 主持 人 :“ 维 拉 斯 先 抢 答 。 
请 维 拉 斯 回答 。” 

维 拉 斯 :“ 钾 。 

主持 人 : “回答 正确 。 现在 我 们 把 p 涂 成 红色 。 
请 维 拉 斯 指定 于 一道 题 。" 宁 


在 游戏 开始 时 ， 计 分 板 .的 六 边 形 没有 着 色 ， 仅 标 有 字 
母 。 而 一 且 一 个 六 边 形 对 应 的 问题 被 正确 回答 ， 这 个 六 边 形 就 
被 涂 上 蓝 色 或 红色 。 王 个 参与 省 分 为 两 队 ， 蓝 队 两 人 ， 红 队 一 
人 。 蓝 色 代表 蓝 队 答对 的 问题 ， 红色 代表 红 队 等 对 的 问题 。 蓝 
队 的 目标 是 使 蓝 色 的 六 边 形 横贯 计 分 板 ， 红 队 的 目标 是 使 红色 
的 六 边 形 纵 贯 计 和 分 板 ， 不 考虑 各 个 问题 岂 现 的 顺序 。 日 某 个 
队 完 成 目标 ， 游 戏 结束 。 第 一 个 六 边 形 是 随机 选 定 的 ， 其 后 每 


习 ， 钾 的 西 文 名 称 为 potassium， 元素 符 异 为 KK 一 - 译 者 注 
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个 六 边 形 由 刚刚 做 出 正确 回答 的 参与 者 指定 。 如 果 被 选中 的 问 
题 三 个 人 都 不 会 ， 主 持 人 会 提供 一 个 备用 的 问题 ， 备 用 的 问题 
指向 同一 个 六 边 形 。 


CA 


每 答对 一 个 问题 可 以 获得 5 英镑 的 奖金 ， 不 过 我 们 忽略 这 
点 微不足道 的 奖金 ， 目 标 只 有 一 个 : 取得 本 局 的 胜利 。 游 戏 采 
取 三 局 两 胜 制 ， 先 胜 两 局 的 队伍 进入 下 -- 轮 ， 另 一 方 则 被 淘 
涩 。 为 了 尽量 缩短 游戏 时 间 ， 有 一 条 补充 规定 ;如果 选择 某 一 
个 六 边 形 使 得 某 队 有 可 能 立即 取胜 ， 则 必须 选择 此 六 边 形 。 

每 局 游戏 一 定 可 以 分 出 胜 负 。 必 然 有 一 个 队 完 成 目标 ， 而 
且 仅 有 一 个 队 可 以 完成 目标 。 这 个 问题 很 明显 ， 读 者 可 以 自行 
证 明 。 

这 个 游戏 对 双方 公平 吗 ? 蓝 队 有 两 个 人 ， 而 红 队 只 有 一 个 
人 ， 所 以 蓝 趴 抢答 成 功 的 概率 是 红 队 的 二 倍 。 不 过 作为 补偿 ， 
蓝 队 完成 目标 的 难度 也 比较 大 ， 因 为 横贯 计 分 板 至 少 需要 答对 
5 个 问题 ， 有 时 甚至 需要 答对 7 个 ， 而 红 队 答对 4 个 问题 就 有 
可 能 获胜 。 假 定 每 个 参与 者 的 知识 水 平 相同 ， 抢 答 成 功 即 意味 
着 回答 正确 ， 于 是 对 计 每 个 问题 蓝 队 抢 答 成 功 并 回答 正确 的 概 
率 为 2/3， 而 红 队 抢答 成 功 并 回答 正确 的 概率 为 1/3。 在 此 前 
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提 下 ， 每 局 中 双方 的 胜率 各 为 多 少 ? 在 三 局 两 胜 制 中 ， 双 方 赢 
得 整 场 胜利 的 概率 各 为 多 少 ? 

在 实际 的 游戏 中 ， 一 旦 某 方 完成 目标 则 游戏 结束 。 不 过 为 
了 便于 研究 ， 我 们 假定 每 一 局 都 抢答 完全 部 的 20 个 问题 。 这 
一 假定 不 会 改变 游戏 的 结果 ， 原 因 我 已 经 说 过 ， 最 终 只 有 一 个 
队 能 够 完成 目标 。 如 果 ~- 个 队 已 经 完成 目标 ， 则 对 方 在 计 分 板 
上 的 通路 已 被 切断 ， 完 成 目标 已 不 可 能 。 这 样 假定 的 好 处 是 每 
一 局 中 抢答 的 次 数 相同 ， 便 于 用 数学 手段 处 理 。 这 与 《三 局 两 

四 胜 》 一 章 中 的 情况 相同 。 


图 9.1 表示 的 计 分 板 比较 复杂 ， 直 接 人 手 比较 困难 。 所 以 
我 们 先 研究 一 个 简化 后 的 情况 。 假 定 m 和 n 都 等 于 3， 计 分 板 
如 图 9.2 所 示 。 

这 个 游戏 显然 对 蓝 方 有 利 。 如 果 蓝 方 取胜 ， 则 蓝 方 至 少 答 
对 3 个 问题 。 有 9 种 3 个 问题 的 组 合 可 以 使 蓝 方 获胜 ， 即 

ADC ADH BDG BDH BEH BEI CEH CEI CFI 
同样 ， 如 果 红 方 取胜 ， 则 红 方 至 少 答对 3 个 问题 。 但 是 只 有 7 
种 3 个 问题 的 组 合 可 以 使 红 方 获胜 ， 即 

ABC DBC DEC DEF DEI DHI GHI 
这 意味 着 ， 蓝 队 在 9 个 问题 中 仪 答对 3 个 但 最 终 获胜 的 概率 高 
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于 红 趴 在 同样 情况 下 的 获胜 概率 。 同 样 ， 监 队 在 9 个 问题 中 仅 
答对 4 个 但 最 终 获胜 的 概率 高 于 红 队 在 同样 情况 下 的 获胜 概率 
一 一 有 46 种 4 个 问题 的 组 合 可 以 使 蓝 队 获胜 ,而 只 有 39 种 4 
个 问题 的 组 合 可 以 使 红 队 获胜 。 类 似 地 ， 有 85 种 5 个 问题 的 
组合 可 以 使 蓝 队 获胜 ， 而 只 有 80 种 5 个 间 题 的 组 合 可 以 使 红 
以 获胜 ; 有 77 种 6 个 问题 的 组 合 可 以 使 蓝 队 获胜 ， 而 只 有 75 
种 6 个 问题 的 组 会 可 以 使 红 队 获胜 。 所 以 ， 计 分 板 的 形状 对 蓝 
队 有 利 。 在 图 9.1 中 ， 也 有 同样 的 现象 。 

假设 蓝 队 和 红 队 都 由 1 名 队员 构成 ， 采 用 图 9.1 为 计 分 
板 ， 双 方 队员 的 知识 水 平和 反应 速度 相同 ， 则 双方 的 胜率 如 
何 ? 根据 假定 ， 每 个 六 边 形 被 涂 成 蓝 色 或 红色 的 概率 相同 。 每 
个 六 边 形 的 最 终 颜 色 有 两 种 可 能 ， 总 共有 9 个 六 边 形 ， 所 以 全 
部 的 可 能 性 为 512 种 (2 的 9 次 方 )， 每 种 可 能 性 出 现 的 概率 相 
等 。 其 中 247 种 使 得 红色 六 边 形 纵 贯 计 分 板 ， 而 265 种 使 得 蓝 
色 六 边 形 横贯 计 分 板 。 因 此 ， 蓝 队 的 胜率 为 265/512， 约 等 于 
52%。 如 果 计 分 板 的 形状 改 为 5 ( 即 m 和 mn 都 等 于 5)， 则 蓝 
共 的 胜率 增加 到 53.5% 。 

现在 回 到 最 初 的 间 题 。 红 队 赢 得 每 个 问题 的 概率 只 有 1/3。 
我 们 首先 计算 一 种 典型 的 状态 : 红 队 恰好 说 得 9 个 问题 而 蓝 队 
恰好 赢得 11 个 问题 。 此 时 计 分 板 上 可 能 的 颜色 分 布 有 很 多 种 ， 
其 中 的 某 些 颜色 分 布 使 红 队 获胜 ， 其 他 的 颜色 分 布 使 蓝 队 获 
胜 ， 两 个 队 的 胜率 的 比例 就 是 两 种 颜色 分 布 的 比例 。 计 算 过 程 
非常 复杂 ， 因 为 需要 考虑 的 因素 太 多 了 。 但 是 不 必 担 心 ， 我 们 
可 以 请 计算 机 帮忙 ， 计 算 机 处 理 这 个 问题 很 轻松 。 计 算 的 结果 
是 : 一 共有 167 960 种 可 能 的 颜色 分 布 ， 其 中 的 70 964 种 使 红 
队 获 胜 ， 而 96 996 种 使 蓝 队 获胜 。 由 于 每 个 六 边 形 被 涂 以 红 
色 的 概率 为 1/3， 而 被 涂 以 蓝 色 的 概率 为 2/3， 每 种 颜色 分 布 
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出 现 的 概率 为 
(1/3) x (2/3)!! 
于 是 ， 红 队 通 过 赢得 9 个 问题 取胜 的 概率 为 
70 964 x (1/3) x (2/3)! =0.0417 

当红 队 赢得 的 问题 在 4 和 15 之 间 时 ， 红 队 的 胜率 可 以 用 
类 似 的 方法 求 出 ; 当红 队 赢 得 的 问题 低 于 4 时 ， 红 队 的 胜率 为 
0; 当红 队 赢 得 的 问题 高 于 15 时 ， 红 了 区 的 胜率 为 1。 把 这 些 概 
率 加 起 来 ， 就 得 到 红 队 在 这 个 游戏 中 的 胜率 ; 0.1827。 另 外 ， 
为 了 赢得 整 场 游 戏 的 胜利 ， 蓝 队 必 须 在 三 局 中 拿 下 两 局 ， 所 以 
红 队 最 终 胜 出 的 概率 比 这 个 值 还 要 低 。 如 果 不 经 过 仔细 地 计 
算 ， 你 可 能 以 为 纵向 的 六 边 形 较 少 可 以 抵偿 红 队 人 数 较 少 的 缺 
聊 ， 但 实际 情况 是 红 队 的 机 会 小 得 可 怜 。 

关于 图 9.2 的 分 析 表 明 ， 横 向 贯通 计 分 板 比 纵向 贯通 计 分 
板 容 易 。 由 于 蓝 队 在 人 数 上 已 经 占有 优势 ， 所 以 如 果 把 计 分 板 
改 为 横向 罕 而 纵向 长 ， 并 把 蓝 队 的 目标 改 为 纵向 贯通 ， 红 队 的 
劣势 会 小 一 点 。 例 如 ， 当 m=5 而 n=4 时 , 红 队 的 胜率 为 
0.224 5; 当 m=5 而 n=3 时 ， 红 队 的 胜率 为 0.322 2。 

在 上 一 章 我 们 研究 过 如 何 通 过 每 局 的 胜率 计算 整 场 的 胜 
率 。 当 每 局 的 胜率 接近 20% 时 ， 在 三 局 两 胜 制 下 整 场 的 胜率 
接近 10%。 利 用 我 们 研究 过 的 知识 可 以 算出 各 种 局 面 下 双方 
的 胜率 。 以 上 讨论 回避 了 某 些 细节 ， 比 如 每 个 参与 者 在 反应 速 
度 、 知 识 水 平等 方面 的 差异 ， 这 些 因素 对 游戏 结果 可 以 产生 重 
要 的 影响 。 

在 计 分 板 上 ， 有 一 些 六 边 形 比 其 他 的 六 边 形 更 重要 ， 如 果 
占领 了 这 些 六 边 形 ， 获 胜 的 概率 会 增加 。 例 如 ， 图 9.1 中 的 下 
就 是 一 个 重要 的 位 置 , 而 Y 和 D 的 作用 就 比较 小 。 但 非常 有 
趣 的 是 某 一 方 赢得 某 个 位 置 的 概率 与 这 个 位 置 的 重要 性 并 无 关 
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系 ， 而 且 筷 得 一 个 位 置 总 是 没有 任何 坏处 的 。 在 游戏 中 ， 每 个 
参与 者 都 有 机 会 选择 下 一 个 六 边 形 的 位 置 。 从 赢得 本 局 游戏 的 
立场 出 发 ， 你 可 以 胡乱 选择 ， 因 为 如 何 选择 对 胜 负 没有 影响 。 
但 是 我 建议 你 考虑 另 一 个 因素 : 每 答对 一 个 问题 可 以 得 到 5 英 
镑 的 奖金 。 所 以 无 论 对 于 哪 … 方 来 说 ， 过 早 结束 游戏 都 不 是 明 
智 的 选择 ， 每 减少 一 个 问题 就 意味 着 参与 者 的 奖金 收入 减少 5 
英镑 。 双 方 在 选择 下 一 个 位 置 时 都 应 当 考 虑 如 何 可 以 使 游戏 的 
进程 尽量 地 延长 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 应 当 尽 量 选择 那些 不 重 
要 的 位 置 ， 比 如 图 9.1 中 的 Y、D、R 和 A， 
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有 一 种 游戏 与 抢答 游戏 类 似 ， 即 六 边 形 游戏 。 派 特 ' 汉 恩 
(于 1942 年 ) 和 约翰 .纳什 (于 1948 年 ) 各 自 独立 地 发 明了 六 
边 形 游戏 。 六 边 形 游戏 的 棋盘 如 图 9.3。 棋 盘 由 六 边 形 构 成 ， 
纵向 m 个 ,横向 n 个 ,图 中 表示 的 是 m 和 nm 都 为 3 的 情况 。 
请 比较 与 图 9.2 的 差别 。 


图 9.3 


F 
UL 


在 六 边 形 游戏 中 ， 双 方 〈 蓝 方 和 红 方 ) 轮流 在 棋盘 上 涂 


242 机 会 的 数学 原理 


色 ， 每 次 只 能 涂 一 个 六 边 形 ， 可 涂 以 蓝 色 或 红色 。 蓝 方 的 目标 
是 使 蓝 色 横贯 棋盘 ， 红 方 的 目标 是 使 红色 纵 贯 棋盘 。 这 个 游戏 
与 抢答 游戏 的 差别 在 于 ， 在 这 个 游戏 中 横向 和 纵向 获胜 的 机 会 
是 相等 的 。 例 如 ，-… 共 有 8 种 3 个 六 边 形 的 组 合 可 以 使 蓝 方 获 
胜 : 

ADG BDG BEG BEH CEG CEH CFH CHI 

同样 ， 一 共有 8 种 3 个 六 边 形 的 组 合 可 以 使 红 方 获胜 : 

ABC DBC DEC DEF GEC GEF GHF GHI 

在 六 边 形 的 组 合 的 个 数 不 为 3 时 情况 相同 ， 并 且 对 于 任意 
的 m 和 n 的 值 ， 只 要 m=n， 这 个 结论 也 成 立 。 无 论 m 和 n 取 
什么 值 ， 这 个 游戏 一 定 可 以 分 出 胜 负 ， 有 且 仪 有 一 方 可 以 完成 
目标 。 数 学 家 已 经 证 明 ， 当 m= n 时 ， 在 这 个 游戏 中 先行 的 一 
方 可 以 保证 必 有 性。 然而， 当 m 和 n 的 值 很 大 时 ， 发 现 必 胜 的 
策略 非常 困难 。 

把 抢答 游戏 改造 成 一 个 公平 的 游戏 很 简单 。 只 要 把 计 分 板 
改 为 六 边 形 游戏 的 形状 ， 并 使 得 m = a、 双 方 的 队员 人 数 相等 
职 可 以 了 。 不 过 为 了 便于 电视 转播 ， 我 们 可 能 需要 把 电视 机 的 

1& 屏幕 改 成 萎 形 。 
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1960 年 英国 政府 颁布 了 《赌博 与 竞技 法 案 》。 法 案 的 目的 
是 规范 赌博 业 ， 但 同时 带 来 了 赌场 的 兴起 。1968 年 的 《竞技 
法 案 》 增 加 了 对 赌场 的 限制 ， 包 括 对 赌场 的 背 业 地 点 的 规定 。 
赌场 中 允许 开展 什么 样 的 游戏 有 明确 的 规定 ， 地 方 官 要 对 赌场 
进行 严格 审查 ， 甚 至 要 对 赌场 的 从 业 人 员 的 品行 进行 考核 。 且 
前 ,每 年 在 赌博 业 流 通 的 资金 大 约 为 26 亿 英 镑 ， 其 中 有 4.7 
亿 英 镑 在 赌场 内 流通 。 伦 敦 有 20 多 家 赌场 ， 占 全 国 的 营业 额 
的 80%。 

立法 机 关 对 赌博 业 的 态度 始终 不 明朗 他们 允许 赌博 业 存 
在 ,但 不 允许 赌博 业 明 目 张 胆 地 存在 。1960 年 ， 立 法 机 关 意 
识 到 禁止 赌博 是 不 可 能 的 ， 于 是 出 台 了 相关 法 案 。 与 其 禁止 赌 
博 ， 不 如 进行 规范 ， 并 且 向 赌博 业 征 税 。 英 国 的 赌场 始终 受到 
严格 的 限制 。 最 初 赌场 不 允许 进行 广告 和 促销 活动 ， 但 大 英 帝 
国 彩票 兴起 之 后 ， 赌 场 老 板 乘机 摆脱 了 一 些 限 制 。 现 在 赌场 可 
以 做 广告 了 ， 但 对 广告 的 内 容 依然 有 限制 。 在 广告 中 可 以 提 及 
赠 场 有 多 少 赌 台 ， 但 不 能 提 及 赌注 的 金额 。 总 之 ， 不 能 公开 了 吸 
引 大 众 参与 赌博 。 赌 场 可 以 向 顾客 提供 饮食 服务 ， 但 不 允许 兼 
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营 娱 乐 服 务 。 与 拉 斯 维 加 斯 的 同行 相 比 ， 英 国 的 赌场 相当 地 单 
调和 保守 。 

各 种 游戏 都 被 设计 成 对 赌场 有 利 的 形式 ， 这 是 赌场 重要 的 
盘 利 手段 。 不 过 对 每 一 个 顾客 来 说 ， 这 些 不 利 因素 非常 微弱 ， 
可 以 和 忽略。 而 且 ， 顾 客 可 以 在 其 他 方面 获得 补偿 ， 比 如 结识 朋 
友 ， 消 磨 时 间 等 等 。 本 章 将 讨论 ~ 一些 在 赌场 中 经 常 遇 到 的 问 
题 ， 比 如 在 某 个 游戏 中 的 收益 率 是 多 少 ， 是 否 有 提高 获胜 概率 
的 技巧 ， 在 某 个 局 面 下 是 否 应 当 加 注 ， 等 等 。 全 部 讨论 基于 黄 
国 赌场 的 规则 。 

本 音 的 目的 不 仅 是 介绍 一 些 实战 技巧 ， 更 重要 的 是 展示 概 
率 知识 如 何 应 用 于 赌博 活动 。 在 多 数 情况 下 ， 计 算 的 过 程 相当 
复杂 。 你 当然 可 以 略 过 乏味 的 计算 ,但 是 我 建议 你 仔细 推荐 全 
部 你 能 读 懂 的 内 容 。 


轮 盘 赠 


到 目前 为 止 ， 轮 盘 赌 是 最 流行 的 赌场 游戏 ， 吸 引 了 全 部 赌 
注 的 60%。 标 准 的 英国 轮 盘 上 标 有 37 个 数字 : 从 0 到 36。 数 
字 0 被 涂 成 绿色 ， 其 他 数字 则 红 黑 相间 ， 如 图 10.1 所 示 。 玩 
家 在 进入 游戏 以 前 要 买 一 些 筹码 ， 在 同一 个 赌 台 上 不 同 玩家 的 
筹码 颜色 不 同 ， 这 样 可 以 避免 混乱 和 争议 。 在 同一 家 赌场 中 ， 
有 些 赌 台 要 求 的 最 低下 注 额 非常 低 ， 另 外 一 些 赌 台 则 要 求 较 
高 。 关 于 最 高 下 注 额 也 有 规定 ， 通 常 是 最 低下 注 额 的 100 倍 。 

图 10.2 是 下 注 区 ， 上 面 标明 了 赌场 的 赔 率 。 图 中 的 12 个 
字母 代表 12 种 可 以 下 注 的 位 置 。A 代表 在 单个 数字 上 下 注 ， 
赔 率 为 1 赔 35; B 代表 在 两 个 数字 上 下 注 ， 赔 率 为 1 赔 17; C 
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图 10. 1: 标 准 轮 盘 
代表 在 1 行 数字 (3 个 ) 上 下 注 ， 赔 率 为 1 赔 11; D 代表 在 4 
个 数字 上 下 注 ， 赔 率 为 1 赔 8; E 代表 在 两 行 数字 (6 个 ) 上 
下 注 ， 赔 率 为 1 赔 5; 下 代表 在 1 列 数字 (12 个 ) 上 下 注 ， 赔 
率 为 1 赔 2; G 代表 在 12 个 数字 (1 ~ 12、13 ~ 24 或 25 ~ 36) 
上 下 注 ， 赔 率 为 1 赔 2; H 代表 在 4 个 数字 (0、1、2、3) 上 
下 注 ， 赔 率 为 1 赔 8; I 代表 在 3 个 数字 (0、1、2 或 0、2、3) 
上 下 注 ， 赔 率 为 1 赔 11; J 代表 在 偶数 数字 上 下 注 ， 赔 率 为 ] 
赔 1 (当然 也 可 以 在 奇数 数字 上 下 注 ， 即 图 中 标 有 单词 
“0DD ”的 位 置 ， 赔 率 也 是 1 赔 1); K 代表 在 两 列 数字 (24 个 ) 
上 下 注 ， 赔 率 为 2 赔 1; 工 代 表 在 两 个 区 的 数字 (1~24 或 13 
~36) 上 下 注 ， 赔 率 为 2 赔 1。 此 外 ， 两 个 菱形 代表 在 所 有 红 
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色 (或 黑色 ) 数字 上 下 注 ， 赔 率 为 上 赔 1。 我 们 可 以 假定 全 部 
37 个 数字 出 现 的 概率 相同 ， 因 为 赌场 会 努力 完成 这 个 目标 。 
玩家 确 有 可 能 乘机 获 利 。 下 面 我 们 研究 -- 下 赌 声 在 轮 盘 赌 中 的 
利益 。 

在 轮 盘 赌 中， 除非 出 现 平局 ， 玩 家 每 投入 37 枚 筹码 ， 平 
均 将 赢 回 36 枚 筹码 。 无 论 你 如 何 下 注 ， 这 个 平均 值 是 不 变 的 。 
所 以 ， 在 每 37 枚 筹 公 中 ， 赌 场 将 赢得 1 枚 筹码 ， 赌 场 的 利润 
率 为 2.7%。 

除了 赌 某 个 具体 的 数字 ， 玩 家 还 可 以 赌 出 现 的 数字 的 颜 
色 。 在 这 种 情况 下 赌场 的 利润 率 减 半 。 轮 盘 财 的 规则 规定 ， 如 
果 玩 家 赌 出 现 的 数字 为 黑色 (或 红色 )， 而 最 终结 果 是 绿色 
( 即 数字 0)， 则 为 平局 ， 赌 场 吃 进 赌 注 的 --… 半 ， 另 一 半 退 还 玩 
家 。 当 玩家 赌 数字 的 颜色 时 ， 赌 场 的 利润 率 为 1.35%。 下 面 
我 们 证 明 这 个 结论 。 

根据 轮 盘 赌 的 规则 ， 如 果 玩 家 下 注 2 枚 筹码 赌 红色 数字 出 
现 ， 结 果 可 能 输 掉 这 2 校 筹 码 ， 也 可 能 把 这 2 枚 筹码 变 成 4 
枚 。 此 外 ,还 有 1/37 的 概率 遇 到 绿色 数字 ， 此 时 2 枚 筹码 将 
变 为 1 枚 。 因 此 ， 玩 家 的 回报 有 3 种 可 能 为 0、1 或 4。 直 接 计 
算 这 种 情况 有 点 复杂 ， 所 以 我 们 先 比较 另外 一 种 情况 。 假 设 我 
们 把 轮 盘 赌 的 规则 改 为 这 样 ， 如果 最 终 出 现 绿色 数字 ， 则 玩家 
有 1/4 的 机 会 收回 4 枚 筹码 ， 而 有 3/4 的 机 会 一 无 所 获 。(1/4 
和 3/4 可 以 这 样 确定 : 当 出 现 绿色 数字 时 ,玩家 抛 两 枚 硬币 ， 
如 果 两 枚 硬币 都 是 正面 ， 则 玩家 收回 4 枚 筹码 ， 否 则 玩家 输 掉 
筹码 。) 这 种 规则 不 会 改变 玩家 在 游戏 中 的 收益 额 ， 但 计算 起 
来 非常 方便 ， 因 为 此 时 玩家 的 回报 只 有 两 种 可 能 .0 或 4。 出 
现 绿色 数字 的 概率 是 1/37， 在 这 1/37 的 情况 下 ， 玩 家 的 回报 
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THE TABLE 
A.STRAIGHT UP 3510 1 C.DOZEN 2tol 
B.SPLIT 1l7io1 H.IST FOUR 8ioi 
C.STREET llio 1 1.3NUMBERS 11 to 1 
D.CORNER Btol] J.EVENCHANCES 1to1 
上 .SEX LINE Stol K.SPLT COLUMN lto2 
F.COLUMN 2t01l LSPLIT DOZEN lto2 


图 10.2: 轮 盘 赌 的 下 注 区 
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在 1/4 的 概率 下 为 4， 在 另外 3/4 的 概率 下 为 0。 综合 考虑 的 


结果 是 ， 玩 家 的 回报 在 73/148 的 概率 下 为 4， 在 75/148 的 概 
率 下 为 0、1.3$% 是 这 两 个 值 的 益 。 我 们 的 假设 不 影响 游戏 的 
结果 ， 但 可 以 使 计算 简化 。 


完成 一 个 目标 


保罗 想 去 现场 看 欧洲 杯 球赛 ， 他 需要 216 英镑 买 机 票 ， 但 
他 只 有 108 英镑 。 对 于 保罗 而 言 ，108 和 0 没什么 差别 。 如 果 
他 有 216 英镑 ， 那 就 是 天 堂 ， 否 则 就 是 地 狱 - 一 -即使 他 有 215 
英镑 。 他 是 否 可 以 到 赌场 磁 磁 运气 ? 

赌 徙 间 流 传 一 个 原则 :; 如 果 你 不 得 不 参加 一 场 对 你 不 利 的 
赌博 ， 最 好 的 策略 是 孤注一掷 。 对 于 保罗 而 言 ， 我 们 建议 他 把 
平局 当做 失败 处 理 ， 因 为 输 掉 -- 半 财产 和 输 掉 全 部 财产 没有 差 
别 。 所 以 ， 在 游戏 中 赌场 的 利润 率 始终 为 2.7%。 

最 利落 的 赌 法 是 把 108 英镑 全 压 在 红色 上 。 他 有 可 能 立刻 
得 到 216 英镑 ， 概 率 是 18/37， 即 48.6%。 当 然 ， 他 也 可 能 立 
刻 输 掉 所 有 钱 ， 回 家 看 电视 转播 。 

另外 ,保罗 也 可 以 这 样 赌 ， 把 108 英镑 分 成 18 份 ， 每 份 6 
英镑 。 每 次 用 6 英镑 赌 一 个 数字 ， 连 赌 18 次 ， 期 待 获胜 1 次 。 
赌场 的 赔 率 是 1 赔 35， 所 以 保罗 只 要 赢 1 次 就 够 了 。 保 罗 的 机 
会 有 多 大 呢 ? 每 1 次 保罗 失败 的 概率 为 36/37， 连 续 18 次 都 失 
败 的 概率 是 36/37 的 18 次 方 ， 这 个 值 接近 于 0.61。 因 此 保罗 
的 成 功率 是 39%， 还 不 如 全 部 赌 红 色 。 

如 果 保 罗 决 定 赌 一 个 具体 的 数字 ， 他 可 以 改进 下 注 的 方 
案 。 第 -一次 只 赌 4 英镑， 因为 他 原来 就 有 108 英镑 ， 所 以 只 用 
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4 英镑 下 注 就 足够 了 (注意 ， 不 能 只 赌 3 英镑， 否则 即使 获 
胜 他 的 钱 也 不 够 ,) 实际 1 ， 只 要 保罗 手中 的 赌 本 不 少 于 76 英 
镑 ,他 语 可 以 得 次 下 注 4 英镑 ; 当 他 手中 的 赌 本 不 足 76 英镑 
时 ， 他 于 始 每 次 下 注 5 英镑 ; 当 他 手中 的 赌 本 不 足 41 英镑 时 ， 
他 于 如 每 次 下 注 6 英镑 ,利用 这 种 下 注 方案 ,保罗 可 以 赌 22 
次 ， 丰 这 22 次 之 中 保罗 只 尖 获胜 1 次 。22 次 全 部 失败 的 概率 
是 36/37 的 22 次 方 即 54.7， 所 以 保罗 的 成 功率 为 45.3%。 
如 果 全 部 和 失败， 保罗 手中 还 剩 下 1 英镑 ， 保 罗 可 以 赌 一 种 主 赔 
5 的 情况 试 试 运气 〈 即 在 网 10.2 中 类 似 于 下 的 位 置 上 下 注 )， 
如 果 成 功 ， 就 拿 刚 刚 到 手 的 6 英镑 再 财 一 个 数字 。 这 样 ， 保 罗 
的 成 功率 可 以 提高 到 和 5.7 名 。 比 每 次 下 注 6 英镑 好 一 些 ， 不 过 
还 是 不 如 用 108 英镑 全 洋红 色 . 

在 所 有 可 行 的 策略 中 ， 最 有 利 的 还 是 用 108 英镑 全 买 红 
色 。 事 实 上 ， 当 过 到 绿色 数字 时 ， 保 多 还 能 剩 下 54 英镑 ， 他 
可 以 用 这 54 英镑 继续 赌 。 把 这 种 因素 考虑 进来 ,保罗 的 成 功 
率 高 达 49.3% 。 这 样 他 在 赌场 中 玩 的 时 间 很 得 ， 但 是 他 的 兴 
趣 不 在 于 赌博 ， 而 在 于 欧洲 杯 。 

我 们 选择 108 英镑 作为 研究 的 起 点 只 是 为 了 计算 方便 ， 不 
过 在 其 他 情况 下 我 们 的 结论 通常 也 是 有 效 的 : 最 有 利 的 赌 法 就 
是 赌博 次 数 最 少 的 赌 法 。 假 设 保罗 最 初 的 赌 本 不 是 108 英镑 ， 
而 是 24 英镑 ， 他 的 目标 还 是 216 英镑 。 此 时 他 的 机 会 小 了 很 
多 ， 不 过 最 优 策略 是 类 似 的 。 他 最 好 用 所 有 的 赌 本 赌 一 个 赔 率 
为 1 赔 8 的 情况 ( 即 在 图 10.2 中 类 似 于 D 的 位 置 上 下 注 )。 具 
体 地 说 ， 他 可 以 用 24 英镑 财 4 个 数字 ， 只 要 最 终 出 现 的 数字 
是 这 4 个 数字 中 的 -个 他 就 获得 成 功 ， 成 功率 为 4/37， 接 近 于 
11%。 妨 外 ， 他 也 可 以 把 24 英镑 平分 成 两 份 ， 赌 两 次 赔 率 为 ] 
赔 17 的 情况 ( 即 在 图 10.2 中 类 似 于 B 的 位 置 上 下 注 )， 此 时 


次 
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他 的 成 功率 只 有 10.5%。 总 之 ， 最 优 策略 兰 - - 赌 定 乾坤 。 

当 保 罗 的 赌 本 是 24 英镑 时 ， 保 岁 岂 加 以 这 样 赌 ， 用 所 有 
筹码 赌 红 色 ， 如 果 获 胜 ， 本 人生 人 直到 赌 本 达到 
108 英镑 . 在 赔本 不 低 于 108 英镑 时 ， 入 108 英镑 赌 红色 ， 否 
则 就 把 全 部 贿 本 部 虐 。 如果 合用 这 种 菜 略 、 必须 基 入 奖 有 溉 名 
次 ， 所 以 成 功率 比较 低 。 相 比 之 下 ， 不 如 .次 赌 4 个 数字 。 如 
他 下凡 谍 两 个 方案 把 54 英 
镑 平分 为 9 份 ， 间 时 押 9 个 数字 ; 或 者 用 所 有 赌 本 赌 红色 ， 

且 获 胜 就 再 用 所 有 赌 本 赌 红色 . 由 于 54 已 经 与 216 的 目标 和 
接近 了 ， 所 以 这 黄种 赌 法 没有 差别 ， 成 功率 都 是 24%。 


赢 钱 的 概率 是 多 少 9 


假设 另 一 个 人 一 一 马 软 尔 一 一 也 带 着 108 英镑 来 玩 轮 盘 
赌 ， 但 他 的 目标 不 是 凑 足 216 英镑 ， 而 纯粹 是 消遣 。 他 将 在 赠 
场 玩 到 6 点 钟 ， 除 非 在 此 之 前 输 光 。 当 他 离开 赌场 时 ， 他 赢 钱 
的 概率 是 多 少 ? 

答案 取决 于 他 每 次 的 下 注 额 和 下 注 位 置 。 为 简单 起 见 ， 我 
们 假设 他 每 次 下 注 1 英镑 ， 而 征 只 在 数字 区 下 注 ( 即 永 赌 数字 
的 颜色 和 单 双 )。 根 据 下 注 位 置 的 不 同 ， 他 押 的 数字 个 数 m 是 
不 同 的 ，m 可 以 是 1、2、3、4、6、12 或 24。 (不 熟悉 轮 盘 赌 
规则 的 读者 可 能 不 容易 理解 ， 请 仔细 研究 图 10.2 及 文字 说 明 。 
在 位 置 A 下 注 则 上 下 =1， 在 位 置 B 下 注 则 m=2， 在 位 置 C 下 注 
则 m=3， 在 位 置 工 或 K 下 注 则 m= 24 等 等 。) 无 论 他 如 何 下 
注 ， 平均 每 一 轮 他 将 输 1/37 英镑 。 玩 370 轮 之 后 ,平均 输 10 
英镑 。 
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在 他 每 次 都 押 上 单个 数字 的 情况 下 ， 结 果 的 变异 性 最 强 ， 在 
他 每 次 都 押 24 个 数字 的 情况 下 ， 结 果 的 变异 人 性 最 绊 。 变 异性 
的 强 罚 类 示 实 际 的 结果 明显 偏离 平均 值 的 慨 率 的 大 小 。 由 于 平 
均 而 言 他 将 输 钱 ， 所 以 为 了 使 他 最 终 启 钱 的 概率 较 高 ， 他 应 当 
选择 变异 性 最 强 的 赌 法 一 一 每 次 都 押 单 个 数字 。 当 然 ， 在 这 种 
财 法 下 他 损失 较 大 的 概率 也 增加 了 ， 不 过 我 们 不 关心 这 个 问 
题 ， 毕 这 他 的 日 标 只 是 使 谅 钱 的 概率 尽量 高 ， 至 于 具体 赢 多 少 
钱 ， 他 不 在 于， 

现在 与 炊 尔 开始 王 轮 项 赌 ， 等 次 下 注 工 英镑 ， 押 单个 数 
字 、 刚 开始 时 情况 很 可 能 这 样 : 他 一 直 输 ， 但 数额 始终 在 35 
英镑 以 内 ， 突 然 他 蕊 了 一 次 ， 赢 进 35 英镑 ， 总 体 上 他 赢 钱 了 。 
事实 二， 在 前 35 轮 中 他 只 要 赢 1 次 就 可 以 保证 赢 钱 。 每 1 轮 
中 他 的 胜率 为 1737， 即 失利 的 概率 为 36/37。 连 续 35 轮 都 失利 
的 概率 为 36/37 的 35 次 方 ， 约 等 于 0.383 3。 所 以 在 第 35 轮 结 
束 时 ， 他 有 62% 的 概率 说 钱 。 

但 是 在 第 38 轮 结 束 时 ， 他 赢 钱 的 爸 率 就 不 乐观 了 。 在 37 
轮 中 他 投入 的 赌注 为 37 英镑 ,为 了 保证 赢 钱 他 至 少 需要 赢 两 
次 。 在 37 轮 中 ， 他 全 部 失利 的 概率 是 (36/37)”， 而 恰好 赢 1 
次 的 概率 为 (36/37)*， 所 以 他 至 少 赢 两 次 的 概率 为 1 - (36/ 
37) - (36/37)%*， 约 等 于 27%。 但 是 我 们 必须 注意 另 一 个 方 
面 : 在 第 71 轮 结束 时 ， 同 样 启 两 次 就 可 以 保证 在 整体 上 赢 钱 。 
在 71 轮 中 至 少 赢 两 次 的 概率 为 58%，。 

同样 ， 在 第 73 轮 结 束 时 ， 他 赢 钱 的 概率 又 变 得 很 小 。 为 
了 赢 钱 他 至 少 要 赢 3 次 ， 这 个 概率 只 有 32%; 而 在 第 107 轮 结 
束 时 ， 同 样 赢 3 次 就 可 以 保证 赢 钱 ， 而 此 时 至 少 赢 3 次 的 概率 
高 很 多 。 在 第 109 轮 结束 时 ， 他 赢 钱 的 概率 又 变 得 很 小 。 (我 
非常 小 心地 避免 了 对 第 36、72 和 108 轮 下 结论 。 当 已 进行 的 
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轮 数 是 36 的 整数 们 时 ， 也 可 能 出 现 收 支 平衡 的 情况 ， 而 一 旦 
出 现 这 种 情况 ， 则 相当 于 游戏 重新 开始 .) 

现在 问题 已 经 很 清楚 了 .,， 随 着 游戏 的 进行 ,马歇尔 赢 钱 的 
概率 值 呈 锯齿 状 变化 。 刚 开始 这 个 概率 值 稳 步 上 升 ， 到 第 35 
轮 结 束 时 达到 一 个 高 峰 ， 而 在 第 37 轮 结 束 时 这 个 概率 罕 然 变 
得 非常 低 ; 此 后 这 个 概率 值 再 次 稳步 上 升 ， 到 第 71 轮 结束 时 
又 达到 一 个 高 峰 ， 而 在 第 73 轮 结束 时 这 个 概率 突然 变 得 非常 
低 ， 等 等 。 在 第 36、72、108 轮 前 后 这 个 值 的 变化 很 剧烈 。 每 
36 轮 构 成 1 个 周期 。 此 外 ， 随 着 游戏 的 进行 ， 每 个 锯 需 的 高 
度 逐 步 递 减 ， 第 35 轮 结束 时 的 概率 值 高 于 第 71 轮 结束 时 的 概 
率 值 ， 第 71 轮 结 束 时 的 概率 值 又 高 于 第 107 轮 结束 时 的 概率 
值 ， 等 等 。 当 6 点 钟 到 来 时 ， 马 软 尔 退出 赌场 ， 此 时 他 赢 钱 的 
概率 取决 于 他 正 处 于 1 个 周期 中 的 什么 位 置 。 如 果 此 时 他 下 注 
的 次 数 恰好 低 于 36 的 倍数 ， 则 他 赢 钱 的 概率 相当 高 ; 如果 此 
时 他 下 注 的 次 数 恰 好 高 于 36 的 倍数 ， 则 他 赢 钱 的 概率 相当 低 。 
假设 他 每 小 时 下 注 90 次 ， 两 个 小 时 内 下 注 180 次 。 在 第 179 
轮 结束 时 ， 他 只 要 获胜 5 次 就 可 以 保证 赢 钱 ， 这 个 概率 超过 
53%; 但 是 在 181 轮 结束 时 ， 要 想 赢 钱 需要 至 少 获 胜 6 次， 这 
个 概率 只 有 37% 。 

如 果 马 歇 尔 的 目的 就 在 于 使 赢 钱 的 概率 最 大 ， 他 应 当 忽 略 
具体 的 时 间 ， 而 仅仅 关注 他 已 下 注 多 少 次 。 最 好 的 倩 况 是 恰好 
下 注 35 次 ， 此 时 可 以 保证 赢 钱 的 概率 最 高 : 62% 。 如 果 他 淮 
备 多 玩 一 些 时 间 ， 应 当 使 自己 下 注 的 次 数 尽量 接近 36 的 倍数 ， 
但 不 要 超过 。 在 我 们 的 假设 之 下 ， 他 下 注 的 次 数 在 180 左右 ， 
最 好 的 策略 是 在 第 179 轮 结束 时 退出 。 

不 过 这 个 结论 中 有 一 点 丝 尘 。 因 为 马 软 尔 只 有 108 英镑 的 
赌 本 ， 有 可 能 在 180 轮 之 前 他 就 输 光 了 。 把 这 个 因素 考虑 进 
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来 ， 他 在 第 179 轮 结 束 时 赢 钱 的 概率 要 比 我 们 的 计算 结果 低 
0.5%。 不 过 在 第 179 轮 结 来 时 退出 远 远 优 于 在 第 181 轮 结束 
时 退出 ， 这 个 结论 仍然 成 立 。 如 果 马 软 尔 最 初 的 财 本 不 是 108 
英镑 ， 而 是 181 英镑 ， 则 我 们 的 结论 不 用 做 任何 修改 。 从 另 一 - 
个 方面 看 ， 如 果 马 软 尔 最 初 的 财 本 是 54 英镑 ， 则 他 在 108 轮 
之 内 输 光 的 概率 接近 1/4， 此 时 他 的 策略 应 做 调整 。 

此 时 每 次 都 押 1 个 数字 已 不 是 明智 之 举 ， 他 应 当 尝试 mm = 
2、3、4、6 或 12 的 情况 。 在 这 些 情况 下 ， 他 赢 钱 的 概率 随 着 
游戏 的 进行 仍然 呈 锯 齿 状 变化 ， 不 过 变化 的 周期 变 短 了 。 当 m 
=1 时， 周期 为 36; 而 当 m=2、3、4、6 或 12 时 ， 周期 分 别 
为 18、12、9、6 或 3, 与 m=1 时 的 情况 树 比 ， 概 率 值 的 变化 
范围 较 小 ， 变 化 也 不 剧烈 。 假 设 他 每 次 都 押 1 行 数 字 (3 个 )， 
赌场 的 赔 率 为 1 赔 11。 在 第 179 轮 结束 时 ， 他 赢 钱 的 概率 为 
49%; 而 在 第 181 轮 结束 时 ， 他 赢 钱 的 概率 为 40% 。 假 设 他 每 
次 都 押 1 列 数字 (12 个 )， 赌 场 的 赔 率 为 1 赔 2。 在 第 179 轮 结 
束 时 ， 他 赢 钱 的 概率 为 40.5%; 而 在 第 181 轮 结束 时 ， 他 赢 钱 
的 概率 为 38.5% 。 

如 果 马 黄 尔 换 一 种 赌 法 ， 每 次 都 赌 数字 为 红色 ， 他 赢 钱 的 
概率 是 否 会 上 升 ? 除非 他 准备 玩 几 干 轮 ， 否 则 这 种 选择 是 错误 
的 。 无 论 他 玩 多 少 轮 ， 他 赢 钱 的 概率 都 低 于 50%。 在 第 35 轮 
结束 时 ， 他 赢 钱 的 概率 为 47%; 在 第 179 轮 结束 时 ， 他 赢 钱 的 
概率 为 44% 。 平 均 而 言 ， 这 种 赌 法 赢 钱 的 慨 率 是 最 高 的 ， 但 
是 如 果 采 取 其 他 赌 法 ， 他 可 以 选择 退出 的 时 机 。 比 如 ， 如 果 他 
每 次 都 押 单 个 数字 ， 他 可 以 选择 在 第 179 轮 结束 时 退出 ， 此 时 
赢 钱 的 概率 为 53%。 
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必 胜 的 幻想 


如 果 赌 场 不 规定 下 注 的 上 限 ， 而 用 允许 贰 家 内 账 ， 我 可 以 
提供 一 种 必 胜 的 赌博 方案 。 你 只 需要 这 样 敌 : 在 轮 盘 赌 中 每 次 
都 押 红 色 数 字 ， 如 果 输 了 就 把 赌注 加 倍 ， 直 到 第 一 次 获胜 为 
止 ; 一 旦 获胜 则 把 赌注 恢复 到 最 初 的 数额 ， 重 新 开始 。 利 用 这 
个 策略 ， 无 论 你 已 经 输 了 多 少 钱 ， 只 此 获胜 -- 次 就 可 以 收回 所 
有 损失 ， 并 且 赢 回 一 笔 钱 ， 这 笔 钱 的 数额 与 你 最 初 的 赌注 相 
等 。 

不 过 这 个 策略 依赖 于 两 个 不 成 立 的 假定 ; 

OO 赌场 不 允许 内 账 。 如 昌 你 利用 这 个 策略 玩 轮 盘 赌 ， 很 
可 能 在 几 轮 之 内 输 光 所 有 赌 本 ， 此 后 无 法 继续 下 注 ; 

〇 赌场 有 关于 最 大 下 注 额 的 规定 。 即 使 你 有 充足 的 赌 本 ， 
可 是 关于 下 注 的 上 限 的 规定 可 能 使 得 这 个 策略 元 法 贯彻 。 

假设 赌场 规定 下 注 的 上 限 是 100 核 筹码 ， 而 你 的 目标 是 利 
用 我 提供 的 策略 赢得 1 枚 筹码 ， 你 成 功 的 机 会 很 大 。 你 可 以 利 
用 这 个 策略 连续 下 注 7 次 ， 只 有 在 这 7 次 全 部 失利 的 情况 下 你 
才 可 能 失败 ， 这 个 概率 是 (19/37)”， 低 于 1% 。 只 要 在 这 7 次 
中 有 1 次 成 功 就 可 以 完成 目标， 成 功率 超过 99%。 

不 过 别 高 兴 得 太 早 。 虽 然 你 的 成 功率 高 二 9%， 但 即使 
成 功 了 你 的 收入 也 不 过 是 1 枚 筹码 。 但 如 果 你 失败 ， 你 的 损失 
要 大 得 多 一 一 你 的 损失 是 连续 7 轮 的 赌注 ， 总 和 为 127 枚 筹 
码 。 虽 然 失败 的 概率 不 足 1%， 但 平均 而 言 你 的 收入 还 是 负 
数 。 事 实 上 ， 无 论 你 用 什么 策略 下 注 ， 结 果 都 对 赌场 有 利 。 许 
多 赌 徒 都 幻想 发 现 一 种 必 胜 的 策略 ， 但 实际 上 除非 你 发 现 了 赌 
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场 的 轮 益 的 缺 聊 ， 和 否则 任何 策略 都 无 法 套 效 。 在 格拉 哈 姆 ' 格 
休 尼 的 著作 《输家 通 吃 y 中 有 … 些 精妙 的 例子 。 在 这 本 书 里 ， 
一 个 骨牌 的 数学 家 发 明了 必 胜 的 赌博 策略 ， 当 然 ， 这 个 策略 是 
错误 的 。 


如 何 输 钱 


多 数 赌 徙 在 赌场 中 输 钱 的 经 验 极其 丰富 ， 不 需要 别人 教 他 
如 何 输 钱 。 不 过 有 些 人 进入 赌场 时 的 自 标 就 是 输 掉 一 笔 数 额 确 
定 的 钱 。 多 数 人 参与 赌博 的 月 的 是 赢 钱 ， 不 过 结局 往往 是 斐 
剧 。 做 一 个 乐观 的 赌 徒 是 很 危险 的 ， 所 以 我 建议 你 在 开始 赌博 
之 前 做 好 最 坏 的 打算 。 最 好 的 策略 是 事先 规定 好 自己 可 以 忍受 
的 最 大 损失 ， 一 旦 你 的 损失 达到 这 个 规定 值 ， 就 退出 赌场 。 这 
种 策略 的 好 处 是 你 可 以 控制 自己 的 损失 ， 不 必 面 对 赌博 造成 的 
贫困 。 

下 面 介 绍 一 种 操作 方便 的 策略 ， 这 种 策略 被 称 作 拉 勃 切 方 
法 。 假 定 你 可 以 忍受 的 最 大 损失 是 45 枚 筹码 ， 你 需要 制作 一 
张 赌注 表 。 赌 注 表 的 制作 和 使 用 如 下 ， 在- - 张 纸 条 的 中 间 依 次 
号 上 从 1 到 9 的 九 个 数字 ， 每 次 下 注 时 选择 两 端的 两 个 数字 之 
和 为 下 注 额 。 如 果 这 次 下 注 失 利 ， 则 把 两 端的 两 个 数字 勾 掉 ; 
如 果 这 次 下 注重 利 ， 则 不 勾 掉 任何 数字 ， 相 反 ， 在 表 的 未 端 添 
加 你 刚刚 赢得 的 数额 。 每 次 都 押 红 色 数 字 . (当然 你 也 可 以 押 
黑色 数字 ) 第 一 次 下 注 时 表 两 端的 数字 是 1 和 9， 所 以 你 的 下 
注 额 为 10。 如 果 第 一 次 下 注 失 利 ， 则 勾 掉 1 和 9， 第 二 次 下 注 
时 表 两 端的 数字 为 2 和 8， 所 以 第 二 次 的 下 注 额 也 是 10; 相 
反 ， 如 果 第 一 -次 下 注 人 一 利 ， 则 在 表 的 末端 添加 数字 10 (因为 
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ee 


你 刚刚 赢得 10 枚 筹码 )， 第 二 次 下 注 时 下 两 端的 数字 为 1 和 
10， 所 以 第 二 次 的 下 注 额 是 11 

按照 这 个 办 法 不 断 地 在 表 中 勾 掉 或 添加 数字 ， 每 次 取 两 端 
的 数字 决定 下 注 额 。 如 果 乱 中 只 剩 下 1 个 数字 ， 则 以 这 个 数字 
为 下 注 额 。 如 果 表 中 所 有 的 数字 都 已 被 勾 掉 ， 茶 喜 你 ， 你 在 赌 
场 中 的 任务 已 经 完成 ， 你 已经 输 掉 了 45 枚 筹码 。 

在 你 实际 应 用 这 个 策略 了 时、 也 许 〈 仅 仅 是 也 许 ) 你 会 发 现 
输 光 这 45 枚 筹码 是 一 件 很 困难 的 事 ， 因 为 赢得 太 频 繁 了 。 有 
时 侯 你 可 能 发 现 我 介绍 的 下 注 方 法 已 不 得 可 行 ， 因 为 表 中 两 端 
的 数字 之 和 已 超过 了 赌场 规定 的 下 注 额 的 上 上限， 这些 情况 只 在 
你 的 运气 非常 好 的 时 候 发 生 。 不 过 ， 你 随时 都 可 以 退出 赌场 ， 
即使 你 还 没有 完成 输 光 45 枚 筹码 的 目标 。 少 输 … 点 钱 总 不 是 
什么 坏事 。 如 果 你 给 自己 规定 的 最 大 损失 不 是 45 枚 筹码 ， 而 
是 另外 一 个 数额 ， 你 可 以 把 从 1 到 9 的 数字 换 成 其 他 值 ， 只 要 
这 些 数字 的 总 和 是 你 规定 的 数额 即 可 ， 勾 掉 或 添加 数字 的 方法 
不 变 。 

需要 小 心 ， 不 要 把 邹 掉 或 添加 数字 的 场合 型 反 了 。 如 果 你 
在 输 钱 时 添加 数字 ， 而 在 赢 钱 时 色 掉 数字 ， 你 有 可 能 输 掉 一 - 笔 
远 远 超 出 预算 的 钱 。 


赌 徒 的 运气 与 酒鬼 回 家 问题 


赌 徒 的 运气 与 酒鬼 回 家 问题 中 的 情况 非常 相似 。 如 图 所 
示 ， 酒 鬼 从 酒馆 中 出 来 ， 跌 跌 撞 撞 地 在 街 上 走 。 如 果 走 到 街 右 
端 ， 则 安全 到 家 ; 如 果 走 到 街 左 端 ， 则 掉 进 水 沟 。 每 一 步 他 随 
机 地 向 右 或 向 左 走 ， 当 然 向 右 或 向 左 的 概率 可 能 有 微弱 的 差 
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别 。 每 一步 向 右 或 向 左 与 上 -- 步 的 方向 无 关 。 最 后 他 安全 到 家 
或 掉 进 水 沟 是 随机 事件 。 


RU 


水 淘 酒馆 家 


假定 他 每 -… 步 向 右 或 向 左 的 概率 相等 ， 酒 馆 距 水 淘 50 步 ， 
路 家 150 步 。 这 个 问题 的 结论 如 下 : 

〇 掉 进 水 沟 的 概率 和 安全 到 家 的 概率 分 别 为 3/4 和 1/4。 
概率 与 距离 成 反比 。 

O 平均 他 将 在 街 上 走 50x 150=7 500 步 。 在 一 般 情 况 下 ， 
他 在 街 上 走 的 步 数 等 于 两 个 距离 的 乘积 。 

方 框 中 是 解法 的 细节 。 请 有 兴趣 的 读者 仔细 研究 。 

酒鬼 回 家 问题 的 结论 可 以 帮助 我 们 分 析 赌 徒 在 轮 盘 赌 中 的 
运气 。 假 定 轮 盘 赌 对 赌 徒 是 公平 的 ， 即 赌 徒 每 次 的 授 入 产 出 比 
为 1:1， 则 问题 完全 转化 为 酒鬼 回 家 问题 。 酒馆 的 位 置 相当 于 
你 最 初 的 赔本 ， 水 沟 的 位 置 相当 于 你 输 光 所 有 赌 本 ， 家 的 位 置 
相当 于 你 进入 赌场 时 的 预期 目标 (假定 你 的 计划 是 当 你 手中 的 
筹码 达到 某 个 预定 值 时 退出 赌博 )。 每 一 轮 中 你 胜 负 的 概率 都 
是 1/2。 酒 鬼 的 平均 步 长 相当 于 你 在 每 一 轮 中 的 平均 赌注 ， 酒 
鬼 一 共 走 了 多 少 步 相 当 于 你 在 赌场 中 一 共 下 注 多 少 轮 。 

你 的 预期 目标 越 高 ， 则 你 完成 目标 的 机 会 越 小 。 随 着 你 的 
预期 目标 的 上 升 ， 你 成 功 的 硫 率 递减 ， 而 且 其 极限 值 为 0。 这 
说 明 ， 如 果 你 不 预先 给 自己 规定 一 个 退出 赌场 的 成 功 条 件 ， 你 
将 不 可 避免 地 在 赌场 中 输 光 ， 即 使 轮 盘 赌 对 于 你 和 赌场 同样 有 


如 果 你 把 自己 在 每 一 轮 中 的 平均 赌注 增加 -- 倍 ， 结 果 如 
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何 ? 这 种 情况 相当 于 在 酒鬼 加 家 问题 中 酒鬼 把 自己 的 平均 步 长 
增加 ~- 倍 。 癌 题 等 国 十 -- 切 情况 不 变 但 街 长 缩短 了 一 半 。 你 成 
功 或 失败 的 概率 不 受 影响 ， 当 时 你 在 赌场 中 花费 的 时 间 将 缩短 
尚 很 多 。 你 参 赌 的 平均 轮 数 降低 为 原来 的 174. 


| 


[LL -- 


酒鬼 回 家 问题 


假定 酒鬼 远 出 的 每 步 的 步 攻 相等 ， 向 左 走 的 概率 与 向 右 走 的 


| 概率 相等 : 街 长 为 荆 步 ， 水 海 的 坐标 为 0， 家 的 坐标 为 上 L， 酒 馆 的 从 
| 标 为 a， 于 是 酒馆 距 水 淘 和 家 的 由 离 分 别 为 n 步 和 LL-n 步 。 


尖 酒 鬼 距 水 沟 & 步 ( 即 当 前 的 举 标 为 k) 时 ， 用 p(k) 表示 在 


这 种 情况 下 他 安全 到 家 的 概率 。 当 k=0 时 ,酒鬼 已 经 掉 进 水 沟 ， 他 | 


已 不 可 能 安全 到 家 ， 所 以 bp (0) =0: 当 k=L 时 , 酒鬼 已 经 安全 到 
家 ,所 以 p (L) =0。 当 酒鬼 距 水 沟 k 步 时 ,他 有 1 人 2 的 概率 向 左 走 
( 距 水 沟 的 距离 变 成 k- 1)， 另 外 有 1/2 的 鬼 率 向 右 直 ( 距 水 沟 的 中 
离 变 成 k+ 1)， 所 以 

p(k) =1/2xp (kr+rl) +1/2xp (k-1) 


当 卡 取 任 意 值 的 情况 下 ， 这 个 公式 成 立 、 在 数学 上 这 个 公式 称 | 


为 “差分 方程 ， 数 学 家 已 经 发 明了 处 理 这 类 问题 的 通用 方法 。 最 后 
的 解 是 P (k) = k/L。 结 论 : 

如 果 最 初 酒馆 与 家 的 距离 为 n 步 ， 则 安全 到 家 的 概率 为 n/L。 

利用 类 似 的 方法 可 以 求 出 酒鬼 平均 走 了 多 少 步 、 以 表示 酒 购 
的 当前 坐标 ， 以 T (k) 表示 在 此 情况 下 酒鬼 平均 走 了 多 少 步 。 当 k 
=0 或 LL 时 , 酒鬼 不 会 再 走 ， 所 以 T (0) =T(L) =0。 依 据 同样 的 
推理 ， 可 以 得 到 

T(k) =1+1/2xT (k+1) +1/2xT (k-1) 
这 也 是 一 个 差分 方程 ， 它 的 解 是 T (k) =kx (1-k)。 结论 : 
如 果 最 初 酒馆 与 家 的 距离 为 n 步 ， 则 酒鬼 走 的 步 数 为 n (L- n)。 


上 
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赌场 不 提供 对 双方 公 半 的 游戏 不 过 你 可 以 和 一 个 朋友 设 
计 … 个 对 你 们 两 人 公平 的 游戏 。 假 定 你们 两 个 用 抛 硬币 的 方法 
赔钱 ， 你 的 赌 本 为 1 英镑 ， 而 他 的 赌 本 为 1 000 英镑 ， 每 1 轮 
的 赌注 额 为 1 英镑 ， 游 戏 结束 的 条 件 为 菜 --- 方 输 光 。 你 在 游戏 
中 的 目标 是 把 自己 的 资金 从 1 英镑 变 成 1 001 英镑 ， 你 的 成 功 
率 为 1/1 001。 游 戏 平 均 将 进行 的 轮 数 为 双方 赌 本 的 乘积 ， 所 
以 平均 你 们 将 执 1 000 次 硬币 。 不 过 另 一 方面 ， 游 戏 仅 进行 1 
轮 就 分 出 胜 负 的 概率 高 达 172。 

这 说 明 ， 游 戏 实际 进行 的 轮 数 可 能 与 平均 值 有 很 大 差距 。 
如 果 你 利用 平均 值 估 计 游 戏 将 进行 多 少 轮 ， 出 错 的 可 能 性 很 
大 。 

以 上 分 析 可 以 帮助 你 估计 自己 在 赌博 中 的 机 会 。 在 一 场 公 
平 游戏 中 ， 如 果 你 的 自 标 是 把 自己 的 资金 提高 到 原来 的 10 倍 ， 
则 成 功率 只 有 1/10。 实 际 情况 是 在 赌场 中 游戏 总 是 对 你 不 利 ， 
所 以 你 的 成 功率 比 1/10 还 要 低 。 

下 面 我 们 研究 轮 盘 赌 中 实际 发 生 的 情况 。 假 定 一 个 赌 徒 每 
次 都 押 红 色 数 字 ， 则 他 和 虱 利 的 概率 与 失利 的 概率 不 完全 相等 。 
这 相当 于 在 酒鬼 回 家 问题 中 酒鬼 向 左 走 和 向 右 走 的 概率 不 相等 
的 情况 〈 向 左 走 的 概率 略 大 )。 问 题 的 解法 没有 根本 性 的 变化 。 
请 研究 下 面 方 框 中 的 文字 ， 


Cm 


% 
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-一 一 一- 一- 一 -一 一 


轮 盘 赌 中 的 实际 情况 


假定 每 次 赌 徒 都 押 红 色 数 字 。 根据 我 们 以 前 得 到 的 结论 .他 名 | 
利 的 概率 为 73/148， 和 失利 的 拔 率 为 75/148。 人 在 某 些 国 家 ， 同 场 规定 
出 现 绿色 数字 《 即 0) 是 赌场 完全 吃 进 赌注 ， 此 时 以 上 两 个 概率 值 应 
调整 为 18/37 和 19/37。 

用 Pp 粘 示 赌 徒 表 利 的 概率 ， 用 q 央 示 贿 徒 失利 的 概率 ，q=1- 
po。 用 x 表示 q/p， 用 y 表 示 q-p。 由 于 赌博 总 是 对 赌场 有 利 ， 所 以 x 
大 于 1，y 大 于 0。 利 用 我 们 在 酒鬼 回 家 问题 中 使 用 的 方法 可 以 得 到 
珊 个 类 似 的 差分 方程 ， 解 这 两 个 方 程 可 以 得 到 绪论: 

赌 徒 成 功 的 概率 为 江 二 1 


xr-1 


| 
Y YY x 一 1 


在 英国 赌场 规则 中 ，p=73/148，q=75/148， 于 是 x=75/ 
73，y= 1/74。 如 果 赌 徒 目 标 为 218 英镑 ， 每 次 下 注 1 英镑 ， 每 
外 次 都 押 红 色 数 字 ， 根 据 其 财 本 的 不 同 ， 结 果 如 表 10.1 所 示 。 


如 果 财 徒 最 初 的 岸本 为 108 英镑 ， 每 次 谨 小 慎 微 地 下 注 1 


第 十 章 “赌场 中 的 游戏 261 


英镑 ， 则 他 最 后 成 功 的 概率 仅 人 名 $ 氏 ， 我 们 以 前 讨论 过 ， 如 果 
赌 徒 治 赌 一 次 ， 把 108 英镑 同时 押 在 红色 数字 上 ， 则 成 功率 高 
达 49% 。 胆 小 的 财 秆 通常 是 不 率 的 赌 徒 。 赌 场 就 是 利用 这 种 
情况 更 利 的 ， 如 果 赠 徒 每 次 下 注 1 英镑 ， 贱 场 可 以 利用 漫长 的 
7 200 轮 耐 心地 吃 挤 全 部 的 108 英镑 的 赌 本 ,你 的 平均 下 注 额 
越 低 ， 你 下 注 的 次 数 就 越 多 ; 而 你 下 注 的 次 数 越 多 ， 赌 场 在 游 
戏 中 的 优势 越 能 充分 地 发 挥 作用 。 


赌博 中 的 物理 学 


在 轮 盘 和 小 球 开始 旋转 以 后 ， 小 球 在 哪个 数字 上 停 下 来 是 
由 物理 学 规律 决定 的 。 有 些 赌 徒 -- 直 梦想 发 明 一 种 在 赌场 中 必 
胜 的 方法 一 一 利用 计算 机 精确 分 析 轮 盘 和 小 球 的 运动 状态 ， 预 
测 将 出 现 的 数字 。 大 致 的 设想 是 把 轮 盘 上 的 数字 分 为 若 士 区 
域 ， 让 计算 机 判断 小 球 最 终 落 到 哪个 区 域 的 概率 较 高 。 比 如 
说 ， 计 算 机 预测 小 球 将 落 在 数字 10 附近 ， 赌 徒 则 在 10 附近 的 
几 个 数字 (24,，5，10，23 和 8) 上 下 注 。 

赌场 禁止 顾客 把 计算 机 带 入 赌场 ， 另 外 在 小 球 的 速度 慢 下 
来 以 前 就 实 布 “停止 下 注 ?。 在 每 一 轮 中 ， 赌 场 的 额外 优势 相 
当 小 ， 如 果 顾 客 可 以 预测 小 球 落 在 某 些 区 域 的 概率 略 高 (或 略 
低 )， 赌 场 很 容易 亏本 。 比 如 ， 如 果 顾 客 发 现 小 球 落 在 10， 
32，1$，19} 的 区 域内 的 概率 比 平均 值 低 一 半 ， 他 就 可 以 把 赠 
注 押 在 另外 33 个 数字 上 ， 他 可 以 保证 3.1% 的 利润 率 。 

不 要 低估 物理 学 计算 的 难度 。 托 马 斯 ' 柏 斯 写 过 一 本 名 为 
《赌场 中 的 力学 》 的 书 ， 书 中 介绍 了 类 似 的 尝试 。 你 需要 计算 
轮 盘 和 小 球 的 速度 ， 并 考虑 摩擦 力 的 影响 。 初 始 状 态 的 一 点 非 职 


Pu 
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常 微弱 的 差别 将 使 最 后 的 结果 通 然 不 同 ， 不 过 顾客 不 需要 得 到 


精确 的 结论 、 如 果 顾 客 拥有 充足 的 资金 和 醋 心 ， 他 只 要 某 些 区 
域 对 应 的 概率 篇 高 或 篇 低 就 是 以 制胜 . 

如 果 你 自 想 这 样 于 ， 王 万 旨 小 心 你 可 能 被 赌场 列 上 不 
受 欢 迎 的 黑 名 单 、 在 《赌场 中 的 力学 》- - 书 中 ， 一 群 大 学 生 把 
计算 机 着 在 鞋 里 带 进 赌 场 ， 偷 偷 地 用 脚趾 按键 盘 。 他 们 的 计划 
牙 产 了 、 内 为 赌场 识破 了 他 们 的 计谋 . 不 过 他 们 在 其 中 获得 了 
乐趣 。 


从 赌场 的 角度 看 


对 于 赌场 而 言 ， 最 理想 的 情况 是 每 个 数字 上 都 有 人 下 注 ， 
而 且 每 个 数字 上 的 赌注 大 致 相等 。 这 样 ， 无 论 最 后 出 现 的 是 什 
么 数字 ， 赌 场 都 可 以 保证 每 轮 有 2.7% 的 收入 。 最 可 怕 的 情况 
在 于 ， 一 个 顾客 在 几 个 数字 上 下 重 注 ， 而 且 获 胜 。 一 旦 出 现 这 
种 情况 ， 赌 场 可 能 一 下 子 输 掉 -- 个 月 的 利润 。 为 了 防备 这 种 情 
况 发 生 ， 赌 场 需要 储备 一 大 笔 钱 作为 预备 金 ， 预 备 金 的 数额 取 
决 于 赌场 允许 的 最 大 赌注 额 。 预 备 金 是 赌场 的 安全 保障 。 

规定 每 轮 的 最 大 下 注 额 实际 上 为 赌场 设 定 了 每 轮 中 的 最 大 
损失 的 上 限 。 赌 徒 们 可 能 匀 结 起 来 ， 每 个 人 都 在 同一 个 数字 上 
下 最 大 赌注 ， 这 种 情况 是 赌场 禁止 的 。 正 如 保险 公司 要 求 客户 
不 得 隐瞒 必要 的 信息 ， 赌 场 要 求 顾客 遵守 规则 ， 不 许 串 通 ， 不 
许 玩 赖 。 

如 果 赌 场 的 轮 盘 不 够 规范 ， 赌 场 有 可 能 因此 蒙受 最 大 损 
失 。 轮 盘 是 一 种 高 精度 仪器 ， 需 要 定期 地 监测 、 清 理 和 维护 ， 
并 且 经 常 调换 各 个 财 桌 上 的 纶 意 ， 以 保证 每 一 轮 的 结果 都 是 不 
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可 预测 的 。 如 果 你 确 知 某 个 赌场 在 这 方面 琉 于 防范 ， 你 就 有 机 
可 乘 。 当 然 你 需要 仔细 观察 或 者 买 情报 . 

每 张 赌 台 上 的 庄家 都 十 精 二 计算 的 好 -于 。 每 … 轮 结果 出 现 
以 后 ， 庄 家 立刻 就 能 算出 应 当 赔 给 哪些 玩家 多 少 钱 。 这 种 计算 
对 于 他 们 太 熟 悉 了 ， 多 数 情况 下 他 们 根本 不 假 思索 ， 直 接 就 把 
筹码 推 到 玩家 面前 ， 数 额 当然 是 正确 的 。 

虽然 赌 数 字 的 颜色 对 玩家 更 有 利 ， 但 实际 上 这 种 下 注 方法 
并 不 流行 。 假设 你 有 18 枚 壬 码 ， 用 这 些 筹码 押 红 色 数 字 比 反 上 
18 个 有 具体 的 数字 更 有 利 ， 不 过 多 数 赌 徒 宁 愿 在 具体 数字 上 下 
注 。 这 种 现象 可 以 从 财 徒 的 心理 上 解释 : 押 数 字 颜 色 的 赔 率 是 
1:1， 很 难 让 人 振奋 ; 而 押 具 体 数 室 的 赔 率 高 很 多 (最 高 达到 
1:3S$)， 这 种 情况 才 叫 刺激 ， 

如 果 赌 场 可 以 自由 地 做 广告 ， 他 们 可 以 通过 一 个 对 比 展 示 
轮 盘 赌 的 优势 。 如 果 一 个 人 只 有 1 英镑 ， 他 如 何 能 成 为 百 万 富 
翁 呢 ? 在 轮 盘 财 上 连续 赌 4 轮 ， 每 次 都 押 1 个 数字 ， 押 上 当前 
的 所 有 赌注 。 如 果 4 轮 都 获胜 ， 则 他 已 经 拥有 170 万 英镑 的 财 
产 。 当 然 ， 这 种 事 发 生 的 概率 不 大 ， 只 有 190 万 分 之 一 -。 你 觉 
得 这 个 概率 太 小 吗 ? 可 是 比较 一 下 大 英 帝 国 彩票 中 的 中 奖 概 
率 ， 在 大 英 帝 国 彩票 中 通过 1 英镑 达到 同等 成 就 的 概率 只 有 这 
个 概率 值 的 七 分 之 一 。 


陀 思 妥 耶 夫 斯 基 的 赌博 生涯 


陀 思 尼子 夫 斯 基 (俄国 著名 作家 ) 曾经 狂热 地 迷恋 轮 盘 
赌 ， 尤 其 是 在 1863 ~ 1871 年 他 在 德国 疗养 的 时 候 。1866 年 他 
完成 了 《 赌 徒 》 一 书 ， 这 本 书 带 有 很 强 的 自传 色彩 。 在 那 段 时 名 
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间 ， 他 经 常 在 书信 里 宣称 他 已 经 掌握 了 在 轮 盘 赌 中 制胜 的 秘 
诀 。 他 坚信 : “只 要 严格 地 按照 此 秘诀 行事 ， 失 败 是 不 可 能 
的 。 类 似 的 话 他 重复 过 许多 次 、1867 年 5 月 ， 他 在 汉堡 再 次 
表达 充沛 的 信心 :“ 在 赌博 中 极端 的 冷静 和 谨慎 可 以 保证 必 胜 ， 
你 想 启 多 少 钱 就 可 以 赢 多 少 钱 。 但 是 不 能 急于 求 成 ， 你 可 能 需 
要 赌 很 长 时 间 ， 持 续 很 多 天 ， 在 运气 不 好 时 也 要 坚持 .” “冷静 
而 周密 的 计算 可 以 保证 必 胜 .““ 不 进行 计算 而 仅仅 依靠 运气 的 
赌 徙 是 傻瓜 .”“ 如 果 你 每 天 事 赌 ， 但 每 次 只 赌 一 点 点 ， 你 没有 
获胜 的 机 会 .” 

为 了 证 明 自 己 的 信念 ， 他 进行 了 坚韧 不 拔 的 努力 ， 结 果 每 
每 隐 人 赤 贫 的 窜 境 。 但 是 他 拒绝 相信 他 的 诀窍 是 错误 的 。 他 宣 
称 ， 自 已 在 实战 中 太 兴 奋 了 ， 偏 离 了 必 胜 的 策略 。 他 在 这 段 时 
间 写 的 信 经 常 是 供 钱 的 。 他 最 后 -- 次 玩 轮 盘 赌 可 能 是 在 1871 
年 4 月 ， 此 时 他 的 信念 已 经 动 揪 了 。 也 许 他 意识 到 了 凭借 赌博 
已 经 不 可 能 偿还 赌 债 。 另 一 个 事件 可 能 也 是 促使 他 退出 赌博 的 
原因 : 德国 政府 下 令 关 闭 了 赌场 。 究 竟 是 什么 原因 使 他 浪子 回 
头 ， 我 们 不 得 而 知 。 

《 赌 徒 》 一 书 多 次 提 到 轮 盘 赌 ,但 是 在 第 十 四 章 有 一 个 小 
错误 。 根 据 陀 思 妥 耶 夫 斯 基 的 描述 ， 亚 历 克 斯 ( 书 中 的 主人 
公 ， 也 是 作者 的 化 身 ) 在 13~ 24 这 12 个 数字 上 下 注 ， 并 和 且 获 
胜 。 随 后 亚 历 克 斯 有 一 段 评 论 : “这 种 下 注 方法 的 赔 率 是 1 赔 
3， 而 获胜 的 机 会 是 2:1。” 据 我 所 知 ， 这 个 世界 上 还 没有 郧 家 
赌场 符合 亚 历 克 斯 的 描述 。 随 后 书 中 又 说 ， 亚 历 克 斯 的 下 注 额 
是 8388， 获胜 之 后 取 回 200。 根 据 这 种 说 法 ， 赌 场 的 赔 率 应 当 是 
2 赔 3， 而 非 1 赔 3。 这 是 怎么 回 事 呢 ? 也 许 陀 思 妥 耶 夫 斯 基 输 
钱 输 糊涂 了 。 
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赌场 扑 殉 


赠 场 扑克 与 在 美国 西部 片 中 经 常 出 现 的 扑克 游戏 不 同 。 在 
美国 西部 片 中 ， 朋 大 心细 的 主人 公 竺 往 用 : 手 烂 牌 拒 对 手 吓 名 
倒 ， 对 于 明明 拿 着 一手 好 牌 却 缴 了 枪 . 个 是 在 赌场 扑克 中 ， 这 
种 虚 张 吉 势 的 技巧 派 不 上 用 处 。 赃 场 中 的 资金 育 6% 流 通 在 这 
种 游戏 中 、 在 这 种 游戏 中 ， 玩 家 的 主要 技巧 在 于 判断 是 否 应 当 
增加 赌注 ， 些 外 则 完全 凭借 运气 。 一 副 扑 克 有 和 2 张 牌 ， 在 其 
中 任 取 5 张 构成 一 手 牌 ，… 共 有 ?Cs = 2 598 960 种 组 合 。 等 一 
手 牌 可 以 归 和 人 某 个 级 别 、 王 面 是 各 个 级 别 对 应 的 赔 率 ， 括 号 中 
的 数字 洪 示 这 种 级 别 包 含 多 少 种 组 合 


同花顺 (40): 5$ 张 连续 的 牌 ， 同 祥 花 色 。 赔 率 
50:1, 

四 条 (624): 有 4 张大 小 相同 的 牌 . 赔 率 20:1。 

三 带 二 (3 744): 5 张 牌 中 有 3 张大 小 相同 ， 另 
外 两 张大 小 相同 。 赔 率 8:1。 

同 花 (5S 108): 5 张 牌 花色 相同 ， 但 不 连续 。 贴 
率 6:1。 

顺 子 (10 200): 5 张 连续 的 牌 ， 但 花色 不 完全 相 
同 。 赔 率 4:1。 

三 条 (54 912): 5 张 牌 中 有 3 张大 小 相同 ,但 另 
外 两 张大 小 不 同 。 赔 率 3:1、 

两 对 《123 552); $ 张 牌 中 有 两 对 大 小 相同 的 牌 。 
哈 率 2:1。 


所 了 EP 
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对 子 (] 098 240): $ 张 下 中 公有 3j 对 大 小 相同 的 
牌 ， 赔 率 1:1, 

AK (167 280): $ 张 牌 中 有 1 张 A 和 1 张 民 。 没 
有 对 子 ， 也 不 是 同 花 或 顺 子 ， 赔 率 1:1. 

烂 牌 (1 135 260): 不 符合 以 上 9 种 条 件 的 牌 。 
没有 赔 率 。 


以 下 顺序 也 是 判断 …… 手 牌 的 大 小 的 标准 ， 从 于 到 下 级 别 递 
减 。92% 的 牌 属 十 最 后 3 个 级 别 。 如 果 有 两 卑 牌 属于 同一 级 
别 ， 可 以 通过 具体 的 牌 的 大 小 浏 断 两 手 牌 的 大 小 ， 比 如 说 18， 
8,，8, ],，]! 和 16,，6, 6, KK，K! 都 属于 “三 带 二 ”， 但 前 者 
较 大 。 在 非常 偶然 的 情况 下 ,会 出现 两 竹 完 全 相同 的 牌 ， 比 如 
说 两 个 人 的 牌 部 是 1A，A，7，6，21， 这 种 情况 称 为 “ 平 
局 ”。 

庄家 代表 赌场 与 玩家 对 抗 ， 每 个 卦 家 各 自 独立 地 下 注 。 所 

以 在 你 参与 赌场 扑克 时 ， 你 可 以 忽略 其 他 玩家 的 存在 ， 假 设 只 

有 你 一 个 人 与 庄家 对 抗 。 在 你 看 牌 之 前 ， 你 必须 确定 第 一 轮 的 
下 注 额 。 在 你 下 第 一 轮 赌注 时 ， 愉 有 庄家 的 最 后 一 张 牌 是 翻 开 
的 ， 其 他 牌 都 扣 在 桌面 上 上 。 此 后 你 可 以 看 和 白 己 的 牌 ， 然 后 决定 
是 否 增 加 赌注 。 如 果 你 决定 不 增加 赌注 ， 则 你 已 经 投降 ， 庄 家 
吃 进 你 的 赌注 ， 双 方 都 不 必 亮 牌 。 

如 果 你 决定 增加 赌注 ， 你 的 第 二 轮 下 注 额 必 须 是 第 一 轮 下 

注 额 的 二 倍 。 此 时 下 注 过 程 结束 ， 你 - : 共 下 了 两 笔 赌注 ， 这 两 

笔 赌注 的 赔 率 分 开 计 算 。 然 后 庄家 开 牌 。 如 果 庄 家 的 牌 是 料 
牌 ， 则 不 论 你 手 里 的 牌 是 什么 你 都 获胜 。 不 过 在 这 种 情况 下 庄 
好 家 只 赔 你 的 第 -- 轮 赌注 ， 赔 率 为 1 赔 1， 第 一 轮 赌注 不 予 考 
虚 。 这 种 情况 发 生得 极为 频繁 ， 因 为 在 所 有 的 $ 张 牌 组 合 中 有 
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接近 轴 % 的 烂 牌 也许 此 时 你 手中 拿 着 四 条 ， 心 申 怀 着 必 胜 

的 信心 和 大 胜 … 场 的 喜悦 ， 可 是 庄家 手中 亮 然 是 一 剖 烂 牌 ， 你 
只 启 到 -… 笔 与 第 - - 轮 赌 注 相 等 的 小 额 收 入 、 

如 果 你 决定 增加 赌注 ， 而 庄家 手中 .不 是 烂 牌 ， 这 时 你 的 两 

轮 赔 注 都 起 作用 。 如 果 庄 家 的 牌 比 你 大 ， 上 庄家 吃 进 你 的 所 有 赂 

注 ; 如 时 出现 和 平局， 你 取 辐 所 有 赌注 ， 不 吃 不 赔 ;如果 你 的 牌 

比 庄家 的 牌 大 ， 庄 家 赔钱 ， 但 两 笔 赌注 的 赔 率 分 开 计 算 : 第 一 

轮 赌注 的 赔 率 为 1 赔 1， 第 轮 赌 注 的 赔 率 由 你 的 牌 的 级 别 决 


了 下面 是 四 个 例子 ， 请 考虑 在 各 种 情况 下 的 结果 (假设 你 的 
第 一 轮 赌注 为 虐 枚 筹码 ): 

A. 你 的 牌 是 两 对 ， 你 决定 增加 赚 注 , 庄家 的 牌 是 1A， 
Q，10. 9，5}| ， 不 是 同 花 ; 

B. 你 的 牌 是 同 花 ， 你 决定 增加 赌注 。 庄 家 的 牌 是 对 子 ; 

C. 你 的 牌 是 两 对 ， 你 决定 不 增加 赌注 。 庄 家 的 牌 与 A 中 
相同 ; 

D. 你 的 牌 是 三 条 ， 你 决定 增加 赌注 。 庄 家 的 牌 是 顺 子 。 

答案 如 下 : 

A. 庄家 的 牌 是 烂 牌 。 你 赢得 1 枚 筹码 。 你 的 第 二 轮 赌注 
没 起 作用 ; 

B. 庄家 的 牌 不 是 烂 牌 ， 你 获胜 。 你 赢得 13 枚 筹码 。 第 一 
轮 赌注 赢得 1 枚 筹码 ， 第 二 轮 赌注 赢得 12 枚 筹码 (第 二 轮 赌 
注 为 2 枚 筹码 ， 同 花 的 赔 率 为 6:1); 

C. 你 输 掉 你 第 一 轮 筹码 。 你 不 知道 你 可 以 取胜 ; 

D. 庄家 获胜 。 你 输 掉 3 枚 筹码 。 

无 论 庄家 的 牌 多 么 好 ， 在 每 一 局 中 你 项 多 输 掉 3 榴 筹 耕 。 
相反 . 你 最 多 可 能 赢得 101 八 筹码 ， 如 果 你 有 幸 拿 到 -- 副 同 花 
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顺 。 不 过 你 大 可 不 必 为 此 兴 谷 ， 你 拿 到 同花顺 的 概率 非常 低 。 
如 果 你 每 分 钟 玩 1 局， Ri 小 时 ， 每 年 质 250 天 ， 平 均 而 
育 在 4 年 之 中 你 会 拿 到 副 问 花 顺 。 而 且 ， 邵 使 你 拿 到 了 同 花 
顺 ， 如 果 庄 家 的 牌 是 烂 牌 ， 你 的 好 牌 也 不 起 作用 ， 庄 家 只 赔 给 
你 工 枚 筹码 。 庄 家 平 中 不 是 粒 牌 的 概率 只 有 56%。 如 果 你 坚 
持 玩 8 年， 你 会 遇 到 | 次 万 加 101 枚 筹码 的 好 运 

这 个 游戏 当然 是 对 庄家 有 利 的 。 在 游戏 中 本 :需要 考虑 四 
个 问题 : 

O 在 什么 情况 下 你 应 当 增 加 赌注 ? 

GO 在 决定 是 否 增 加 赌注 之 前 ,庄家 的 那 张 已 经 亮 开 的 牌 
是 否 可 以 帮助 我 做 决定 ? 

GO 在 这 个 游戏 中 庄家 的 优势 有 多 大 ” 

〇 我 在 这 个 游戏 中 的 投资 回报 率 是 多 少 ? 

如 果 你 手中 是 什么 牌 与 庄家 手中 是 什么 牌 互 不 影响 ， 这 些 
问题 会 简单 得 多 。 假 设 你 和 庄家 分 别 从 两 副 牌 中 取 牌 ， 则 你 们 
两 个 人 手中 的 牌 就 是 相互 独立 的 。 但 实际 情况 是 ， 在 你 从 一 副 
牌 中 取出 5 张 以 后 ， 这 副 牌 只 剩 下 47 张 。 庄 家 从 47 张 牌 中 取 
出 5 张 ， 可 能 的 组 合 有 ?Cs = 1 533 939 种 ， 其 中 任何 工种 出 现 
在 庄家 于 中 的 概率 相等 。 这 些 组 合 的 总 数 是 固定 的 ， 但 是 这 些 
组 合 的 内 容 受 你 手中 的 牌 的 影响 。 复 杂 之 处 在 于 ， 鱼 然 多 数 情 
况 下 你 手中 的 牌 对 庄家 手中 的 牌 的 影响 相当 小 ， 但 某 些 情况 下 
却 是 不 容 扰 视 的 。 

举 一 个 例子 。 虽 然 四 张 A 带 一 张 K 比 四 张 Q 带 一 张大， 
但 是 我 认为 后 者 比 前 者 更 有 利 。 这 两 手 牌 获胜 的 概率 都 非常 
大 ， 但 后 者 赢得 41 枚 筹码 的 机 会 更 大 。 为 了 赢得 41 枚 筹码 ， 
庄家 的 牌 必须 不 是 烂 牌 。 当 你 持 有 四 张 A 带 -- 张 K 时， 庄家 
已 经 不 可 能 持 有 AK， 他 手中 的 牌 不 是 烂 牌 的 概率 低 于 40%。 
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相反 ， 如 果 你 手中 的 牌 仍然 是 由 条 ， 但 不 包括 A 和 下， 则 庄家 
手中 的 牌 不 是 烂 牌 的 概率 人 在 47 双 左右 。 基 于 相同 的 头 因 ， 后 


金 ， 必须 持 有 同花顺 或 四 条 . 这 种 好 运 到 来 的 概率 只 有 
1/4 000. 和 但 是 当 好 运 到 来 的 时 候 ， 如 果 庄 家 手中 却 是 烂 牌 ， 我 
们 将 多 么 伤心 ! 

为 了 决定 是 否 增 加 赌注 ， 我 们 需要 对 比 两 种 决定 带 来 的 后 
果 ， 选 择 平均 收益 最 大 的 种 。( 这 与 在 西洋 双 陆 棋 决 定 是 否 
接受 加 倍 类 似 ， 我们 在 第 五 章 讨 论 过 。) 如 果 不 增加 赌注 ， 我 
们 将 输 掉 1 枚 筹码 ， 所 以 ， 如 果 增 加 赌注 带 来 的 平均 收益 高 于 
-1， 我 们 就 应 当 增 加 赌注 ， 为 了 判断 平均 收益 ， 我 们 要 进行 
耐心 的 计算 。 我 们 需要 判断 庄家 和 平 中 的 牌 岂 于 以 下 几 种 情况 的 
概率 : 

(1) 烂 牌 ; 

(2) 不 是 烂 牌 ， 但 比 我 们 手中 的 牌 小 ; 

(3) 不 是 烂 牌 ， 并 且 与 我 们 手中 的 牌 一 样 大 ; 

(4) 不 是 烂 牌 ， 并 且 比 我 们 手中 的 牌 大 。 

计算 情况 (3) 通常 很 简单 。 四 种 情况 对 应 的 全 部 组 合 的 
总 数 为 ”Cs ， 如 果 考 虑 到 我 们 可 以 看 到 庄家 的 1 张 牌 ， 这 个 总 
数 为 “Cs。 所 以 我 们 的 主要 任务 是 计算 前 两 种 情况 。 计 算 过 程 
相当 麻烦 。 杂 色 的 J10873 和 杂 色 的 J10987 出 现在 庄家 手中 的 
概率 相等 ， 但 是 后 者 远 比 前 者 大 。 我 们 按照 从 草花 2 到 黑 桃 A 
的 顺序 为 52 张 牌 编号 ， 编 号 是 1 ~ 52。 每 种 组 合 可 以 按 赌局 中 
的 大 小 排序 。 

比较 两 副 同 属于 AK 的 牌 : 

第 一 副 牌 : 黑 桃 A， 红 心 K， 方 块 J]， 草 花 8， 黑 桃 2; 

第 二 副 牌 : 红心 &， 黑 桃 K， 红 心 J]， 黑 桃 8， 红 心 ; 2。 
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如 果 我 们 特有 第 一 天 牌 而 庄家 竺 有 第 二 副 星 ， 则 双方 一 样 
大 ， 本 但 是 ,第 人 如 果 把 第 二 
副 牌 换 成 第 --… 副 牌 ， 则 情况 (1)、(2)、{3) 出 现 的 概率 上 升 ， 
而 情况 《4) 出 现 的 概率 下放 证 明 这 个 结 纶 很 麻烦 ， 不 过 思 
路 很 简单 : 当 我 们 持 有 第 -: 刘 牌 时 ， 庄 家 持 有 岂 花 的 概率 较 
小 、 无 论 我 们 持 有 第 -天 有 和 脾 或 第 一 副 牌 ， 上 庄家 持 有 对 子 、 两 
对 、 尖 条、 四 条 或 二 带 -的 概率 是 一 样 的 ， 保 是 当 我 们 持 有 第 
一 四 郑 时 ， 庄家 持 有 闻 花 的 概率 较 大 . ,oo 错 治 : 奥 维尔 的 名 

表达 即 ， 入 、 - 副 幅 与 第 一 副 牌 是 平等 的 ， 但 第 - 副 牌 比 第 二 
日 牌 更 平等 。 Y 方 框 中 的 文字 是 组 的 分 术 。 

这 个 例 于 的 目的 是 展示 计算 的 复杂 程度 、 这 两 副 牌 在 价值 


上 的 差别 仅 相 当 于 一 枚 筹码 的 于 分 之 --， 但 是 这 个 差别 只 有 经 
过 仔细 地 运算 才能 发 现 。 在 实战 中 ， 当 我 们 而 对 抉择 时 通常 需 
要 类 似 的 计算 。 


在 这 个 游戏 中 ， 虚 张 声势 不 起 作用 ,， 也 许 你 这 样 认为 : 如 
果 当 我 们 持 某 一 副 牌 时 应 当 增加 赌注 ， 则 当 我 们 持 一 副 更 好 的 
牌 时 也 应 当 增 加 赌注 ; 如 果 当 我 们 持 某 -~ 副 牌 时 不 应 当 增 加 巍 
注 ， 则 当 我 们 持 一 副 更 糟 的 牌 时 也 不 应 当 增 加 赌注 。 也 就 是 
说 ,我 们 可 以 设计 一 - 副 “ 标 准 牌 "， 当 我 们 的 牌 比 标准 牌 好 时 
就 增加 赌注 ， 否 则 不 增加 赌注 。 如 果 不 考 虑 我 们 在 作 决定 以 前 
能 看 到 庄家 的 -~ 张 牌 ， 这 种 想法 是 正确 的 。 但 实际 情况 是 ， 在 
你 决定 是 否 增加 赌注 之 前 ,已 经 有 一 - 张 庄家 的 牌 翻 开 了 。 这 使 
得 问题 变 得 极为 复杂 。 有 时 候 我 们 手中 的 牌 比 标准 牌 好 ， 但 是 
那 米 翻 开 的 牌 促使 我 们 不 增加 赌注 ， 有 时 候 情 况 相反 ， 我 们 手 


中 ”在 这 里 作者 想 引 用 名 两 方 名 刘 : 每 个 人 都 赴 平 每 的 .但 有 些 人 比 其 他 
人 葛 平 等 一 一 详 省 注 。 
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中 的 牌 比 标准 牌 粳 ， 但 是 旭 张 翻 开 的 牌 促使 我 们 增加 赌注 。 这 
说 明 ， 标 准 牌 的 确定 依 护 填 堵 张 翻 开 的 站 . 

首先 我 们 不 考虑 那 张 翻 开 的 牌 、 在 这 种 情况 下 如 何 确 定 标 
准 牌 ? 开始 我 们 可 以 从 … 些 具体 的 牌 例 出 发 ， 根 据 我 们 手中 
的 牌 判 断 庄家 的 牌 比 我 们 好 或 粳 的 概率 。 在 某 些 脾 中 ， 我 们 应 
当 决 定 增 加 赌注 ， 在 男 外 些 牌 中 .我 们 应 当 决 定 不 增加 巍 
注 ,,， 标准 牌 应 当 处 于 这 两 类 牌 之 间 ,。 不 断 缩小 讨论 的 范围 ， 最 
后 就 可 以 发 现 标准 牌 。 现 在 进入 具体 的 过 程 。 计 算 过 程 需 要 谨 
慎 ， 但 是 并 不 需要 特别 高 的 精确 度 ,， 

假设 我 们 已 经 把 所 有 的 可 能 组 合 按 强 弱 顺序 列 在 一 张 表 
中 。 如 果 我 们 此 刻 手 中 的 牌 处 于 表 的 上 半 部 分 ， 则 局 面 对 我 们 
有 利 ; 否则 局 面 对 我 们 不 利 。 标准 牌 应 当 居 于 表 的 中 点 附近 。 
由 于 有 44% 的 组 合 比 AK 更 绒 ， 我 们 首先 从 AK 类 上牌 中 最 弱 的 
一 种 开始 讨论 ， 即 AK432。 

不 考虑 我 们 手中 的 牌 对 庄家 手中 的 牌 的 影响 。 我 们 手中 的 
牌 是 AK432， 庄 家 手中 的 牌 有 44 名 的 概率 是 烂 牌 ， 在 另外 的 
56 纺 的 概率 下 ， 庄 家 的 牌 比 我 们 强 。 假 定 我 们 决定 增加 赚 注 。 
如 果 庄 家 手中 的 牌 是 烂 牌 ， 则 我 们 赢得 1 枚 筹码 ; 否则 我 们 输 
掉 3 枚 筹码 。 此 时 我 们 的 平均 收益 为 

(1) x (0.44) + (—3)x (0.56)= -1.24 
这 个 值 比 -1 小 24%。 所 以 当 我 们 持 有 AK432 时 ， 不 应 当 增 加 
赌注 。 标 准 牌 应 当 比 AK432 强 。 

下 面 讨论 AK 类 有 牌 中 最 强 的 一 种 ， 即 AKQJ9。 假 定 我 们 持 
有 AKQJ9， 并 决定 增加 赌注 。 如 果 庄 家 是 烂 牌 ， 则 我 们 赢得 1 
枚 筹码 ; 如 果 庄 家 是 AK， 则 我 们 赢得 3 枚 筹码 ;如 果 庄 家 是 
对 子 或 更 强 (概率 接近 $0% )， 则 我 们 输 掉 3 校 筹码 。 计 算 方 
法 不 变 ， 不 过 我 们 增加 一 点 计算 精度 、 此 时 我 们 的 平均 收益 为 
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(1) x {0.437) + (3)x (0.064) + (— 3)x (0.499) = --0.868 
这 个 值 比 -1 大 13 免 ， 证 以 此 时 增加 娃 注 是 正确 的 。 

一 于 牌 不 属于 AK 类 的 概 演 为 93.6%。 而 当 我 们 手中 的 夏 
不 属于 AK 类 ,我 们 的 策略 已 经 得 到 了 ， 如 打 我 们 的 牌 比 
AK 弱 ， 则 不 应 当 增 加 赌注 ; 如 果 我 们 的 牌 比 AK 强 ， 则 应 当 
增加 赌注 。 如 时 我 们 的 牌 比 AK432 弱 但 我 们 增加 赌注 ， 我 们 
的 损失 将 增加 24%; 如 果 我 们 的 牌 比 AKQJS 强 但 我 们 不 增加 
赌注 ， 我 们 的 损失 将 增加 135%、 注 意 到 24% 接近 于 13% 的 二 
倍 ， 所 以 我 们 猜想 标准 牌 居于 AK 类 牌 的 前 三 分 之 一 附近 ， 大 
致 是 AKjxy。 当 双方 手中 的 牌 都 是 AK 时 ， 胜 负 取 决 于 对 小 牌 
的 比较 ， 所 以 有 时 侯 小 移 是 很 重要 的 。 我 们 尽量 把 小 牌 计算 精 
确 。 

假定 我 们 乎 中 的 牌 不 超过 对 子 。 庄 家 手中 的 牌 -- 共 有 AN 
种 可 能 ， 分 为 四 种 情况 : 

〇 烂 牌 。 对 应 x 种 可 能 ; 

QO AK 或 对 子 ， 但 比 我 们 的 脾 弱 。 对 应 y 种 可 能 ; 

CQ 与 我 们 手中 的 牌 一 样 、 对 应 z 种 可 能 : 

QO 比 我 们 手中 的 牌 强 。 对 应 N-x-y-z 种 可 能 。 

在 这 四 种 情况 中 ， 我 们 的 收益 分 别 为 1，3，0，- 3。 因 
此 ， 我们 的 平均 收益 为 

(DxN+(3)x 计 +(-3) x 2 3 

为 了 使 这 个 值 大 于 -~ 1， 应 满足 以 下 条 件 ， 

4x+6y+3z>2N 

所 有 满足 这 个 条 件 的 牌 都 应 当 增 加 赌注 。 我 们 刚才 讨论 过 
两 副 牌 ， 都 由 AKJ82 构成 。 第 -- 副 牌 是 “和 扎 桃 A， 红 心 K， 方 
块 J， 草花 8， 黑 桃 2”; 第 二 副 牌 是 “红心 &， 黑 桃 KK， 红 心 
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J， 墨 桃 8， 红 心 2 ”非常 有 趣 的 是 ， 第 -前 牌 满 足 条 件 ， 而 
第 二 副 牌 不 满足 条 件 。 如 果 我 们 仔细 推敲 所 有 由 AKJ82 构成 的 
组 合 ， 会 发 现 一 个 简洁 的 结论 : … 副 由 AKJ82 构成 的 牌 如 果 包 
含 全 部 四 种 花色 ， 则 赢得 增加 赌注 ; 如 果 只 包含 二 或 三 种 红 
色 ， 则 不 应 增加 赌注 。 

进一步 说 ， 如 果 一 副 牌 比 AKJ82 强 ， 则 应 当 增 加 赌注 ; 如 
果 一 副 牌 比 AKJ82 弱 ， 则 不 应 增加 赌注 。 

下 面 考虑 庄家 那 张 翻 并 的 牌 对 我 们 的 决定 的 影响 。 这 张 牌 
是 什么 有 47 种 可 能 (因为 我 们 已 经 取出 了 5 张 牌 )}。 有 时 翻 开 
的 牌 会 鼓励 我 们 增加 冉 注 ， 有 时 则 相反 。 续 密 地 分 析 这 个 问题 
相当 困难 ， 幸 好 彼 德 ' 格 里 芬 和 约翰 ' 格 温 已 经 解决 了 这 个 问 
题 。 他 们 的 方法 是 穷尽 所 有 的 可 能 性 (一 共有 2103 种 )， 分 别 
讨论 4x+ 6y+ 3z>2N 这 个 条 件 是 否 被 满足 . 

其 中 N=*%C = 163 185 

粗略 地 说 ， 以 下 三 种 情况 ( 按 重要 顺序 排列 ) 鼓励 我 们 增 
加 赌注 : 

GO 翻 开 的 牌 与 我 们 手中 的 某 -- 张 牌 一 样 大 ; 

OO 翻 开 的 牌 比较 小 ; 

Q 〇 翻 开 的 牌 与 我 们 手中 的 某 一 张 牌 属于 同一 花色 。 

对 于 第 一 种 情况 ， 和 假设 翻 开 的 牌 是 一 张 7， 而 我 们 手中 也 
有 一 张 7， 则 我 们 手中 的 牌 使 得 庄家 持 有 -- 对 7 的 概率 下 降 ， 
另外 这 张 翻 开 的 7 也 使 得 庄家 的 牌 组 成 其 他 对 子 的 概率 下 降 ， 
因此 庄家 的 牌 比 我 们 强 的 概率 下 降 。 第 二 种 情况 很 好 理解 。 对 
于 第 三 种 情况 ， 如 果 翻 开 的 牌 与 我 们 手中 的 某 一 张 牌 属于 同一 
花色 ， 则 对 手持 有 同 花 的 概率 下 降 。 

我 们 不 可 能 深入 讨论 问题 的 细节 ， 只 提供 以 下 五 个 指导 原 
则 。 前 三 个 原则 是 确切 无 疑 的 ， 后 两 个 原则 是 近似 结果 。 
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(1) 当 你 持 有 AKQJx 或 网 强 的 牌 时 ， 增 加 赌注 ; 

(2) 当 你 持 有 烂 牌 时 ， 不 增加 赂 注 ; 

(3) 当 你 手中 的 牌 AKjxy 时， 如 果 翻 本 的 有 牌 与 你 竹中 的 
某 张 牌 - 样 大 (有 15 种 可 能 )， 则 增加 赌注 ; 否则 不 增加 赚 
Ys 

(4) 汽 你 持 有 AKQxy 时 ， 你 可 以 比 持 有 AKjxy 时 更 主动 。 
如果 翻 开 的 牌 与 你 手中 的 某 张 牌 -- 样 大 ， 则 增加 赌注 。 此 外 ， 
如 果 翻 开 的 牌 比较 小 ， 你 也 可 以 增加 赌注 。 例 如 ， 如 果 你 手中 
的 牌 是 AKQ94， 则 仅 在 翻天 的 牌 是 10 或 了 时 不 增加 赌注 ， 在 
其 他 情况 下 总 是 增加 赌注 。 好 果 你 手中 的 牌 是 AKQ54， 则 仅 在 
翻 开 的 牌 在 6~ 之 间 时 不 增 扣 赌注 ， 在 其 他 情况 下 总 是 增加 
赌注 ; 

(5) 当 你 手中 的 牌 是 AKI0xy 或 更 弱 时 ， 如 果 翻 开 的 牌 是 
A、K 或 你 手中 没有 的 牌 . 则 不 应 增加 赌注 。 此 外 还 有 一 - 些 情 
沈 使 得 你 不 应 增加 赌注 。 这 说 明 ， 在 全 部 47 种 可 能 中 ， 你 应 
当 增 加 赌注 的 情况 不 超过 9 种， 例如， 如 果 你 持 有 AK932， 则 
只 有 翻 开 的 牌 是 2 或 3 时 你 应 当 增 加 赌注 ， 对 应 的 情况 只 有 6 
种 。 

彼 德 : 格 里 芬 和 约翰 - 格 温 的 计算 精度 很 高 ， 你 可 以 充分 信 
任 他 们 的 结论 。 不 过 你 可 能 已 经 发 现 了 ， 那 张 翻 开 的 牌 所 提供 
的 信息 没有 多 大 用 处 。 

如 果 你 严格 遵循 这 五 个 原则 ， 则 有 48% 的 牌 你 不 会 增加 
赌注 ， 另 外 52% 的 牌 你 会 增加 赌注 。 在 每 启 中 你 的 平均 赌注 
额 为 

(0.478) + (3) x (0.522) =2.044 

和 披 德 ` 格 里 芬 和 约翰 ' 格 温 利 用 计算 机 借 拟 游戏 过 程 ， 结 论 

是 如 果 你 严格 遵循 指导 原则 ， 平均 每 局 你 将 损失 0.05 枚 筹码 。 


第 十 烛 ” 冉 场 中 的 游戏 275 


这 说 明 ， 赌 场 的 利润 率 为 (0.05) 7/ (2.044)， 约 等 于 2.5%， 
和 轮 盘 赌 很 接近 。 

通常 ， 你 手中 的 牌 越 名 ， 则 你 可 以 期 望 的 收益 越 好 。 当 然 
也 存在 例外 ， 比 如 我 们 前 和 面 讨 论 过 的 例 -下 ，4 张 9 的 预期 收益 
比 4 张 和 的 预期 收益 高 .不 过 这 种 情况 我 们 可 以 不 考虑 。 我 们 
关心 另外 一 些 问 题 : 当 我 们 持 什 么 样 的 牌 于 可 以 保证 获胜 的 概 
率 高 于 1/2? 是 否 存在 一 剖 牌 ， 使 得 当 我 们 的 牌 比 这 副 牌 强 时 
我 们 获胜 的 概率 高 于 1/2， 而 当 我 们 的 牌 比 这 副 牌 弱 时 我 们 获 
胜 的 概率 低 于 1/2? 等 案 是 否定 的 ， 这 样 的 牌 并 不 存在 。 

当 我 们 持 有 66987 时 ， 我 们 获胜 的 概率 高 于 1/2。 有 趣 的 
是 ，661052 比 66987 大 ， 代 是 661052 获胜 的 概率 却 低 于 1/2。 
这 种 情况 很 容易 理解 。 充 论 你 手中 的 牌 是 66987 或 661052， 庄 
家 的 牌 都 可 能 是 对 子 ， 在 两 种 情况 下 ， 这 些 对 子 的 总 数 相同 。 
然而 ,. 当 你 的 牌 是 66987 时 ， 庄 家 的 牌 是 -- 对 2、3、4 或 5 的 
概率 较 高 ， 而 当 你 的 牌 是 661052 时 ， 庄 家 的 牌 是 一 对 2 或 5 
的 概率 下 降 。 这 个 差别 使 得 当 你 持 有 661052 时 庄家 获胜 的 概 
率 较 高 。 

发 明 这 个 游戏 的 人 一定 有 惊人 的 想象 力 。 初 学 者 刚 参 与 这 
个 游戏 时 不 必 担 心 对 手 虚 张 背 势 。 无 论 游 戏 如 何 进 行 ， 总 是 对 
庄家 有 利 。 


比 九 点 


这 是 一 种 简单 而 流行 的 游戏 ， 顾 客 的 赌注 176 押 在 这 种 
游戏 中 。 顾 客 和 庄家 每 人 取 两 张 牌 ， 牌 放 在 赌 桌 上 ， 背 面向 
上 。 胜 负 由 比较 双方 的 点 数 决 定 ， 一 方 的 点 数 即 他 的 两 张 牌 的 
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点 数 之 和 ,，，A 的 点 数 是 1|，2 ~ 9 的 点 数 分 别 是 2 ~ 9，10、]J、 
Q、K 的 点 数 是 0。 如果 一方 的 点 数 超过 10、 则 只 取 个 位 数字 
作为 他 的 点 数 。 例 如 ， 当 你 持 有 9-6、Q-5 或 A-4 时 ,你 
的 点 数 都 是 5。 点 数 较 高 的 -- 方 获胜 ， 如 果 双 方 的 点 数 相 等 ， 
则 为 平局 。 

玩家 可 以 选择 是 否 要 第 - 张 牌 ,但 是 有 严格 的 规定 。 如 果 
你 的 点 数 不 超 过 4， 你 必须 要 第 .三 张 牌 ; 如 果 你 的 点 数 不 低 于 
6， 你 必须 不 要 第 三 张 牌 ; 只 有 当 你 的 点 数 恰好 为 5 时 ， 你 有 
权 自 由 决定 是 否 要 第 三 张 牌 . 这 种 规定 的 目的 是 保护 其 他 顾客 
的 利益 ， 因 为 其 他 顾客 可 以 在 双方 中 的 任何 -- 方 上 下 注 。 第 三 
张 牌 在 桌面 上 亮 开 。 

当 一 个 玩家 的 头 两 张 牌 的 点 数 为 5 时 ， 他 可 以 自由 地 决定 
是 否 要 第 三 张 牌 ， 但 是 最 佳 策 略 是 随机 地 决定 是 否 要 第 三 张 
牌 ， 在 9/11 的 概率 下 决定 要 第 三 张 牌 ， 而 在 2/11 的 概率 下 决 
定 不 要 第 三 张 牌 。 利 用 这 种 策略 ， 可 以 保证 庄家 的 平均 利润 率 
只 有 1.28%。 这 个 值 明 显 低 于 轮 盘 赌 和 赌场 扑克 中 的 庄家 利 
润 率 。 

临场 时 如 何 确定 当前 的 局 面 属 十 9/11 或 2/11 呢 ? 你 可 以 
随身 带 一 副 备用 的 扑克 有 牌 ， 去 掉 其 中 的 K 和 QQ， 只 留 下 44 张 
牌 .2 当 你 面临 选择 时 ， 随 机 地 抽 一 张 牌 ， 如 果 抽 出 的 牌 是 A 
或 4， 则 决定 不 要 第 三 张 牌 否则 要 第 三 张 牌 。 选 择 哪 两 张 牌 
作为 对 于 “决定 不 要 第 三 张 牌 ”的 提示 ， 完 全 取决 于 你 与 自己 
的 约定 ， 你 应 当 小 心 不 要 让 庄家 洞悉 你 的 心思 ， 另 外 你 最 好 不 
时 地 改变 你 的 约定 。 最 后 需要 注意 的 是 ， 你 应 当 在 每 局 开始 之 
前 都 这 样 抽 一 张 牌 ， 如果 这 -- 局 中 你 的 头 两 张 牌 的 点 数 果然 是 


WD 西方 人 的 扑克 中 不 包括 王牌 。 一 一 译 者 注 、 
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5， 则 你 已 经 有 了 决定 ， 如 果 不 是 5 这 样 做 也 没什么 坏处 。 如 
果 你 只 是 在 看 到 自己 的 点 数 是 5 时 才 抽 一 张 牌 ， 庄 家 就 可 以 猜 
到 你 最 初 的 两 张 牌 的 点 数 是 35， 你 的 行为 就 泄密 了 。 

下 面 我 们 继续 描述 这 种 游戏 。 首 先 由 玩 家 决定 是 否 要 第 三 
张 牌 。 此 后 庄家 也 要 决定 是 省 要 第 三 张 牧 .赌场 事先 已 经 为 庄 
家 确定 了 最 佳 策略 ， 计 家 只 需要 根据 具体 情况 作出 判断 。 庄 家 
的 点 数 有 八 种 可 能 : 从 0 到 7。 (赌场 规定 ， 如 果 点 数 是 8 或 
9， 则 不 取 第 三 张 牌 。) 从 庄家 的 角度 看 ， 玩 家 的 行为 有 11 种 
可 能 : 玩家 决定 不 要 第 三 张 牌 ; 玩家 决定 要 第 三 张 牌 并 得 到 一 
张 点 数 为 0 的 牌 ; 玩家 决定 要 第 三 张 牌 并 得 到 一 张 点 数 为 1 的 
牌 ;……: 玩家 决定 要 第 三 张 牌 并 得 到 一 张 点 数 为 9 的 牌 。 因 
此 ， 上 庄家 所 面 对 的 局 面 有 8 x 11 = 88 种 可 能 。 赌 场 为 庄家 预备 
的 策略 相当 于 一 张 表 ， 这 张 表 规 定 了 上 庄家 面 对 88 种 局 面 中 的 
任何 一 种 时 应 如 何 抉择 。 所 有 的 可 能 策略 有 多 少 种 呢 ? 每 一 种 
局 面 下 有 两 种 可 能 策略 : “要 ”或 “不 要 ”， 所 以 总 共有 2% 种 
可 能 策略 。 这 个 数 相当 巨大 ， 是 一 个 长 达 27 位 的 十 进 制 数 。 

赌场 需要 在 2 种 可 能 策略 中 选 出 最 佳 策略 。 这 个 任务 粗 
看 起 来 很 困难 ， 不 过 我 们 可 以 利用 第 六 章 中 介绍 过 的 “优先 策 
略 ” 的 概念 。 某 一 类 策略 明显 比 另外 一 类 策略 强 。 比 如 说 ， 当 
庄家 的 当前 点 数 为 0 时 ， 训 无 疑问 他 应 当 要 第 三 张 牌 。 这 样 一 
下 子 就 淘汰 了 所 有 可 能 策略 中 的 一 半 。 反 复 利 用 这 个 思路 ， 绝 
大 多 数 局 面 是 可 以 判定 的 。 最 后 只 剩 下 四 种 不 容易 判定 的 局 
面 ; 

(1) 庄家 的 点 数 为 6， 玩家 不 要 第 三 张 牌 ; 
(2) 庄家 的 点 数 为 5， 玩 家 的 第 三 张 牌 是 4; 
(3) 庄家 的 点 数 为 4， 玩家 的 第 三 张 牌 是 1; 
(4) 庄家 的 点 数 为 3， 玩 家 的 第 三 张 牌 是 9。 
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现在 庄家 的 可 能 策略 只 鳃 下 2 = 16 种 。 利 用 优先 策略 的 
概念 比较 这 16 种 策略 ， 又 可 以 淘汰 其 中 的 11 种 ， 庄 家 的 可 能 
策略 只 剩 下 5 种 。 

问题 已 经 简化 到 这 种 情况 : 庄家 和 玩家 对 抗 ， 庄 家 有 5 种 
策略 ( 嗓 面 对 以 上 4 种 局 面 时 决定 要 或 不 要 第 三 张 牌 )， 而 玩 
家 有 两 种 策略 〈 即 当 玩家 最 初 的 点 数 为 5 时 玩家 决定 要 或 不 要 
第 三 张 牌 )。 回 忆 一 下 我 们 在 第 六 章 中 得 到 的 结论 ， 庄 家 的 最 
佳 策略 是 由 两 种 策略 构成 的 混合 策略 ， 这 两 种 策略 是 “不 要 、 
要 、 不 要 、 要 ”和 “要 、 要 、 不 要 、 要 "”。 请 注意 ， 庄 家 在 面 
对 局 面 (2)、(3)、(4) 时 的 策略 已 经 确定 了 ， 一 定 是 “要 、 
不 要 、 要 ”"。 最 后 一 个 问题 是 确定 局 面 (1) 之 下 的 策略 。 

总 之 ， 在 全 部 88 种 可 能 局 面 下 ， 有 87 种 局 面 的 最 佳 策略 
已 经 确定 ， 惟 一 需要 讨论 的 是 “庄家 的 点 数 为 6， 而 玩家 不 要 
第 三 张 牌 ”时 的 情况 。 在 这 种 局 面 下 ， 庄 家 和 玩家 各 有 两 种 策 
略 ， 一 共 可 以 构成 4 种 组 合 。 赌 场 在 发 牌 时 通常 把 6 副 扑 克 牌 
混在 一 起 ， 如 果 假 设 每 张 牌 被 抽出 的 概率 相等 ， 则 可 以 确定 庄 
家 在 各 种 组 合 下 的 收益 情况 。 利 用 这 些 结果 可 以 形成 支付 矩 
阵 : 


庄家 在 局 面 (1) | 庄家 在 局 面 (1) 
下 “要 ” 下 “不 要 ” 


玩家 在 点 数 为 
5 时 “要 ” 


玩家 在 点 数 为 
5 时 “不 要 ” 
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表 中 n= 16/4 826 809。 这 些 数 字 是 道 过 繁琐 的 过 程 求 得 的 
平均 值 。 

约翰 : 肯 曼 尼 和 拉 里 .斯 奈 尔 研究 了 这 个 问题 ， 并 于 1957 
年 发 表 了 他 们 的 结论 。 (后 来 他 们 又 用 计算 机 给 出 了 更 好 的 证 
明 。) 玩家 的 最 佳 策略 我 们 已 经 介绍 了 ， 即 在 9/11 的 概率 下 决 
定 要 第 三 张 牌 ， 而 在 2/11 的 概率 下 决定 不 要 第 三 张 牌 。 庄 家 
的 最 佳 策略 是 按照 8$9:1 429 的 概率 决定 要 或 不 要 第 三 张 牌 ， 
即 在 3/8 的 概率 下 决定 要 第 三 张 牌 ， 而 在 5/8 的 概率 下 决定 不 
要 第 三 张 牌 。 弗 兰 克 . 道 顿 和 罗 格 .起 德 在 1972 年 分 析 了 多 种 
赌场 游戏 ， 他 们 甚至 给 出 了 庄家 如 何 确定 具体 策略 的 方法 ， 当 
面 对 局 面 (1) 时 ， 根 据 自 己 手中 的 牌 的 花色 做 决定 。 

如 果 玩 家 选择 最 佳 策 略 ， 则 不 论 庄家 如 何 选择 ， 庄 家 的 平 
均 利润 率 都 是 1.28%; 同样 ， 如 果 庄 家 选择 最 佳 策 略 ， 则 不 
论 玩家 如 何 选择 ， 庄 家 的 平均 利润 率 都 是 1.28%。 可 是 ， 如 
果 玩 家 偏离 了 最 佳 策略 ， 庄 家 就 有 机 可 乘 。 例 如 以 下 三 种 情 
况 : 

〇 玩家 在 拿 到 5 点 时 总 是 决定 “不 要 ”， 则 庄家 在 局 面 
(1) 下 决定 “不 要 ”， 平均 利润 率 达 到 1.54%; 

〇 玩家 在 拿 到 5 点 时 总 是 决定 “要 ”， 则 庄家 在 局 面 (1) 
下 决定 “要 ”， 平 均 利润 率 达 到 1.37%; 

GO 玩家 在 拿 到 5 点 时 在 1/2 的 概率 下 决定 “要 ”， 则 庄家 
的 平均 利润 率 也 可 以 达到 1.37% ; 

你 可 能 觉得 最 佳 策略 产生 的 影响 微乎其微 ， 不 过 它 毕 竟 可 
以 提高 你 的 收益 。 如 果 你 不 会 在 实战 中 应 用 最 佳 策 略 ， 你 最 好 
指望 庄家 也 不 会 。 也 许 你 会 遇 到 一 个 思 套 的 庄家 ， 这 家 伙 在 面 
对 局 面 (1) 时 总 是 决定 “要 ”或 总 是 决定 “不 要 ”。 这 时 你 可 
以 利用 他 的 愚 豆 。 如 果 他 在 局 面 (1) 下 总 是 决定 “要 ”， 你 的 


Sa 


人 
ES 
Co 


280 机 会 的 数学 原理 


最 佳 策略 是 拿 到 了 点 时 总 是 决定 “不 要 "; 如 果 他 在 局 面 (1) 
下 总 是 决定 “不 要 ， 你 的 最 佳 策略 是 拿 到 5 点 时 总 是 决定 
“要 。 你 在 这 个 游戏 中 的 平均 收益 肯定 是 负数 ， 但 最 佳 策略 可 
以 改善 你 的 境遇 。 一 点 微弱 的 改善 总 不 是 坏事 。 


其 他 游戏 


在 赌场 中 ， 有 1/6 的 赌注 押 在 “二 十 一 点 ”上 ， 有 1% 的 
赌注 押 在 撕 骨 子 上 。 我 们 在 第 五 章 分 析 过 掷 共 子 的 游戏 。 二 十 
一 点 吸引 了 许多 数学 家 的 兴趣 ， 很 多 人 在 计算 机 的 支持 下 研究 
这 种 游戏 。1962 年 ， 爱 德 华 : 姚 出 版 了 《战胜 庄家 》 一 书 。 通 
党 认为， 如果 玩家 始终 坚持 冷静 地 分 析 和 精确 地 计算 ， 他 可 以 
在 游戏 中 占据 微弱 的 优势 。 马 丁 : 密 尔 曼 在 1983 年 指出 ， 如 果 
游戏 用 4 副 牌 进行 ， 玩 家 的 利润 率 可 达 1.35%; 如 果 游 戏 用 6 
副 牌 进行 ,玩家 的 利润 率 可 达 0.91%。 不 过 玩家 的 最 佳 策 略 
是 非常 复杂 的 ， 玩 家 需要 根据 自己 手中 的 牌 和 庄家 露出 的 牌 作 
出 各 种 决定 ， 最 佳 策略 由 一 个 庞大 的 矩阵 构成 。 而 且 ， 即 使 玩 
家 可 以 掌握 这 种 技术 ， 他 的 优势 也 很 微 缮 。 他 在 游戏 过 程 中 失 
利 的 风险 也 是 存在 的 。 

如 果 你 想 掌 握 在 这 个 游戏 中 制胜 的 绝技 ， 请 研究 有 关 专 
著 。 你 不 仅 需要 仔细 阅读 ， 而 且 应 当 逐 一 证 明 作 者 给 出 的 结 
论 ， 以 确保 真正 领悟 神 戏 。 我 非常 钦佩 A.P. 希 尔 伯 特 ， 这 个 
古怪 的 天 才 曾 经 是 无 党 派 议 员 。 此 人 曾 以 “农业 问题 ”为 主题 
发 表 竞 选 演讲 ， 其 纲领 非常 简洁 :“ 我 对 农业 一 无 所 知 。” 这 本 
书 的 目的 是 帮助 你 理解 概率 ， 而 不 是 教 你 如 何 通过 赌博 致富 。 
关于 “二 十 一 ”点 ， 我 的 纲领 也 是 明确 而 简洁 的 : “我 对 “一 
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十 一 ”点 一 无 所 知 。 

不 过 我 可 以 向 你 介绍 制胜 策略 的 概要 。 核 心 原则 是 通过 对 
牌 盒 中 剩 下 的 牌 的 分 析 ， 判 断 形 势 是 否 对 你 有 利 。 如 果 形 势 对 
你 有 利 ， 则 下 最 大 赌注 : 如 果 形 势 对 庄家 有 利 ， 则 不 下 注 或 下 
最 小 赌注 。 在 这 个 游戏 中 ， 你 应 当 要 么 下 重 注 ， 要 么 不 下 注 
(或 下 最 小 赌注 )， 绝 不 居中 。 

赌场 对 庄家 的 指示 是 ， 如 果 庄 家 手中 为 17 点 或 更 高 ， 则 
不 再 要 牌 ; 如 时 庄家 手中 不 超过 16 点 ， 则 再 要 一 张 牌 。 你 希 
望 庄家 “ 涨 死 "。 如 果 庄 家 手中 的 点 数 刚 好 上 略 低 于 17， 而 牌 盒 
中 剩 下 的 小 牌 比较 少 ， 大 牌 比较 多 时 ， 庄 家 涨 死 的 概率 较 大 。 
密 尔 顿 介绍 的 方法 是 通过 计算 -- 个 参数 T 来 判断 庄家 涨 死 的 概 
率 。 每 .次 洗 牌 之 后 开始 计算 ， 最 初 规定 T 为 0。 赌 桌 上 每 出 
现 一 张 2、3、4、5 或 6， 则 把 了 加 上 1; 每 出 现 一 张 A、K、 
Q、J 或 10， 则 把 了 减 去 1; 对 7、8、9 不 予 考虑 。 最 后 ， 把 T 
除 以 牌 盒 中 剩 下 的 牌 的 张 数 ， 并 乘 以 $S2。T 越 大 ， 则 形势 对 你 
越 有 利 。 

当 了 为 负数 时 ， 不 要 下 注 ; 当 T 为 小 于 2 的 整数 时 ， 下 最 
小 赌注 ; 当 T 不 小 于 2 时 ， 下 最 大 赌注 。 

这 些 结论 是 如 何 得 到 的 ? 当 你 手中 有 两 张 9 而 庄家 露出 的 


牌 为 7 时 你 是 否 应 当 再 要 一 张 牌 ? 这 些 问题 本 书 无 法 回答 ,请 ? 


参阅 专门 研究 “二 十 一 ”点 的 著作 。 我 已 经 说 过 了 ， 我 对 “二 
十 一 ” 点 一 无 所 知 。 


练习 题 


1. 假设 你 最 初 有 20 英镑 赌 本 ， 你 的 目的 是 在 轮 盘 冉 中 把 
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钱 变 成 100 英镑 。 体 的 方法 是 每 次 都 押 红 色 数 字 ， 使 用 大 胆 的 
下 注 方式 。 你 成功 的 概率 是 多 少 ? 

假设 你 换 一 种 嗜 法 。 首 先 用 16 英镑 押 六 个 数字 〔 赔 率 为 
1 赔 5)， 如 果 失 利 则 用 剩 下 的 4 英镑 押 数 字 0。 利 用 这 种 赌 法 ， 
你 成 功 的 概 滨 是 多 少 ? 

你 是 否 可 以 设计 一 种 更 好 的 赌 法 ? 

2. 你 有 100 英镑 赌 本 ， 每 次 用 1 英镑 押 一 对 数字 121， 
24|。 连 续 玩 1 个 小 时 ， 大约 90 轮 。 平 均 而 言 ， 结 果 如 何 ? 在 
第 89 轮 结束 时 ， 你 赢 钱 的 概率 是 多 少 ? 在 第 91 轮 结 束 时 呢 ? 

3. 在 酒鬼 回 家 问题 中 ， 如 果 街 长 为 100 步 ， 酒 馆 距离 家 
20 步 ， 酒 鬼 安全 到 家 的 概率 是 多 少 ? 平均 他 将 在 街 上 走 多 少 
步 ? 把 他 的 步 长 变 成 原来 的 一 半 ， 结 论 如 何 ? 

4. 在 嗜 场 扑克 中 ， 以 下 三 种 情况 的 结果 如 何 ; 

a) 你 持 {Q，Q，K，10，4|， 并 决定 增加 赌注 。 庄 家 持 
{iQ, Q, J, 10, 9}; 

b) 你 持 三 张 K， 并 决定 增加 赌注 。 庄 家 持 三 带 二 ; 

c) 你 持 三 带 二 ， 并 决定 增加 赌注 。 庄 家 持 三 张 。 


鲍 才 一 豆 恼 号 ， 苦 驴 彩 名 
与 考 盘 迟 厚 


赌 ” 己 


赌 马 业 伴 随 着 赛马 业 一 同 兴盛 ， 赛马 业 的 收入 70% 来 自 
于 赌博 。 针 对 赛马 的 赌博 行为 兴起 于 约克 郡 ， 历 中 可以 追溯 到 
16 世 纪 。 有 据 可 查 的 最 早 的 职业 赛马 者 是 哈里 : 奥 当 ， 他 在 
1794 年 开展 了 赛马 业务 。1853 年 ， 赌 蕊 业 被 取缔 ， 只 有 直接 
参加 赛马 的 人 才 有 权 赌 马 。 而 且 赌 注 必 须 使 用 银行 票据 ， 下 注 
行为 必须 通过 书信 、 电 话 或 电报 完成 。 很 明显 ， 这 些 规定 把 参 
与 者 限定 在 富有 阶层 中 。 当 然 ， 这 些 参与 者 可 以 派 人 到 大 街 上 
搜罗 想 赌 马 的 人 ， 接 受 他 们 的 现金 赌注 ， 蔡 他 们 下 注 。1960 
年 ， 赔 博 业 合法 化 ， 地 下 赌博 市 场 迅 速 衰退 ， 而 同时 贿赂 警 
察 、 诈 骗 保险 金 、 团 伙 暴 力 等 犯罪 行为 迅速 兴盛 。 

最 初 政 府 不 对 赌博 行为 征 税 ， 赠 博 公司 公开 营业 ， 不 必 担 
心 来 自 犯 罪 团伙 的 不 正当 竞争 。 但 随后 政府 开始 征收 赌博 税 ， 
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并 且 税 率 越 来 越 高 。1978 年 ， 皇 家 赌博 调查 团 指出 ， 过 高 的 
赌博 税 将 迫使 赌 傅 业 再 次 转 人 地 下 状态 ， 破 二 政府 规 范 赌博 业 
的 企图 。 此 后 ， 政 府 降低 了 赌博 税 。 现 在 的 规定 是 ， 赌 博 中 的 
获胜 者 缴纳 赌博 收入 的 9%。 这 个 比例 比 1981 ~ 1996 年 的 比例 
低 很 多 ,但 仍然 有 人 认为 这 个 税率 超过 了 市 场 承 受 力 。 为 了 鼓 
励 赛马 业 的 发 展 ， 政 府 规定 赌 马 免税 . 

现在 英国 有 8 000 多 家 赌博 公司 ， 其 中 的 40% 规 模 较 小 ， 
而 其 他 赌博 公司 则 是 属于 四 家 大 型 赌博 公司 的 子 公 司 ， 最 大 的 
两 家 赌博 公司 是 莱 德 布 洛 克 公 司 和 威廉 : 希 尔 公 司 。 除 财 马 以 
外 ， 赛 马 彩 票 和 足球 也 是 赌博 公司 的 主要 业务 。 大 英 帝 国 彩 票 
兴起 以 后 ， 赌 搏 公司 的 业务 受到 很 大 的 冲击 ， 几 家 大 型 赌博 公 
司 联合 起 来 开展 了 与 大 黄帝 国 彩票 类 似 的 业务 。 赌 博 公司 的 业 
务 包罗 万 象 ， 你 甚至 可 以 针对 你 的 孩子 所 在 的 运动 队 的 成 绩 下 
注 。 但 是 如 果 你 想 赌 海湾 战争 爆发 的 日 期 ,没有 哪 家 赌博 公司 
肯 接 受 你 的 下 注 。 

赌博 公司 针对 每 个 业务 规定 不 同 的 赔 率 。 赔 率 通常 表示 为 
5:1],，4:6，15:8 之 类 的 形式 。 你 肯定 已 经 知道 这 些 比例 的 含 
义 ， 不 过 为 避免 混乱 ， 我 还 是 明确 一 下 :“:” 后 面 的 数字 表示 
顾客 的 赌注 额 ,“:” 前 面 的 数字 表示 顾客 在 获胜 的 情况 下 赢得 
的 奖金 。 例 如 ， 某 匹 马 赔 率 为 4:6， 意 思 是 如 果 你 下 6 英镑 峙 
注 ， 而 这 匹 马 果 然 获 胜 ， 则 你 的 奖金 额 为 4 英镑 。 

赌博 公司 根据 自己 的 判断 确定 赔 率 。 假 设 某 一 场 赛马 中 只 
有 两 匹 马 (a 和 b) 参赛 ， 赌 博 公司 认为 两 丐 马 的 胜率 分 别 为 
70% 和 30%， 但 是 赌博 公司 绝 不 能 规定 两 匹 马 的 赔 率 为 3:7 和 
7:3。 赌 博 公 司 必须 使 赔 率 对 自己 有 利 ， 以 确保 利润 。 比 如 说 ， 
赌博 公司 可 以 规定 a 的 赔 率 为 1:3， 而 b 的 赔 率 为 2:1。 如 果 
某 个 顾客 对 两 匹 马 的 胜率 的 佑 计 与 赌博 公司 的 估计 相同 ， 他 会 
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认为 这 两 匹 马 都 不 值得 下 注 。 然 而 很 可 能 有 另 一 个 顾客 认为 a 
的 胜率 高 于 75%， 此 人 会 认为 1:3 的 赔 率 是 对 他 有 利 的 。 就 长 
期 而 言 ， 如 果 他 的 判断 是 正确 的 ， 他 会 有 所 收益 。 另 外 ， 可 能 
有 人 认为 b 的 胜率 高 于 1/3， 这 个 人 会 乐于 接受 b 的 赔 率 。 
赠 率 一 定 被 设计 成 对 赌博 公司 有 利 的 形式 。 我 们 用 “收益 
率 ” 这 个 概念 表示 赔 率 对 赌博 公司 有 利 的 程度 。 赌 场 的 收益 率 
越 高 ， 顾 客 在 赌博 中 越 难 获 利 。 我 们 用 赛马 中 的 例子 说 明 如 何 
计算 赌博 公司 的 收益 率 。 假 定 -… 场 赛马 中 有 n 匹 马 参 赛 。 如 果 
第 一 匹 马 的 赔 率 为 x:y， 则 用 y/ (x + y) 表示 这 匹 马 的 收益 
率 。 分 别 计算 出 n 匹 马 的 收益 率 ， 并 把 这 n 个 数 加 在 一 起 ， 得 
到 的 和 一 定 大 于 1， 超出 1 的 部 分 就 是 赌博 公司 在 这 场 赛马 中 
的 收益 率 。 例 如 ， 在 我 们 刚才 讨论 的 例子 中 ， 马 a 的 赔 率 为 1 
:3， 于 是 其 收益 率 为 3/ (1+3) =0.75; 而 马 b 的 赔 率 为 2: 1 ， 
于 是 其 收益 率 为 1/ (2+1) =0.3333。 两 个 值 的 和 为 0.75 + 


0.333 3 = 1.083 3， 所 以 ， 赌 博 公 司 在 这 场 赛马 中 的 收益 率 为 : 


8.33%。( 事 实 上 赌博 公司 的 利润 率 比 收 益 率 略 低 一 点 。 假 设 
有 75 英镑 押 马 a 获胜 ， 而 33.33 英镑 押 马 b 获胜 ， 则 无 论 哪 匹 
马 获胜 赌博 公司 的 支出 额 都 是 100 英镑 ， 而 赌博 公司 的 收入 是 
108.33 英镑 ， 所 以 赌博 公司 的 利润 率 为 8.33/108.33 =7.7%， 
略 低 于 8.33%。 不 过 收益 率 可 以 帮助 我 们 很 好 地 估计 利润 
率 。) 在 一 场 足 球赛 中 ， 如 果 主 队 获 有 性、 客队 获胜 及 平局 这 三 
种 结果 的 赔 率 分 别 为 5:6，11:4，9:4， 则 赌博 公司 的 收益 率 为 
6/11+4/15+4/13 -1=0,.119 8， 接 近 12%。 在 大 英 帝 国 马 赛 
中 ， 参 赛 的 马 非常 多 ， 比 赛 结 果 的 不 确定 性 相当 大 ， 赌 博 公司 
的 收益 率 也 非常 高 。 赌 博 公司 在 选择 赔 率 时 需要 均衡 考虑 ， 太 
高 的 收益 率 会 挫伤 顾客 的 参与 热情 ， 而 太 低 的 收益 率 则 会 使 赌 
博 公司 面临 亏本 的 风险 。 赛 马 的 收益 率 经 常 以 赛马 彩票 的 收益 
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率 为 参照 ， 后 者 的 收益 率 通常 是 19%。 

赌场 在 一 个 业务 中 的 收益 率 不 可 能 是 负数 。 假 设 有 一 场 足 
球赛 ， 赌博 公司 规定 : 主队 获胜 、 平 局 和 客队 获胜 这 三 种 结果 
对 应 的 赔 率 分 别 是 6:5、11:4 以 及 11:4， 此 时 赔 场 的 收益 率 是 
负数 。 一 个 顾客 可 以 用 75 英镑 押 主 队 获 有 性， 用 44 英镑 押 平 
局 ,另外 用 44 英镑 押 客 队 获 胜 。 这 样 ， 无 论 比 赛 的 实际 结果 
如 何 ， 这 个 顾客 都 可 以 保证 有 2 英镑 的 进账 。 如 果 这 个 顾客 把 
赌注 额 扩大 1 000 倍 ， 这 就 是 一 笔 不 容 忽视 的 财富 。 赌 博 公 司 
决 不 允许 这 样 的 局 面 出 现 。 当 然 ， 有 时 候 赌博 公司 会 把 针对 某 
一 个 事件 的 收益 率 设 计 为 负数 ， 但 背后 的 圈套 是 通过 其 他 业务 
挽回 损失 ， 并 狠 狠 地 赚 一 把 。 

有 时 候 ， 在 一 场 比赛 中 某 一 匹 马 获胜 的 可 能 性 很 大 。 此 时 
赌 捕 公 司 将 设计 一 种 赔 率 抵消 这 匹 马 对 赌博 结果 产生 的 影响 ， 
在 这 种 情况 下 会 出 现 赔 率 为 负数 的 情况 。 例 如 ， 在 一 场 比 赛 中 
赌博 公司 的 收益 率 为 12% ， 而 这 场 比赛 中 马 A 获胜 的 可 能 性 
很 大 ， 所 以 赌博 公司 把 马 A 获胜 的 赔 率 设计 成 对 本 公司 非常 
有 利 的 形式 ， 规 定 这 匹 马 获胜 的 赔 率 为 6:4， 于 是 在 这 匹 马上 
赌博 公司 的 收益 率 高 达 4/ (4+6) = 40%。 但 是 在 整体 上 赚 
博 公 司 的 收益 率 仅 为 12% ， 所 以 在 其 他 马 身 上 赌博 公司 的 收 
益 率 就 是 负数 ， 即 - 28% 。 在 这 种 情况 下 ， 如 果 你 小 心地 把 赠 
注 押 在 马 A 以 外 的 其 他 马 身 上 ， 你 可 能 赚 一 笔 钱 。 总 之 ， 这 
种 设计 的 目的 是 抵消 马 A 的 高 胜率 对 赌博 结果 的 影响 。 如 果 
你 偏偏 愿意 在 马 A 上 下 重 注 (明知 道 这 种 情况 对 赌博 公司 有 
利 )， 那 也 由 你 。 

正如 在 轮 盘 赌 中 赌场 老板 总 是 千方百计 地 使 每 个 数字 出 现 
的 概率 相等 ， 财 博 公 司 也 精心 地 设计 每 一 匹 马 的 赔 率 ， 使 得 无 
论 顾 客 在 哪 一 匹 马 上 下 注 情 况 总 是 对 赌博 公司 有 利 。 下 面 这 个 
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故事 可 以 帮助 你 理解 这 个 问题 : 

1996 年 9 月 28 日， 个 名 叫 弗 朗 凯 :底特律 的 骑 师 在 埃 斯 
科 特 赛 马 会 上 夺 得 全 部 的 七 块 金牌 。 在 此 之 前 ， 高 顿 ' 理 查 德 
在 1933 年 曾 连 续 获 胜 12 次 ， 但 有 一 些 比 赛 高 顿 没有 参加 ; 另 
外 ， 一 个 叫 威 利 :卡尔 松 的 骑 师 曾 在 1990 年 的 纽 科斯 特 赛马 会 
上 夺 得 金 部 七 块 金 牌 中 的 六 块 。 然 而 ， 弗 朗 世 . 底 特 律 的 辉煌 
成 就 是 史无前例 的 。 对 于 赌博 公司 而 言 ， 这 是 十 足 的 灾难 ， 据 
估计 ， 赌 博 公 司 因此 损失 了 4 000 万 英镑 ， 赌 博 公司 的 发 言 人 
声称 : “一 名 骑 师 夺 得 五 块 金 牌 就 足以 使 赠 博 公司 蒙受 重大 损 
失 ; 年 得 六 块 金牌 就 意味 着 灾难 ; 如果 夺 得 七 块 金 牌 ， 我 们 的 
老板 就 只 能 跳楼 了 。” 几 天 之 后 ， 赂 博 公 司 终于 从 乙 梦 中 缓 过 
神 来 公开 赞 扬 弗 朗 遍 :底特律 的 胜利 是 “赛马 史上 最 辉煌 的 
成 就 。4 000 万 英镑 的 奖金 全 部 竞 现 ， 各 大 媒体 争 相 报道 这 一 
事件 ， 并 且 向 赌博 公司 免费 提供 宣传 版 面 。 弗 朗 凯 :底特律 事 
件 剧烈 地 刺激 了 国民 参与 赌 马 的 兴趣 。 

许多 因素 次 在 一 起 造就 了 赌博 公司 的 灾难 。 第 一 个 因素 是 
骑 师 本 人 。 弗 朗 凯 .底特律 是 一 个 罕见 的 天 才 ， 深 受 广大 赌 马 
者 的 爱戴 。 弗 朗 凯 .底特律 的 每 一 次 出 场 都 吸引 了 巨额 赌注 ， 
无 论 他 骑 哪 匹 马 。 许 多 与 弗 朗 凯 .底特律 同 场 参 赛 者 也 愿意 在 
弗 朗 凯 :底特律 身上 下 注 。 在 历史 上 ， 还 没有 哪个 骑 师 像 他 那 
样 鼓舞 下 注 者 的 热情 ; 第 二 个 因素 是 比赛 规格 。 埃 斯 科 特 赛马 
会 是 英国 最 重要 的 赛事 之 --， 这 种 档次 的 比赛 总 是 吸引 大 量 的 
参 赌 者 ; 第 三 个 因素 是 电视 台 的 影响 。BBC 公司 对 这 场 赛事 进 
行 现 场 直播 ， 这 也 是 直接 吸引 赌 马 者 的 重要 原因 。 

在 比赛 之 有 前， 赌博 公司 的 专家 估计 底特律 可 能 赢得 七 场 比 
赛 中 的 两 场 ， 最 多 不 会 超过 三 场 。 在 七 场 比赛 中 ， 只 有 一 场 底 
特 律 被 赌博 公司 当做 夺标 的 热门 ， 并 设计 了 对 赌博 公司 有 利 的 
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赔 率 ， 而 在 为 外 三 场 比赛 中 ， 赌 博 公 司 对 底特律 规定 的 赔 率 达 
到 10:1 其 至 更 高 。 赌 马 者 既 可 以 在 场 外 下 注 ， 也 可 以 在 场 内 
下 注 。 如 果 赌 马 者 下 注 的 时 间 较 早 ， 则 只 能 按照 赌博 公司 已 经 
规定 的 赔 率 下 注 ; 可 是 在 临近 比赛 开始 时 ， 赌 马 者 要 按照 即时 
赔 率 下 注 。 某 一 场 比赛 的 即时 赔 率 是 这 一 场 比赛 开始 之 前 ， 根 
据 比 赛 进行 的 情况 临时 决定 的 。 在 比赛 的 当天 ， 现 场 有 六 七 个 
赌 马 经 纪 人 负责 处 理 客户 的 场 内 下 注 ， 赌 博 公 司 根据 这 几 个 经 
纪 人 的 收 支 情况 决定 即时 赔 率 。 赌 博 公 司 在 全 国 各 地 设立 了 很 
多 代办 处 接受 投注 ， 绝 大 多 数 投注 行为 是 在 场 外 进行 的 ， 不 对 
即时 赔 率 产生 直接 影响 。 各 个 代办 处 与 场 内 保持 密切 的 通讯 联 
络 ， 根 据 自己 的 情况 要 求 公 司 调整 即时 赔 率 。 

赌博 公司 事先 规定 的 赔 率 反映 了 他 们 对 比赛 结果 的 预测 。 
如 果 他 们 发 现 某 一 匹 马 吸 引 了 非常 多 的 赌注 ， 他 们 会 降低 这 匹 
马 的 即时 赔 率 ， 以 抵消 自己 承担 的 风险 。 当 然 ， 他 们 同时 会 提 
高 其 他 马 的 即时 赔 率 ， 以 吸引 客户 继续 投注 。 这 种 行动 需要 协 
凋 数 百 家 场 外 代办 处 ， 难 度 可 想 而 知 。 赌 博 公 司 经 带 发 更， 他 
们 根本 无 法 保证 无 论 比赛 出 现 什 么 样 的 结果 都 可 以 处 于 盈利 状 
态 。 典 型 的 情况 是 这 样 : 某 一 场 比 赛 有 20 匹 马 参加 ， 赌 博 公 
司 可 以 保证 如 果 其 中 的 16 匹 马 中 的 1 匹 效 胜 ， 则 公司 散 利 ; 
如 果 不 幸 另外 4 匹 马 中 的 1 匹 获胜 ， 则 公司 亏本 。 在 极端 情况 
下 ,赌博 公司 只 能 把 希望 寄托 在 1 匹 马 身上 ， 如 果 这 匹 马 获胜 
则 公司 盈利 ， 否 则 认 赔 。 

在 第 一 场 比赛 中 ， 底 特 律 乘 一 匹 名 为 “华尔街 ”的 坐骑 出 
场 。 最 初 这 匹 马 的 赔 率 在 5:2 到 3:1 之 间 变 化 ， 但 在 比赛 开始 
之 前 赔 率 变 成 2:1。 最 终 ， 华 尔 街 超出 第 二 名 半 个 马 身 夺 得 锦 
标 。 这 种 现象 不 足 为 奇 。 第 二 场 比赛 底特律 的 坐骑 名 为 “ 胆 小 
鬼 ， 一 共有 12 匹 马 参加 这 场 角逐 。 当 天 早晨 ， 胆 小 鬼 的 赔 率 
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是 10:1， 在 开赛 之 前 ， 赔 率 增 加 到 12:1。 最 后 胆小鬼 比 第 二 
名 领先 了 一 个 马 头 。 

第 三 场 比赛 在 3 点 20 分 进行 。 这 场 比赛 只 有 七 匹 马 参加 ， 
但 决定 赌博 公司 命运 的 恰好 是 这 场 比赛 。 底 特 律 将 骑 一 匹 名 为 
“敬意 ”的 马 参 赛 。 由 于 底特律 已 经 赢得 了 前 两 场 比赛 ， 赌 马 
者 对 底特律 的 信心 大 增 ， 在 敬意 身上 疯狂 下 注 。 在 这 场 比赛 
中 ， 赌 博 公司 的 整体 收益 率 为 12% ， 敬 意 的 赔 率 是 10:3。 在 
全 部 七 匹 马 中 ， 人 敬意 的 赔 产 与 另 一 匹 马 并 列 第 二 低 。 根 据 赌博 
公司 事先 的 计算 ， 如 果 敬 意 获胜 公司 还 是 可 以 盈利 。 但 是 由 于 
底特律 在 前 两 场 中 获胜 ， 大 批 赌注 增加 在 敬意 身上 ， 局 面 已 彻 
底 改 变 。 最 终 敬 意 超 出 第 -名 一 又 四 分 之 一 个 马 身 。 敬 意 获胜 
之 后 ， 赌 博 公 司 突然 发 现 自己 已 面临 困境 。 数 以 百 万 计 的 电视 
观众 目睹 了 底特律 的 胜利 ， 底 特 律 变 成 一 个 不 可 战胜 的 英雄 。 

3 点 55 分 ， 底特律 于 “ 受 瞄 英 雄 ” 第 四 次 出 场 。 当 天 早 
展 ， 受 助 英雄 的 赔 率 是 14:1， 但 是 在 上 -… 场 比赛 结束 后 的 几 
分 钟 之 内 ， 赔 率 迅 速 跌 到 8:1。 这 场 比 赛 有 26 匹 马 参 加 ， 从 巍 
博 公 司 的 角度 看 ， 这 个 赔 率 已 经 够 保险 的 了 。 在 比赛 开始 之 
前 ， 赔 率 又 跌 到 7:1。 最 后 受 勋 英雄 以 三 个 半 马 身 的 优势 胜出 ， 
同时 赌博 公司 的 亏损 额 以 火箭 的 速度 疯 升 。 对 于 那些 已 经 受理 
的 投注 赌博 公司 无 能 为 力 ， 有 目前 他 们 惟一 能 做 的 事 就 是 狠 狠 地 
降低 底特律 在 以 后 几 场 比赛 中 的 赔 率 。 

赌博 公司 寄 希 望 于 场 内 的 经 纪 人 。 各 大 场 外 代办 处 纷纷 与 
总 部 联络 ， 要 求 调 整 赔 率 。 情 况 非常 危急 ， 赌 博 公司 不 得 不 动 
用 储备 资金 向 客户 支付 奖金 ， 但 是 储备 资金 不 能 立刻 到 位 ， 因 
为 亏损 的 帘 磨 太 大 了 ， 如 果 立 即 动用 储备 资金 ， 储 备 资 爹 会 迅 
速 耗 尽 。 底 特 律 乘 “ 宿 命 ”第 五 次 出 场 时 ， 宿 命 的 赔 率 已 从 原 
来 的 10:3 降 到 7:4， 但 仍然 吸引 了 巨额 赌注 。 底 特 律 又 以 微 昔 
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的 优势 获胜 。 

场 内 经 纪 人 的 努力 还 是 有 成 效 的 。 赌 博 公 司 亏 本 的 命运 无 
法 改变 ， 但 是 由 于 及 时 调整 赔 率 ,他 们 的 损失 人 额 降低 了 不 少 。 
另外 ， 场 内 经 纪 人 自己 也 在 底特律 身上 下 了 重 注 ， 赢 得 了 一 笔 
钱 。 

底特律 连续 获胜 五 次 ， 引 起 了 电视 台 的 关注 。BBC 本 来 计 
划 在 五 点 钟 转播 足球 比赛 ， 现 在 放弃 了 原 定 计 划 ， 继 续 直 播 赛 
马 实 况 。 赛 马场 成 为 全 国 瞩目 的 焦点 。 大 批 赌注 再 次 投向 底 特 
律 ， 赌 博 公 司 不 得 不 再 次 降低 赔 率 。 在 开赛 前 两 分 钟 ， 底 特 律 
的 第 六 匹 坐骑 的 赔 率 为 13:8， 而 最 终 的 赔 率 为 5:4。 底 特 律 第 
六 度 获 胜 ， 领 先 于 第 二 名 四 分 之 湛 个 马 身 。 

最 后 -- 场 比赛 在 五 点 半 举 行 。 底 特 律 乘 “ 富 士 山 绝顶 ”出 
场 。 底 特 律 在 前 一 年 曾 赢得 这 个 比赛 的 冠军 ， 当 时 他 的 坐骑 也 
是 富士 山 绝顶 。 富士 山 绝顶 以 往 的 战绩 不 理想 ， 曾 参赛 五 次 ， 
有 两 次 没有 进入 前 三 名 。 这 场 比赛 有 18 匹 马 参赛 ， 富 士 山 绝 
顶 最 初 的 赔 率 为 12:1。 在 第 四 场 比赛 结束 之 后 ， 赔 率 已 跌 到 
7:1; 在 第 五 场 比赛 结束 之 后 ， 赠 率 又 跌 到 4:1; 当 底特律 第 
六 次 获胜 时 ， 赔 率 竞 然 跌 到 6:4。 场 内 经 纪 人 在 确定 即时 赔 率 
时 ,并 不 考虑 本 公司 在 以 前 的 业务 中 的 盈亏 情况 ， 只 是 根据 自 
己 对 比赛 的 预测 以 及 顾客 的 投注 情况 确定 策略 。 当 赔 率 达到 
7:4 时 ， 场 内 经 纪 人 决定 把 赔 率 提高 一 点 ， 吸 引 更 多 的 赌注 。 
最 终 赔 率 为 2:1。 他 们 这 样 做 是 因为 他 们 不 相信 底特律 会 赢得 
全 部 七 场 比赛 ,在 历史 上 还 没有 人 实现 如 此 辉煌 的 业绩 。( 正 
如 在 轮 盘 赌 中 连续 出 现 10 次 红色 数字 以 后 ， 庄 家 不 相信 下 一 
次 也 出 现 红色 数字 。) 但 是 他 们 想 错 了 。 底 特 律 完成 了 辉煌 的 
七 连 胜 。 

观众 在 欢呼 ， 赌 博 公 司 却 陷 人 无 边 的 烦恼 。 他 们 惟一 的 安 
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合 驶 是 由 于 及 时 调整 即时 赔 率 使 得 损失 减少 了 一 部 分 。 有 些 经 
纪 人 在 庆幸 自己 的 聪明 : 他 们 通过 在 底特律 身上 下 注 自己 赢 了 
一 些 钱 。 有 些 顾 客 下 注 赌 底特律 在 全 部 七 场 比赛 中 获胜 。 赌 博 
公司 事先 规定 的 赔 率 为 23.5 万 :1， 后 来 即时 赔 率 调 整 为 2.5 
万 :1。 这 下 子 赌博 公司 输 惨 了 。 

有 一 个 年 轻 人 用 64 英镑 赌 底特律 赢得 全 部 七 场 比赛 ， 结 
果 一 下 子 诛 回 55 万 英镑 ! 这 个 乐观 的 家 伙 在 第 二 天 中 故 伎 重 


律 只 赢 了 一 场 。 

这 种 罕见 的 情况 使 得 赌博 公司 损失 惨重 ， 但 是 在 200 年 的 
赛马 史上 发 生 一 次 这 种 情况 也 不 奇怪 。 其 实 赌博 公司 的 角色 很 
像 保 险 公 司 : 如 果 保 险 公 司 接受 了 对 于 地 震 、 飓 风 等 天 灾 的 投 
保 ， 而 投保 事件 确实 发 生 〈 虽 然 其 概率 极 低 )， 保 险 公司 只 有 
咬 着 牙 承 担 损失 。 在 这 个 例子 中 ， 赌 博 公司 的 困境 也 是 如 此 。 
他 们 已 尽 了 最 大 努力 ， 但 依然 无 法 逃避 灾难 。 


表 11.1: 第 三 场 比赛 的 盈亏 统计 


参赛 者 | 投注 额 (英镑 ) 即时 赔 率 ”| 理想 的 即时 赔 率 
10 500 
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下 面 我 们 从 赌博 公司 的 立场 出 发 分 析 得 失 情 况 。 以 第 三 场 
比赛 为 例 ， 如 表 11.1 所 示 。 第 --… 列 表示 参赛 的 七 匹 马 ， 第 二 
列表 示 每 匹 马 吸 引 的 赌注 ， 赌 注 总 额 为 58 444 英镑 。 第 三 列 
表示 每 号 马 对 应 的 即时 赔 率 。 夸 论 哪 巨 马 获胜 ， 我 们 都 可 以 很 
容易 地 算出 赌博 公司 的 用 汰 状况 。 例 如， 如 果 马 A 获胜 ， 财 
博 公司 需要 支付 2 二 4 x 10 500 = 34 124 英镑 ， 其 中 包括 退还 给 
获胜 的 客户 的 赌注 。 赌 博 公 司 接 受 的 赌注 总 额 为 58 444 英镑 ， 
所 以 赌博 公司 食 利 38 444 - 34 125 = 24 319 英镑 。 如 果 获 胜 者 
是 C、D 或 E， 赔 博 公 司 盘 利 ; 如 果 获 性 者 是 BE、F 或 G， 财 博 
公司 亏损 。 对 赌博 公司 而 言 ， 最 糟 的 结果 是 马 下 获胜 〈 亏 损 
3.8 万 英镑 )， 最 好 的 结果 是 马 E 获胜 (盈利 36 500 英镑 )。 

如 果 赌 博 公 司 可 以 在 拿 到 所 有 统计 数据 之 后 自由 决定 赔 
率 ， 他 们 最 好 把 赔 率 设计 成 表 中 最 后 --… 列 的 形式 。 在 此 条 件 
下 ， 无 论 比赛 结果 如 何 ， 公 司 都 能 个 利 ， 最 糟 的 结果 是 G 获 
性 ( 租 利 3 400 英镑 )， 最 好 的 结果 是 C 获胜 〈 和 恒利 8 350 英 
镑 )。 

C 就 是 底特律 的 坐骑 一 一 敬意 。 单 从 表 11.1 看 ， 敬 意 获 
胜 对 赌博 公司 有 利 。 但 实际 上 ， 有 很 多 客户 的 赌注 同时 赌 两 场 
或 更 多 场 比赛 的 结果 ， 这 些 赌注 都 与 这 一 场 比赛 的 结果 相关 。 
从 总 体 看 ， 赌 博 公 司 的 亏损 远 远 高 于 收益 。 如 果 把 所 有 赌注 考 
虑 在 内 ， 再 加 上 通讯 效率 的 限制 ， 为 赌博 公司 设计 .个 只 盈 不 
赔 的 理想 赔 率 体系 是 不 可 能 的 。 

我 们 可 以 用 同样 的 方法 分 析 当 天 的 全 部 七 场 比赛 。 忽 略 那 
些 同 时 赌 多 场 比赛 结果 的 赌注 ， 只 考虑 直接 押 在 每 一 匹 马 身 上 
的 赌注 ， 则 在 全 部 93 匹 赛 马 中 ， 有 75 匹 马 的 胜利 意味 着 赌博 
公司 盘 利 ， 而 另外 18 匹 马 的 胜利 意味 着 客户 至 利 。 在 每 场 比 
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赛 中 ， 至 少 有 一 - 匹 马 可 以 使 赌博 公司 亏本 。 

赌 马 者 最 关心 的 问题 是 对 什么 样 的 蕊 下 注 最 有 利 。 比 如 
说 ， 有 一 匹 马 是 夺标 热门 ， 赔 率 为 5:4， 曾 另 一 匹 马 获胜 的 可 
能 性 较 低 ， 但 赔 率 高 达 66:1， 客 户 应 当选 择 哪 匹 马 下 注 ? 1978 
年 的 皇家 委员 会 讨论 过 这 个 问题 的 细节 ， 其 后 一 些 职业 的 统计 
学 专家 和 经 济 学 家 深入 研究 了 类 似 的 问题 ， 最 后 的 结论 是 : 平 
均 而 宫 ， 选 择 赔 率 较 低 的 蕊 更 好 。 

这 个 问题 没有 一 个 简单 的 答案 。 皇家 委员 会 研究 了 25 年 
积累 的 统计 数据 。 得 出 -个 结论 ， 如 果 .- 个 客户 坚持 对 每 一 匹 
赔 率 为 4:6 或 更 低 的 马 下 注 ， 则 总 体 而 音 此 人 可 望 获得 微弱 收 
益 〈 不 考虑 赌博 税 ); 如 果 . -个 客户 坚持 对 每 一 匹 赔 率 在 9:1 
到 20:1 之 间 的 马 下 注 ， 则 平均 而 谊 此 人 将 损失 赌 本 的 35%; 
如 果 一 个 客户 坚持 对 每 一 匹 赔 率 高 于 20: 1 或 更 低 的 马 下 注 ， 
则 平均 而 言 此 人 将 损失 赌 本 的 70% 。 根 据 1973 年 的 统计 数据 ， 
在 4 000 匹 赔 率 为 33:1 或 50:1 的 与 中 ， 只 有 23 匹 获 得 胜利 ， 
在 这 种 胜率 下 ， 即 使 赌博 公司 的 赔 率 为 100:1， 赌 博 公 司 仍然 
可 以 保证 客观 的 利润 。 根 据 最 近 的 统计 数据 ， 如 果 客 户 对 赔 率 
较 低 的 马 下 注 ， 基 本 可 以 保持 收 支 平衡 ， 但 如 果 对 赔 率 达 到 
10:1 或 更 高 的 马 下 注 ， 平 均 将 损失 30% 以上。 

有 几 种 理论 可 以 解释 这 -一 现象 ， 不 过 这 几 种 理论 是 互相 抵 
触 的 。 一 种 理论 的 出 发 点 是 把 赌 马 与 股票 交易 相 类 比 ， 在 所 有 
客户 中 有 一 部 分 人 是 庄家 ， 他 们 可 以 相当 精确 地 预见 哪 一 匹 马 
将 获胜 ， 这 些 人 的 选择 造就 了 一 部 分 马 的 低 赔 率 ， 所 以 低 赔 率 
的 马 胜率 极 高 。 另 一 种 理论 则 分 析 客 户 与 赌博 公司 在 对 抗 中 的 
策略 选择 : 双方 都 把 赌 马 当做 一 种 赌场 游戏 ， 从 整体 上 说 游戏 
规则 对 赌博 公司 有 利 。 赌 博 公司 为 了 赚钱 ， 必 须 吸 引 客 户 下 
注 ， 所 以 在 这 个 游戏 中 赌博 公司 不 能 把 自己 的 优势 设计 得 太 
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大 。 客 户 当然 想 在 游戏 中 赔钱， 但 他 们 的 主要 兴趣 在 十 用 一 笔 
小 赌注 赢得 一 笔 大 奖金 。 所 以 即使 客户 明知 菜 一 匹 马 获胜 的 概 
率 不 足 1%， 他 们 也 乐于 接受 33:1 的 赔 率 ， 而 赌博 公司 当然 不 
会 提供 比 33:1 更 慷慨 的 赔 率 。 从 另 一 个 角度 看 ， 如 果 某 一 匹 
马 在 比赛 中 明显 占 优 ， 胜 率 超过 三 分 之 二 ，1:2 的 赔 率 就 是 对 
客户 有 利 的 。 而 赌博 公司 为 了 吸引 客户 的 兴趣 ， 还 要 把 赔 率 提 
高 一 点 ， 比 如 说 4:7。 这 只 是 非常 粗略 的 描述 ， 实 际 情况 当然 
复杂 得 多 。 赛 马 和 撕 角 子 、 抛 硬币 不 同 ， 精 确 地 判断 某 匹 马 的 
胜率 是 一 门 复杂 的 艺术 。 不 过 赌博 公司 已 经 掌握 了 一 个 简单 的 
真理 : 他 们 的 主要 收入 通常 不 是 来 自 于 那些 出 类 拨 芋 的 骑 师 。 

在 是 球 业 务 中 ,赌博 公司 对 局 面 的 控制 更 加 有 力 。 一 个 典 
型 的 例子 : 在 1997 年 9 月 的 一 个 周末 ， 共 有 66 场 足球 赛 ， 在 
每 场 比赛 中 ， 赌 博 公 司 的 收益 率 都 在 11% 到 13% 之 间 。 投 注 
行为 必须 在 这 一 周 开始 时 完成 。 如 果 在 投注 之 后 的 几 天 之 内 发 
生 了 某 些 意 外 变故 ， 比 如 队员 和 转 会 、 受 伤 等 等 ， 这 些 因 素 都 会 
改变 客户 最 初 对 比赛 结果 的 预计 。 这 些 不 确定 的 因素 是 客户 必 
须 承担 的 风险 。 在 足球 业务 中 赌博 公司 设计 了 一 些 保 护 性 措 
施 。 例 如 ， 如 果 一 个 客户 想 赌 某 一 场 比 赛 的 结果 是 主队 获胜 ， 
则 根据 赌博 公司 的 规定 ， 这 个 客户 必须 同时 预测 至 少 五 场 比赛 
的 结果 ， 只 有 在 这 五 个 预测 都 正确 的 前 提 下 ， 客 户 才能 拿 到 奖 
金 。 这 样 ， 赌 博 公 司 的 利润 同时 来 自 于 五 场 比赛 ， 如 果 在 每 场 
比赛 中 赌博 公司 的 收益 率 为 12%， 则 在 五 场 比 赛 中 收益 率 就 
高 达 76% 。 如 果 一 个 客户 想 赌 某 一 场 比赛 的 结果 是 客队 获胜 ， 
则 这 个 客户 只 需要 同时 预测 三 场 比赛 的 结果 ， 但 这 样 仍然 是 赠 
博 公 司 的 收益 率 高 达 40%。 在 某 种 情况 下 赌博 公司 会 放宽 这 
种 限制 ， 例 如 ， 如 果 一 场 比 赛 将 由 电视 台 现 场 直播 ， 则 允许 客 
户 单独 对 这 一 场 比赛 的 结果 下 注 ， 或 同时 对 两 场 比 赛 下 注 (其 
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中 一 场 是 被 直播 的 比赛 )。 

大 英 帝国 彩票 兴起 以 后 ， 赌 博 公司 感到 了 竞争 的 压力 。 现 
在 他 们 也 接受 对 一 场 比赛 的 投注 。 政 府 规 定 的 赌博 税 高 达 
9% ， 赌 博 公 司 必 须 向 政府 缴纳 全 部 利润 的 40%。 为 了 生存 ， 
赌博 公司 千方百计 地 增加 对 客户 的 吸引 力 . 

法 律 从 未 禁止 赌博 公司 经 营 国 外 彩票 。 爱 尔 兰 足球 彩票 
英国 已 发 行 多 年 ， 每 周 开 奖 两 次 。 几 家 赌博 公司 甚至 联合 起 来 ? 
发 展 了 与 大 英 帝 国 彩 票 形式 相仿 的 业务 。 他 们 从 法 国 买 回 同样 
的 开奖 机 器 ， 并 且 组 织 了 中 立 机 关 监 视 彩 票 的 公正 性 。 

这 种 彩票 的 形式 花哨 而 多 样 ， 但 实质 与 大 英 帝 国 彩票 相 
同 。 客 户 在 和 9 个 号 码 中 选择 号 码 ， 可 以 选 | ~5 个 。 如 果 窜 户 
选择 的 号 码 全 部 出 现 ， 则 赌博 公司 支付 奖金 ， 赔 率 取 决 于 客户 
选择 了 几 个 号 码 。 很 容易 算出 客户 中 奖 的 概率 和 投资 回报 率 ， 
细节 如 表 11.2 所 示 。 

如 果 你 选 3 个 号 码 ， 财 博 公司 的 赔 率 是 S11:1。 假 设 你 选 
择 的 是 12、31 和 41 (其 实 具 体 选 择 哪个 号 码 无 关 紧 要 )，12 
在 结果 中 出 现 的 概率 是 6/49， 在 12 出 现 的 前 提 下 31 也 出 现 的 


4/47， 所 以 你 中 奖 的 概率 为 下 x 让 x 向 = 各。 这 个 值 低 于 
1/920。 由 于 赔 率 为 12:1， 所 以 你 的 投资 回报 率 为 512 x 1 
=0.555 79………- o 
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客户 选择 的 号 码 个 数 | 中 ， 


1/14125 | 656 0:1 | 
~- 一 一 一 | 一 一 一 十 


1/317 814 |999 为 :1 


根据 表 11.1， 你 追逐 的 赔 率 越 高 ， 你 的 损失 越 大 。 在 赔 
率 中 已 经 扣除 了 赌博 税 ， 所 以 如 果 你 用 1 英镑 赢 回 了 512 黄 
镑 ， 你 不 必 再 交 税 。 另 外 ， 赌 博 公 司 规定 了 奖金 额 的 上 限 ， 每 
张 彩票 享有 的 奖金 不 得 超过 25 万 英镑 。 这 是 一 个 保护 性 的 规 
定 。 

这 个 规定 可 以 帮助 我 们 理解 为 什么 赌博 公司 不 允许 同时 选 
6 个 号 码 。 在 第 二 章 中 我 们 已 经 得 出 结论 ， 同 时 选 6 个 导 码 而 
中 奖 的 概率 为 1/14 000 000。 按 照 表 11.1 中 的 规律 外 推 ， 这 种 
彩票 的 赔 率 应 为 3 000 000:1， 也 就 是 说 ， 如 果 客 户 的 投注 额 高 
于 8 便士 ， 奖 金额 就 会 超出 预先 规定 的 上 限 。 一 次 偶然 事件 的 
发 生 就 可 能 导致 赌博 公司 和 亏本， 赌博 公司 的 宗旨 是 远离 风险 。 


你 可 以 利用 赌博 公司 赚钱 吗 ? 


许多 赌 马 者 相信 自己 可 以 通过 赌 马 发 家 致富 (正如 陀 思 妥 
耶 夫 斯 基 相 信 自己 可 以 在 轮 盘 赌 中 制胜 )。 通 过 赌 马 赚 钱 需 要 
两 个 前 提 : 丰富 的 知识 (精确 地 判断 各 种 局 面 对 自 己 的 有 利 程 
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度 ) 和 坚强 的 意志 〈 控 制 自己 冷静 地 下 注 )。 即 使 你 已 经 具备 
了 这 两 个 条 件 ， 你 还 需要 解决 一 个 问题 ， 如 果 你 已 确 知 赌 茶 匹 
马 对 你 有 利 ， 你 应 当 投入 多 少 赌注 ? 

约翰 .L: 克 里 在 他 的 著作 中 国 答 了 这 个 问题 。 粗 看 起 来 ， 
既然 局 面 对 你 有 利 ， 你 应 当 人 在 这 个 赌博 中 投入 自己 的 全 部 资 
金 ， 以 获得 最 大 回报 。 但 从 长 远 看 ， 这 种 策略 一 定 是 失败 的 。 
因为 只 要 一 次 不 利 的 局 面 出 现 就 会 使 你 血本 无 归 ， 而 不 论 不 利 
的 局 面 出 现 的 概率 多 么 微小 ， 长 期 而 言 不 利 的 局 面 迟 早 会 出 
现 。 最 佳 策略 一 定 要 比 孤 注 - 掷 谨 愤 。 

克 里 提 供 的 最 佳 策略 是 ， 让 每 次 投入 的 赌注 在 更 有 的 全 部 
资金 中 占有 固定 的 比例 。 如 果 赌 博 确 实 对 你 有 利 ， 应 用 这 种 策 
上 略 可 以 使 你 的 资金 旦 几何 级 数 增长 ， 就 像 放 高 利 贷 一 样 。 当 
然 ， 这 个 比例 的 选择 是 有 技巧 的 。 如 果 比 例 太 低 ， 那 么 你 的 资 
金 增 长 速度 会 非常 缓慢 ; 如 果 比 例 太 高 ， 你 就 要 面 对 亏 本 的 风 
险 。 一 个 适当 的 比例 意味 着 在 速度 和 风险 之 间 取 得 完美 的 均 
衡 ， 以 确保 利益 最 大 化 。 克 里 的 结论 是 : 这 个 比例 应 当 等 于 你 
在 赌博 中 的 优势 的 大 小 。 例 如 ，-- 匹 马 获 寿 的 概率 为 51% ， 
失败 的 概率 为 49% ， 赔 率 为 1:1， 则 你 的 优势 为 2% ， 你 应 当 。 
拿 出 所 有 资金 的 2% 赌 这 匹 马 获胜 。 如 果 这 匹 马 获胜 的 概率 为 
55%， 则 你 的 优势 为 0%， 此 时 你 应 当 拿 出 所 有 资金 的 10% 
下 注 。 长 期 而 言 ， 这 种 策略 的 收益 最 大 。 

你 必须 耐心 地 赌 许 多 轮 。 在 这 个 过 程 中 ， 你 可 能 遇 到 多 次 
挫折 。 如 果 一 匹 马 的 胜率 为 31% ， 而 你 遵循 最 佳 策略 每 次 下 
注 2% ， 则 你 的 资金 平均 每 轮 增长 0.02% ; 如 果 一 匹 马 的 胜率 
为 55%， 而 你 每 次 下 注 10% ， 则 你 的 资金 平均 每 轮 增长 
0.5%。 你 当然 可 以 提高 下 注 的 比例 ， 这 样 资金 增长 的 速度 会 
提高 ， 但 同时 你 破产 的 概率 也 增加 了 。 
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当 赔 率 不 是 1:1 时 ， 你 计算 优势 的 算法 要 了 略 作 调 整 。 比 如 
说 ， 某 一 匹 马 的 赔 率 为 3:1， 而 这 匹 马 获胜 的 概率 高 于 25%， 
则 赌 这 匹 马 获胜 显然 对 你 有 利 ， 但 是 你 的 优势 是 多 少 呢 ? 计算 
方法 很 简单 。 假 定 这 匹 马 获胜 的 概率 为 28%， 则 你 获胜 的 概 
率 为 28 多， 失败 的 概率 为 72%， 你 的 优势 是 28% -72%/3 = 
4%。 所 以 每 次 你 应 当 投入 全 部 资金 的 4%。 

另外 两 个 例子 : 如 果 你 获胜 的 概率 为 34% ， 而 赔 率 为 2: 
1， 则 你 的 优势 为 34% - (1 -34%) /2=1%， 即 每 次 你 应 投 
人 全 部 资金 的 1%; 如 果 你 获胜 的 概率 为 70% ， 而 赔 率 为 1:2， 
则 你 的 优势 为 70% ~ (1 -70%) 2= 10%， 即 你 每 次 应 投入 全 
部 资金 的 10%。( 其 实在 这 两 个 例子 中 算法 完全 一 样 ， 赔 率 为 
1:2 也 就 是 1/2:1， 而 乘 以 2 也 就 是 除 以 1/2.) 

应 用 克 里 的 策略 时 需要 注意 两 种 特例 。 第 一 种 特例 是 你 在 
实际 应 用 这 一 策略 时 可 能 遇 到 小 麻烦 。 比 如 说 ， 你 的 赌 本 是 1 
英镑 ， 而 根据 克 里 的 策略 每 次 你 要 投入 10% 的 资金 。 第 一 次 
你 投资 10 便士 ， 如 果 投 资 失 败 ， 你 还 剩 下 90 便 土 ; 第 二 次 你 
的 投资 额 应 当 是 8.1 便士 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 你 到 哪 去 找 0.1 
便士 呢 ? 在 你 的 赌 本 数额 非常 大 时 ， 你 也 可 能 遇 到 这 种 麻烦 。 
克 里 对 这 种 情况 的 建议 是 把 你 的 投资 额 减 少 --- 点 点 。 如 果 投 资 
额 的 计算 结果 是 8.1 便士 ， 你 就 投资 8 便士 ; 如 果 投 资 额 的 计 
算 结 果 是 8.9 便士 ， 你 就 投资 8 便士 ， 当 你 的 全 部 资金 不 足 10 
便士 时 ， 你 的 投资 额 的 计算 结果 低 于 1 便士 ， 你 的 投资 额 就 是 
0， 此 时 你 可 以 认为 你 已 经 破产 。 即 使 在 对 客户 有 利 的 赌局 中 ， 
客户 血本 无 归 的 情况 也 时 有 发 生 。 

第 二 种 特例 是 为 了 增加 保险 系数 。 克 里 的 策略 可 以 保证 投 
资 回 报 率 最 高 ， 但 是 有 些 客户 更 加 关心 如 何 降低 破产 的 风险 。 
他 们 的 方法 是 每 次 投入 的 赌注 都 比 克 里 建 议 的 略 小 一 点 。 这 样 
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做 的 结果 是 使 得 资金 增长 的 速度 降低 ， 但 风险 确实 得 到 了 进 一 
步 的 控制 。 在 上 一 种 特例 中 ， 克 里 建议 把 8.1 便士 和 8.9 便士 
都 调整 为 8 便士 ， 就 是 基于 这 种 考虑 。 当 然 你 也 可 以 使 每 次 投 
人 的 赌注 都 比 克 里 建议 的 略 大 一 点 ， 这 样 资金 增长 的 速度 将 增 
加 ， 代 价 是 破产 的 概率 同时 上 升 。 

面 对 一 场 具 体 的 比赛 时 ， 有 时 你 会 发 现 对 你 有 利 的 马 不 只 
一 亚 。 比 如 说 ， 有 两 丐 马 获胜 的 概率 都 是 20%， 而 赔 率 分 别 
为 4:1 和 53:1， 显 然 ， 对 这 两 匹 马 下 注 都 是 有 利 可 图 的 。 这 种 
情况 也 在 克 里 的 讨论 之 列 。 他 的 结论 是 ， 你 应 当 同 时 在 这 两 匹 
马 身 上 下 注 。 克 里 分 析 了 在 一 般 情况 下 如 何 下 注 才 能 使 资金 增 
长 的 速度 最 大 化 ， 但 是 结论 出 平 很 多 赌 徒 的 意料 为 了 使 资金 
增长 的 速度 达到 最 大 ， 有 时 候 你 应 当 在 那些 对 你 不 利 的 马 身上 
下 注 。 

你 觉得 这 个 结论 难以 接受 吗 ? 考 虑 这 个 例子 : 一 场 比赛 有 
5 还 马 (A，B, C, D 和 EE) 参加 ， 赔 率 分 别 为 13:8，9:4, 9: 
2，5:1 和 20:1，( 在 这 场 比赛 中 ， 赌 博 公司 的 收益 率 为 8% 。) 
而 你 估计 这 5 匹 马 的 胜率 分 别 为 40%、30%、20%、8% 和 
2%。 很 明显 ，A 和 C 的 赔 率 对 你 有 利 ， 而 B、D 和 玉 的 赔 率 
对 你 不 利 。 克 里 认为 ， 最 佳 的 下 注 方式 是 同时 在 A、B 和 C 上 
下 注 。 

克 里 用 到 的 数学 工具 比较 复杂 ， 我 不 想 在 这 里 讨论 其 中 的 
细节 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 钴 研 附 录 5。 克 里 提供 的 策略 是 每 次 
拿 出 全 部 资金 的 23% 下 注 : 10.6 匆 押 马 A，6.25 护 押 马 B，6% 
押 马 C。 这 种 策略 可 以 保证 资金 增长 率 为 0.35%。 如 果 比 赛 重 
复 进行 N 次 ， 而 每 次 你 都 这 样 下 注 ， 则 你 最 终 的 资金 额 为 最 
初 的 (1.003 5)* 倍 。 

假如 这 个 例子 中 马 B 的 赔 率 改 为 2:1， 而 马 A 和 C 的 赔 率 
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不 变 ， 蕊 D 和 玉 q 的 赔 率 略 作 调 整 ， 最 佳 下 注 方案 如 何 ? 克 里 
的 结论 是 只 对 马 A 和 CT 下 注 . 具体 地 说 ， 每 次 拿 出 全 部 资金 
的 5.15% 押 马 A， 同 时 拿 出 3.37% 押 马 C，。 这 样 可 以 保证 资金 
增长 率 为 0.21%。 很 容易 理解 为 什么 你 的 资金 增长 率 隆 低 了 ， 
因为 有 -: 匹 优势 较 人 的 蕊 赔 率 下 调 ， 所 以 你 的 整体 优势 下 降 。 

这 个 例子 说 明 精 确 计算 的 结果 往往 与 直觉 相悖 。 当 马 了 
的 赔 率 为 9:4 时 ， 你 同时 在 包 A、B 和 C 上 下 注 ， 这 三 匹 马 中 
的 一 匹 获 胜 的 概率 高 达 90% ， 只 有 在 D 或 下 获胜 的 情况 下 你 
才 赔 本 ， 概 率 员 有 10%， 所 以 你 可 以 大 胆 -- 些 ， 一 次 投 人 全 
部 资金 的 23%; 而 当 马 B 的 赔 率 为 2:1 时 ， 你 只 在 马 A 和 (C 
上 下 注 ， 你 获 利 的 概率 只 有 60%， 所 以 你 的 投资 应 当 更 加 谨 
慎 ， 每 次 仅 投 入 全 部 资金 的 8.5%。 

由 于 马 B 的 胜率 为 30%， 所 以 当 马 B 的 赔 率 低 于 7:3 时 
单独 对 马 B 下 注 是 不 利 的 。 但 是 9:4 与 7:3 非常 接近 ， 事 实 
上 ， 同 时 对 马 A、B 和 C 下 注 反 而 使 资金 增长 率 达 到 最 高 。 


赛马 彩票 


赛马 彩票 始 于 1929 年 。 政 府 批 准 赛马 彩票 出 于 两 个 考虑 : 
其 一 ， 提 供 一 种 与 赌博 公司 竞争 的 经 营 形式 ; 其 二 ， 让 赛马 业 
通过 彩票 获得 资金 支持 。 赛 马 彩 票 的 奖金 分 配 规则 与 足球 彩票 
类 似 ， 在 全 部 销售 收入 中 取出 比例 固定 的 一 部 分 作为 发 行 机 关 
的 利润 和 经 营 成 本 ， 其 他 部 分 则 作为 奖金 返还 购买 者 。 当 一 个 
人 购买 赛马 彩票 时 ， 实 际 上 他 是 在 同 其 他 的 购买 者 对 抗 ,因为 
发 行 机 构 最 终 支 付 的 奖金 份额 是 固定 的 。 发 行 机 构 绝 无 亏本 的 
风险 ， 因 为 总 奖金 额 必然 低 于 总 投注 额 。 
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下 面 是 一 个 典型 的 例子 : 鲍 勃 想 买 下 … 场 马赛 的 彩票 ， 这 
场 比 赛 有 10 匹 马 参加 。 在 下 注 窗 口 的 上 方 有 一 个 电视 屏幕 ， 
当前 的 彩票 销售 情况 随时 显示 在 屏幕 上 。 通 过 屏幕 显示 的 数 
据 ， 可 以 估计 出 每 种 下 注 方式 对 应 的 赔 率 。 在 销售 的 早期 ， 这 
些 数据 变化 得 很 厉害 。 鲍 勃 是 一 个 谨慎 的 人 ， 他 耐心 地 研究 这 
些 数据 ， 在 比赛 开始 前 的 最 后 几 分 钟 ， 他 确定 了 一 种 他 认为 最 
有 利 的 下 注 方 式 。 他 用 两 英镑 买 “ 甲 虫 炸弹 ”， 同 时 押 这 匹 马 
夺冠 和 进入 前 三 名 。 

在 这 一 轮 彩 票 销售 结 来 之 后 ， 发 行 机 关 的 统计 结果 是 ， 共 
有 5 000 英镑 押 某 匹 马 夺冠 ，3 900 英镑 押 某 匹 马 进入 前 三 名 。 
在 第 一 笔 财 注 中 ， 发 行 机 关 要 扣除 16%， 在 第 二 笔 赌注 中 ， 
发 行 机 关 要 扣除 24%， 扣 除 的 部 分 作为 发 行 机 关 的 经 营 成 本 
和 利润 。 在 这 两 笔 赌注 中 ， 剩 下 的 份额 分 别 是 4 200 英镑 和 
2 964 英 镑 。 这 些 钱 就 是 支付 给 购买 者 的 奖金 。 最 后 甲虫 炸弹 
夺冠 。 

鲍 勃 得 到 多 少 奖金 取决 于 有 多 少 人 和 他 分 享 奖金 。 假 设 在 
这 一 轮 中 共有 1 000 英镑 的 赌注 押 甲 虫 炸弹 夺冠 ， 而 对 应 的 奖 
金额 为 4 200 英镑 ， 所 以 每 1 英镑 的 赌注 享有 4.20 英镑 的 奖 
金 。 鲍 勃 投 入 了 2 英镑 的 赌注 ， 所 以 他 得 到 8.40 英镑 的 奖金 。 
如 果 在 这 一 轮 中 只 有 100 英镑 的 赌注 押 甲 虫 炸弹 夺冠 ， 则 每 1 
英镑 的 赌注 享有 的 奖金 额 上 升 到 42 英镑 ， 鲍 勃 收入 84 英镑 。 

那些 押 某 匹 马 进 和 前 三 名 的 赌注 用 同样 的 方式 处 理 。 全 部 
奖金 额 为 2964 英镑 ， 但 进入 前 三 名 的 马 有 三 匹 ， 所 以 冠军 、 
亚军 和 季军 分 别 对 应 988 英镑 的 奖金 。 假 设 共 有 500 英镑 的 赠 
注 押 甲虫 炸弹 进入 前 三 名 ， 则 在 这 些 赌注 中 每 1 英镑 赌注 对 应 
的 奖金 额 为 988/500， 约 等 于 1.9 英镑 。 鲍 勃 投 和 人 的 赌注 为 2 
英镑 ， 所 以 他 的 收入 是 3.8 英镑 。 如 果 只 有 100 英镑 的 赌注 押 
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甲 忠 炸弹 进入 前 三 名 ， 则 每 1 英镑 赌注 对 应 的 奖金 额 上 升 到 
9.8 英镑 。 押 在 亚军 和 季军 身上 的 赌注 的 赔 率 可 能 比 冠 军 高 。 

这 种 规则 可 能 造就 令 人 妨 众 的 结果 。 在 这 个 例子 中 ， 如 果 
押 甲 虫 炸弹 夺冠 的 赌注 为 1 000 英镑 ， 而 押 这 匹 马 进入 前 三 名 
的 赌注 只 有 100 英镑 ， 结 果 是 押 这 匹 马 什 冠 的 回报 率 为 4.20: 
1, 但 押 这 匹 马 进入 前 三 名 的 回报 率 却 高 达 9.80:1。 这 种 事 在 
美国 发 生 过 。 那 是 1973 年 ， 一 匹 名 为 “秘书 处 ”的 马 在 一 场 
比赛 中 轻松 获胜 。 如 果 你 用 2 美元 押 这 匹 马 夺 冠 ， 你 的 奖金 为 
2.20 美 元 ,但 如 果 你 用 2 美元 押 上 这 匹 马 进 入 前 三 名 ， 你 的 奖 
金 为 2.40 美 元 。 有 些 聪明 的 购买 者 预见 到 这 种 局 面 ， 他 们 明 
知 这 匹 马 夺冠 的 可 能 性 极 高 ， 但 并 不 押 这 匹 马 夺冠 ， 而 是 押 这 
匹 马 进入 前 三 名 。 当 参赛 的 马 有 5 ~7 匹 时 ， 购买 者 可 以 押 某 
匹 马 进入 前 两 名 ; 当 和 参赛 的 马 有 8~ 15 匹 时 ， 购 买 者 可 以 押 某 
匹 马 进入 前 三 名 ; 当 参 赛 的 马 有 16 匹 或 更 多 时 ， 购 买 者 可 以 
押 某 匹 马 进入 前 四 名 。 

如 果 你 押 某 匹 马 夺冠 ， 你 的 投资 回报 率 为 84% ; 如 果 你 
押 某 匹 马 进 入 前 几 名 ， 你 的 投资 回报 率 为 76% 。 如 果 你 按 其 
他 方式 下 注 ， 你 的 投资 回报 率 在 71% 到 74% 之 间 。 如 果 一 个 
购买 者 预测 当天 的 前 六 场 比赛 的 冠军 ， 并 且 预 测 正确 ， 则 此 人 
获得 头 奖 。 如 果 某 一 天 没 产生 头 奖 ， 则 头 奖 奖金 自动 累加 到 次 
日 的 头 奖 奖金 额 中 。 这 个 规定 和 大 英 帝 国 彩 票 中 的 规定 相同 。 

如 果 赛 马 彩票 提供 的 奖励 力度 为 1 英镑 奖励 12 英镑 ， 情 
况 与 赌博 公司 提供 11:1 的 赔 率 完全 相同 。 有 些 赌 马 者 因此 要 
求 赌博 公司 按照 赛马 彩票 的 赔 率 确定 赔 率 ， 财 博 公 司 拒绝 了 这 
个 要 求 。 赌 博 公 司 的 理由 是 ， 他 们 提供 的 即时 赔 率 比赛 马 彩票 
的 赔 率 更 公平 。 不 过 皇家 委员 会 不 同意 这 个 理由 。 皇 家 委员 会 
指出 ， 赌 博 公司 的 即时 赔 率 不 过 是 根据 -- 些 体育 记者 的 观点 制 
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定 的 ， 而 赛马 彩票 的 赔 率 是 通过 购买 者 的 行为 自动 生成 的 。 


差额 赌博 


差额 赌博 是 一 种 起 步 较 晚 但 发 展 迅 速 的 赌博 形式 。 这 种 财 
博 类 似 于 期 货 交 易 。 比 较 -- 下 期 货 交 易 市 场 中 的 例子 ， 有 一 批 
咖啡 豆 将 在 六 个 月 内 到 货 ， 期 货 市 场 内 的 价格 为 1 500 ~ 1 600 
英镑 。1 500 ~ 1 600 英镑 的 含义 是 指 卖 出 方 必须 以 1 500 英镑 
的 价格 出 货 ， 而 买 人 方 必须 以 1 600 英镑 的 价格 进货 。 买 进 
(或 卖 出 ) 的 合同 本 身 是 可 以 在 期 货 市 场 中 买卖 的 。 一 个 人 在 
期 货 交易 中 的 得 失 取 决 于 合同 价格 与 市 场 价格 的 比照 。 如 果 你 
按照 比 市 场 价格 低 的 合同 价格 进货 (或 者 按照 比 市 场 价格 高 的 
合同 价格 出 货 )， 你 就 赚 了 ， 反 之 你 就 亏 了 。 差 额 赌博 的 原理 
与 期 货 交易 相同 ， 差 别 在 于 在 差额 赌博 中 炒作 的 对 象 不 是 咖啡 
豆 的 市 场 价 ， 而 是 体育 竞赛 的 结果 。 

下 面 这 个 例子 是 赌 澳大利亚 板 球 队 在 与 英国 队 对 阵 时 第 一 
局 将 得 多 少 分 。 这 个 交易 的 期 货 价格 为 340 ~ 360， 客 户 可 以 选 
择 买 进 或 卖 出 。 如 果 一 个 客户 A 预测 澳大利亚 队 将 打 得 很 糟 ， 
他 可 以 卖 出 ， 卖 出 价 为 340。 假 设 他 以 2 英镑 /分 的 赌注 卖 出 ， 
而 比赛 的 结果 是 澳大利亚 队 的 得 分 确实 低 于 340 分 ， 他 就 赚钱 
了 ,分 数 每 低 1 分 他 可 以 得 到 2 英镑 。 如 果实 际 得 分 为 300 
分 ， 他 的 收入 为 80 英镑 。 如 果 澳 大 利 亚 队 的 实际 得 分 离 于 340 
分 ， 他 就 亏本 了 ， 分 数 每 高 1 分 他 就 亏损 2 英镑 。 如 果实 际 得 
分 为 450 分 ， 他 亏损 220 英镑 。 相 反 ， 另 外 一 个 客户 B 预测 澳 
大 利 亚 队 将 打 得 很 好 ， 他 可 以 买 进 ， 买 进 价 为 360。 假 设 他 以 
3 英镑 /分 的 赌注 买 进 ， 而 比赛 的 结果 是 澳大利亚 队 的 得 分 确 
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实 高 于 360 分 ， 他 就 赚钱 了 ,分 数 每 高 1 分 他 可 以 得 到 3 黄 
镑 。 如 果实 际 得 分 为 450 分 ， 他 的 收入 为 270 英镑 。 如 果 澳 大 
利 亚 队 的 实际 得 分 低 于 360 分 ， 他 就 亏本 了 ， 分 数 每 低 1 分 他 
就 亏损 3 英镑 。 如 果实 际 得 分 为 300 分 ， 他 和气 损 180 英镑 。 组 
节 见 家 11.3。 

正如 赌 马 活动 的 经 营 者 精心 设计 赔 率 以 对 抗 客户 ， 差 额 赌 
博 的 经 营 者 也 精心 设计 期 货 价格 以 对 抗 参与 者 。 在 差额 赌博 
中 ， 经 营 者 可 以 通过 三 种 情况 获得 利润 ， 

其 一 ， 实 际 结果 恰好 在 期 货 价 格 的 最 高 价 和 最 低 价 之 间 。 
在 刚才 的 例子 中 ， 如 果实 际 得 分 高 于 340 分 而 低 于 360 分 ， 为 
345 分 ， 则 经 营 者 两 面 收 钱 。 选 择 卖 出 的 客户 的 损失 是 “ 卖 出 
量 ” 的 $ 售 ， 选 择 买 进 的 客户 的 损失 是 “有 买 进 量 ” 的 15 倍 ， 
这 些 钱 进 人 经 营 者 的 腰包 。 (这 种 情况 类 似 于 在 期 货 市 场 上 实 
际 价 格 高 于 卖 出 价 而 低 于 买 进 价 ， 买 方 和 卖方 都 受 损 。) 

其 二 ， 客 户 的 “ 买 人 量 ” 与 “ 卖 出 量 ” 持 平 。 如 果 买 进 的 
赌注 总 额 与 卖 出 的 赌注 总 额 都 是 1 000 英镑 ， 则 不 论 最 终 的 实 
际 结果 如 何 ， 经 营 者 都 可 以 保证 盈利 ， 利 润 额 为 买 人 价 与 卖 出 
价 的 差价 乘 以 1 000。 这 种 情况 类 似 于 在 一 场 赛 马 中 如 果 每 匹 
马 吸 引 的 赌注 一 样 多 ， 则 赌博 公司 必然 亚 利 。 在 赌 马 活动 中 ， 
赌博 公司 可 以 通过 变换 赔 率 影响 每 匹 马 吸 引 的 赌注 ， 在 差额 赌 
博 中 经 营 者 也 可 以 通过 调整 期 货 价格 影响 买 人 量 和 卖 出 量 。 比 
如 说 ， 当 经 营 者 发 现 卖 出 量 明 显 高 于 买 进 量 时 ， 他 们 可 以 下 调 
期 货 价 格 ， 从 而 鼓励 买 进 ， 抑 制 卖 出 。 

其 三 ， 经 营 者 比 客户 更 准确 地 预测 比赛 的 结果 。 例 如 ， 某 
一 场 比赛 的 期 货 价 格 为 340 ~ 360， 多 数 客户 认为 买 进 比较 合 
算 ， 买 进 量 为 卖 出 量 的 三 倍 。 这 时 ， 经 营 者 可 以 上 调 期 货 价 
格 ， 比 如 说 把 期 货 价 格调 整 为 390 ~410， 通 过 这 种 行为 抑制 买 
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进 ， 鼓 励 卖 出 。 但 是 经 营 者 不 一 定 采 取 这 种 策略 。 如 果 经 营 者 
认为 客户 的 判断 是 错误 的 ， 他 们 就 会 坚持 最 初 的 价格 。 如 果 最 
终 的 事实 验证 了 经 营 者 的 判断 ， 他 们 就 发 财 了 。 不 过 如 果 经 营 
者 的 判断 是 错误 的 ， 他 们 将 付出 惨重 的 代价 。 在 实际 的 期 货 交 
易 中 ， 这 种 灾难 屡见不鲜 ， 比 如 错误 的 判断 导致 巴林 银行 倒 
闭 。 


表 11.3: 期 货 价格 为 340 ~ 360，A 以 2 英镑 /分 
的 “ 量 ” 卖 出 ，B 以 3 英镑 /分 的 “ 量 ” 买 进 


现 | 


-20 | - 


-i80 | -0 


赌 马 活动 的 经 营 者 在 设计 赔 率 时 必须 保证 对 赌 马 者 的 吸引 
力 ， 同 样 ， 差 额 赌博 的 经 营 者 也 面 对 同 样 的 问题 ， 他 们 必须 保 
证 期 货 价格 同时 对 卖方 和 买方 保持 吸引 力 。 经 营 者 不 可 能 做 到 
每 次 都 赚钱 ， 但 妥善 经 营 可 以 使 他 们 赚 多 赔 少 ， 赚 大 赔 小 ， 这 
样 从 长 期 看 经 营 者 就 可 以 确保 可 观 的 利润 。 确 定期 货 价格 的 实 
际 程 序 是 什么 样 的 呢 ? 请 看 这 个 例子 ; 

经 营 者 要 为 某 一 支 足球 队 在 某 场 比赛 中 的 第 一 次 进 球 的 时 
间 设 计 期 货 价 格 ， 他 们 首先 要 利用 统计 学 手段 算出 这 个 时 间 的 
期 望 值 。 根 据 预测 ， 这 支 球 队 在 这 场 比赛 中 的 进 球 数 将 在 2 和 
3 之 间 。 假 定 随 着 比赛 的 进行 ， 这 支 球 队 进 球 的 概率 均匀 上 
升 ， 于 是 第 一 次 进 球 的 时 间 与 进 球 数 成 反比 。 整 场 比赛 90 分 
钟 ， 如 果 经 营 者 预测 这 支 球 队 将 进 2.6 个 球 ， 则 第 一 次 进 球 的 
时 间 为 90/2.6, 约 等 于 34.6。 我 们 有 理由 认为 第 一 次 进 球 可 
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以 使 以 后 的 进 球 容 易 一 些 ， 所 以 可 以 把 这 个 值 放 大 一 点 ， 比 如 
说 36， 即 第 一 次 进 球 的 时 间 的 期 望 值 为 36 分 钟 。 如 果 经 营 者 
预测 进 球 数 大 于 2.6， 这 个 期 望 值 要 下 调 ， 反 之 则 上 调 。 

在 期 望 值 确定 以 后 ， 就 可 以 设计 期 货 价 格 。 最 基本 的 原则 
在 于 ， 期 望 值 应 当 出 现在 期 货 价 格 的 范围 内 ， 即 高 于 卖 出 价 而 
低 于 买 进 价 。 从 长 期 看 ， 这 种 设计 使 得 经 营 者 同时 从 买 进 者 和 
卖 出 者 身上 赚钱 。 如 何 规定 买 进 价 和 卖 出 价 之 间 的 差价 很 有 学 
问 。 单 纯 从 经 营 者 的 利益 出 发 ， 当 然 是 差价 越 大 越 有 利 。 差 价 
越 大 ， 经 营 者 承担 的 风险 越 小 。 另 外 ,在 买 人 量 和 卖 出 量 持平 
的 情况 下 ， 经 营 者 的 收益 固定 等 于 买 人 量 (或 卖 出 量 ) 乘 以 差 
价 ， 所 以 较 高 的 差价 意味 着 较 高 的 利润 。 但 是 相反 的 因素 必须 
考虑 在 内 ， 即 随 着 差价 的 提高 ， 客 户 参与 交易 的 兴趣 下 降 ， 而 
经 营 者 为 了 赚钱 ， 必 须 吸 引 足 够 多 的 客户 参与 。 我 们 可 以 粗略 
地 认为 ， 差 价 降低 一 半 使 交易 量 提高 一 倍 。 

通常 ， 随 着 比赛 的 进行 ， 期 货 价格 将 活跃 地 变动 ， 而 客户 
可 以 继续 参与 交易 。 第 二 次 交易 通常 可 以 保护 客户 的 利益 。 还 
是 用 板 球赛 的 例子 。 最 初 的 期 货 价格 为 340 ~ 360， 而 在 半 场 休 
息 时 ,澳大利亚 队 已 经 得 到 220 分 。 显 然 ， 球 队 的 表现 比 经 营 
者 的 预期 好 ， 于 是 经 营 者 把 期 货 价 格调 整 为 420 ~ 440。 窜 户 A 
事先 以 2 英镑 /分 的 赌注 买 进 ， 当 时 的 买 进 价 为 360。 此 时 他 可 
以 以 2 英镑 /分 的 赌注 卖 出 ， 而 卖 出 价 为 420。 这 样 ， 无 论 终场 
得 分 为 多 少 ， 他 都 赚 到 了 120 英镑 。 事 实 上 ， 他 的 交易 活动 已 
经 结束 了 。 我 们 来 分 析 一 下 第 二 次 交易 的 后 果 。 如 果 终 场 得 分 
为 260 分 ,而 A 没有 做 二 次 交易 ， 则 他 要 输 200 英镑 ， 但 是 做 
第 二 次 交易 使 得 他 最 终 赚 了 120 英镑 ， 所 以 第 二 次 交易 非常 成 
功 ， 收 益 额 为 320 英镑 。 当 然 相 反 的 情况 也 可 能 发 生 。 如 果 终 
场 得 分 为 500 分 ， 而 A 没 有 做 二 次 交易 ， 则 他 将 赢 280 英镑 ， 
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但 是 做 第 二 次 交易 使 得 他 只 赚 到 120 英镑 ， 所 以 第 二 次 交易 失 
败 ， 损 失 额 为 160 英镑 。 但 是 无 论 终场 得 分 为 多 少 ， 第 二 次 交 
易 使 得 A 的 收益 额 固定 为 120 英镑 。 假 设 实际 的 比赛 以 另 一 个 
形式 进行 。 在 半 场 休息 时 ,澳大利亚 队 的 得 分 只 有 160 分 ， 表 
现 比 经 营 者 的 预期 差 ， 于 是 期 货 价格 下 调 为 230 ~ 245。 窜 户 A 
事先 以 2 英镑 /分 的 赌注 买 进 ， 当 时 的 买 进 价 为 360。 现 在 A 
发 现 自己 处 于 不 利 的 形势 中 ， 此 时 他 可 以 以 2 英镑 /分 的 赌注 
卖 出 ， 卖 出 价 为 230。 当 然 他 赔本 了 ， 但 是 无 论 终场 得 分 为 多 
少 ， 他 的 损失 额 是 固定 的 ，260 英镑 。 如 果实 际 的 终场 得 分 为 
180， 则 第 二 次 交易 使 得 A 的 损失 减少 了 100 英镑 。 最 初 买 进 
《或 卖 出 )， 其 后 又 卖 出 〈 或 买 进 )， 这 种 情况 称 为 “ 反 向 操 
作 。 反 向 操作 可 以 使 客户 的 得 失 与 实际 的 比赛 结果 无 关 。 
当 客 户 要 求 买 进 (或 卖 出 ) 时 ， 他 并 不 是 以 固定 的 赌注 额 下 
注 。 在 板 球赛 的 例子 中 ， 如 果 你 以 2 英镑 /分 的 赌注 卖 出 ， 但 
澳大利亚 队 的 实际 得 分 超过 700， 我 可 以 设想 你 的 心情 。 当 
然 ， 如 果 你 最 初 的 选择 是 以 2 英镑 /分 的 赌注 买 进 ， 你 的 收入 
也 很 可 观 。 正 如 报纸 上 经 常 刊登 “XX 政府 忠告 市 民 ， 股 票 有 
风险 ”的 广告 ， 差 额 赌博 的 风险 也 是 巨大 的 。 有 时 候 ， 经 营 者 
允许 参与 者 设 定 输赢 的 上 限 ， 但 是 你 自己 应 当 清楚 你 的 经 济 承 
受 能 力 。 

如 果 你 想 在 差额 赌博 中 对 一 场 足 球赛 下 注 ， 下 注 的 方式 可 
以 有 许多 种 。 最 常见 的 下 注 方 式 是 赌 双方 的 总 得 分 或 菜 一 个 队 
的 净 胜 球 。 在 这 类 情况 中 ， 得 分 数 (或 进 球 数 ) 在 期 货 价格 中 
以 分 数 形式 表示 ， 精 确 到 十 分 之 一 。 例 如 ， 在 一 场 比赛 中 ， 你 
想 财 利物浦 队 的 净 胜 球 数 ， 经 营 者 最 初 提供 的 期 货 价格 为 0.6 
~0.9。 随 着 比赛 的 进行 ,期货 价格 不 断 变 化 。 当 利物浦 队 领 
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先 两 分 时 ， 期 货 价格 变 为 2.7 ~ 3.0。 你 其 至 可 以 对 某 一 场 比赛 
中 每 一 个 进 球 的 队员 的 号 码 之 和 下 注 。 还 有 …… 种 更 玄 的 下 注 方 
式 : 假定 某 一 场 比赛 的 进 球 数 为 a， 角 球 数 为 b， 比 分 为 0:0 
的 持续 时 间 为 ec (以 分 钟 为 单位 )， 有 效 进 球 数 为 4， 黄牌 数 为 
e， 红 有 牌 数 为 f， 则 可 以 确定 --- 个 值 x:x=25a+3b+c- 10d- 
10e -25Sf， 你 可 以 对 x 的 值 下 注 ， 当 经 营 者 提供 的 期 货 价格 为 
45 ~50 时 ， 你 要 决定 买 进 或 卖 出 。 

那些 只 分 胜 负 、 不 计 得 分 的 比赛 也 属于 差额 赌博 的 业务 范 
图 ,具体 的 方法 是 为 每 一 种 结果 规定 一 个 得 分 ， 例如， 规定 全 
胜 者 得 100 分 ,终场 获胜 者 得 75 分 ， 半 场 领先 得 50 分 ， 等 
等 。 当 一 场 比赛 由 两 个 队 参 赛 时 ， 经 营 者 会 精心 设计 每 支队 伍 
的 期 货 价格 ， 和 使 得 无 论 客户 在 哪 支 队 信 上 下 注 经 营 者 都 处 于 有 
利 地 位 。 例 如 ， 在 1997 年 的 橄榄 球 甲 级 联赛 中 ， 维 京 队 对 抗 
圣 海伦 队 ， 双 方 的 期 货 价格 分 别 是 92 ~ 94 和 81 ~ 83。 如 果 你 
用 1 英镑 的 赌注 买 进 维 京 队 ， 维 京 队 获胜 将 使 你 收入 6 英镑 ， 
维 京 队 失败 将 使 你 损失 19 英镑 ， 因此， 经 营 者 为 维 京 队 设计 
的 赔 率 相当 于 6/19。 类 似 地 ， 经 营 者 为 圣 海伦 队 设计 的 赔 率 
相当 于 17/8。 所 以 经 营 者 的 收益 率 为 19/25 + 8/25 - 1 = 2/25， 
好 8%。 

经 营 者 允许 你 对 在 某 个 下 午 举 行 的 赛马 会 的 全 部 比赛 下 
注 ， 下 注 方式 多 种 多 样 。 你 可 以 赌 某 一 匹 马 在 一 场 比赛 中 领先 
刃 一死 马 的 距离 〈 以 马 身 的 长 度 为 单位 )， 也 可 以 赌 某 匹 马 的 
得 分 。 计 分 标准 由 经 营 者 事先 规定 ， 比 如 ， 规 定 冠 军 、 亚 军 、 
季军 的 得 分 分 别 为 23、10 和 5。 你 也 可 以 对 多 场 比赛 的 结果 下 
注 ， 计 分 标准 比较 复杂 。 你 甚至 可 以 赌 在 整个 赛马 会 中 所 有 夺 
冠 的 马 的 年 龄 总 和 。 另 外 ， 经 营 者 也 设计 了 头 奖 。 

假设 一 场 比赛 有 20 匹 马 参赛 。 经 营 者 规定 前 四 名 的 得 分 
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分 别 为 50、25、10 和 5， 其 他 马 的 得 分 为 0。 每 匹 马 的 期 货 价 
格 由 它 获 胜 的 概率 决定 。 具 体 情况 可 能 是 这 样 ， 夺 标 第 一 热门 
的 期 货 价格 为 22 ~ 24， 夺 标 第 二 热门 的 期 货 价格 为 15 ~ 17， 
随 着 获胜 概率 的 下 降 期 货 价格 递减 ， 最 不 被 看 好 的 马 的 期 货 价 
格 为 0 ~ 1.$。 经 营 者 可 以 根据 赌博 公司 对 每 丐 马 规定 的 赔 率 
确定 每 匹 马 的 期 货 价 格 ， 程 序 如 下 : 

1. 利用 每 匹 马 的 赔 率 算出 这 王 马 获胜 的 概率 ， 并 算出 赌 
博 公 司 总 收益 率 ; 

2. 利用 每 匹 马 获胜 的 概率 算出 它 夺 得 第 一 〈 以 及 第 二 、 
第 三 、 第 四 ) 名 的 概率 ; 

3. 根据 50、25、10、5 的 计 分 方法 估计 每 匹 马 的 得 分 ; 

4. 根据 对 某 匹 马 的 得 分 的 估计 确定 其 期 货 价 格 ， 得 分 的 
估计 值 等 于 买 人 价 和 卖 出 价 的 平均 值 。 买 人 价 和 卖 出 价 的 差价 
可 以 通过 赌博 公司 的 总 收益 率 得 出 。 

在 这 种 情况 下 ， 所 有 马 的 得 分 总 和 为 50 + 25 + 10+5=90。 
各 匹 马 的 买 人 价 之 和 一 定 大 于 99， 而 各 匹 马 的 卖 出 价 之 和 一 
定 小 于 90。 如 果 出 现 各 匹 马 的 买 人 价 之 和 小 于 90 (或 者 各 匹 
马 的 卖 出 价 之 和 大 于 90) 的 情况 ， 可 以 肯定 经 营 者 犯 了 电大 
的 错误 ， 你 有 机 会 利用 他 们 的 愚 春 狠 狠 地 搂 -- 笔 钱 ， 方 法 很 简 
单 : 买 人 (或 卖 出 ) 所 有 的 马 。 

美国 的 橄榄 球 比 赛 是 差额 赌博 的 主要 对 象 ， 最 流行 的 下 注 
方式 有 两 种 : 赠 两 支 球 队 得 分 的 差额 以 及 赌 两 支 球 队 得 分 的 总 
和 。 根 据 统计 ， 一 场 比赛 的 总 得 分 的 平均 值 略 大 于 40, 所 以 期 
货 价格 通常 在 37 ~ 40 到 44~47 之 间 。 在 1997 年 的 一 个 周末 ， 
全 部 的 12 场 橄 榄 球 比 赛 的 总 得 分 数 的 期 货 价格 为 500 ~ 510。 
粗 看 起 来 这 个 价格 的 差价 太 小 了 ，12 场 比赛 的 差价 才 达 到 10， 
而 单 场 比赛 的 差价 就 是 3。 不 过 这 个 差价 是 经 营 着 根据 统计 资 
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料 得 出 的 ， 他 们 认为 这 是 最 合理 的 差价 。 
尖 进 价 和 卖 出 价 的 平均 值 为 505， 除 以 12 得 到 每 场 比赛 的 
总 得 分 的 期 望 值 一 一 42。 这 个 值 恰好 是 这 个 赛季 中 每 场 比赛 的 
总 得 分 的 平均 值 。j 这 是 巧合 吧 ? 个 ， 这 是 经 营 者 精心 设计 的 结 
果 。 期 货 价 格 中 的 差价 由 经 营 者 的 利润 的 变异 性 决定 ， 变 异性 
越 大 ， 则 差价 越 大 。 附 录 3 介绍 了 计算 变异 性 的 方法 。 粗 略 地 
说 ， 儿 个 量 的 和 的 变异 性 等 于 每 个 量 的 变异 性 的 和 ， 而 标准 差 
等 于 变异 性 的 平方 根 。 如 果 12 场 比 赛 中 每 场 比赛 的 总 得 分 数 
的 变异 性 相同 ， 那 么 12 场 比赛 的 总 得 分 数 的 变异 性 就 是 每 场 
比赛 的 总 得 分 数 的 变异 性 的 12 倍 ,而 12 场 比赛 的 总 得 分 数 的 
标准 差 就 是 每 场 比赛 的 总 得 分 数 的 标准 差 的 倍 ， 约 等 于 3.46。 
由 于 单 场 比 赛 的 期 货 价格 的 差价 为 3， 所 以 12 场 比赛 的 期 货 
价格 的 差价 为 33.46， 约 等 于 10。 
事实 上 这 12 场 比赛 的 总 得 分 数 为 447， 因 此 每 个 卖 出 的 客 
户 赔 了 钱 (收入 为 下 注 额 的 3 倍 )， 而 每 个 买 进 的 客户 赔 了 钱 
(损失 为 下 注 额 的 13 倍 )。 如 果实 际 的 总 得 分 数 为 490， 则 每 个 
卖 出 的 客户 收入 下 注 额 的 10 倍 ， 而 每 个 买 进 的 客户 损失 下 注 
额 的 20 倍 。 
为 了 吸引 客户 的 兴趣 ,经 营 者 允许 客户 对 在 某 一 天 (或 蘑 
一 个 周末 ) 发 生 的 多 个 事件 综合 下 注 。1997 年 底 的 一 个 例子 ， 
许多 场 比赛 同时 在 电视 上 直播 ， 一 个 经 营 差额 赌博 的 公司 允许 
客户 对 这 些 比赛 下 注 , 下 注 的 对 象 是 以 下 六 个 量 的 总 和 ; 
1. 雷 斯 特 队 在 橄 机 球 联赛 中 的 得 分 数 ; 
2. 路 易 斯 在 拳击 赛 中 获得 的 点 数 的 总 和 ; 
3. 米 德 布 拉 夫 队 在 足球 赛 中 的 进 球 数 的 20 信 ; 
4. 查 尔 萨 队 在 男 一 场 足球 赛 中 的 进 球 数 的 20 倍 ; 
5. 堪萨斯 队 在 美国 橄榄 球赛 中 的 得 分 数 ; 
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6. 戴 维 斯 : 拉 瓦 在 高 尔 夫 球 赛 的 最 后 一 局 的 杆 数 的 10 倍 。 

经 营 者 提供 的 期 货 价 格 为 155 ~ 165， 实 际 上 以 上 六 个 量 分 
别 为 ?22、2、20、40、14 和 和 ， 总 和 为 138。 在 这 六 场 比 赛 中 
的 前 三 场 结 束 时 ， 已 得 出 结果 的 三 个 量 的 总 和 为 4， 期 货 价 
格 下 调 为 124 ~ 130。 由 于 结果 的 不 确定 性 下 降 ， 所 以 期 货 价 格 
中 的 差价 也 下 降 。 

如 果 你 盼望 经 营 痢 犯 … 次 思春 的 错误 ， 并 乘机 迭 一 把 ， 这 
种 幻想 是 不 切实 际 的 。 不 过 经 营 者 涉足 的 领域 非常 广 ， 并 且 急 
于 扩大 对 客户 的 吸引 力 ， 所 以 可 能 给 出 错误 的 期 货 价格 。 如 果 
你 拥有 丰富 的 体育 知识 ， 你 可 能 抓 住 经 营 者 的 破绽 。 在 1996 
年 欧洲 足球 锦标 赛 中 ， 共 有 31 场 比赛 。 经营 者 提供 的 一 个 下 
注 对 象 是 在 31 场 比赛 中 最 早 的 进 球 发 生 的 时 间 ， 期 货 价 格 为 
230 ~ 245 《单位 为 秒 )。 

如 果 你 决定 卖 出 ， 你 赚钱 的 概率 极 高 。 在 全 部 31 场 比赛 
中 前 230 秒 内 没有 进 球 的 概率 相当 于 在 一 场 比赛 中 前 118 分 钟 
没有 进 球 的 概率 ， 这 个 概率 值 是 非常 非常 低 的 。 事 实 上 ， 有 兄 
场 比赛 的 进 球 时 间 非 常 旱 ， 在 两 分 钟 以 内 。 不 过 我 是 一 个 远离 
风险 的 人 ， 虽 然 我 明知 赚钱 的 把 握 很 大 ， 我 还 是 没有 下 注 。 
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如 果 一 场 比赛 中 的 双方 实力 悬殊 ， 看 比赛 的 人 会 觉得 索然 
无 味 。 体 育 运 动 的 吸引 力 在 于 结果 的 不 可 预知 性 。 本 章 的 目的 
是 说 明 关 于 可 能 性 的 知识 如 何 帮 助 我 们 更 好 地 理解 体育 比赛 。 
有 时 候 ， 概 率 知 识 可 以 帮助 运动 员 找到 最 佳 策略 。 


足球 


足球 比赛 的 特点 是 进 球 数 较 少 ， 即 使 是 第 一 流 的 球 队 ， 在 
90 分 钟 的 比赛 中 的 进 球 数 也 通常 不 超过 两 个 。 因 此 ， 同 其 他 
比赛 相 比 ， 足 球赛 的 结果 具有 更 强 的 不 可 预知 性 。 正 是 出 于 这 
个 原因 ， 重 要 的 足球 赛事 总 是 安排 很 多 场 比赛 。 

在 足球 比赛 中 ， 进 球 似乎 是 一 个 随机 事件 。 我 们 可 以 设计 
一 个 简单 的 数学 模型 描述 足球 赛 ， 假 定 比 赛 双 方 在 每 一 时 刻 进 
球 的 概率 是 一 定 的。 如 果 这 个 假设 成 立 ， 双 方 的 得 分 符合 泊 松 
分 布 ( 请 参考 附录 2)。 统 计 学 家 在 对 比 计 算 结果 和 实际 结果 
时 发 现 ， 二 者 符合 得 非常 好 。 妆 然 这 个 模型 是 有 缺陷 的 ， 在 实 
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际 比 赛 中 ， 第 一 次 进 球 会 使 得 其 后 的 进 球 容易 一 些 ， 这 种 现象 
在 神 开 中 和 法 反映 然而。 这 个 模型 有 非常 如 全 各 价 入、 
12.1 是 根据 泊 松 分 布 得 出 的 结论 。 第 一 列 数 表示 四 支 球 队 的 
平均 得 分 ， 第 二 列 数 表示 这 些 球 队 在 比赛 中 得 0 分 的 概率 ， 第 
三 列 数 表示 这 些 球 队 在 比赛 中 得 1 分 的 概率 ， 等 等 。 根 据 计 
算 ， 一 - 支 平 均 得 分 为 2 分 的 球 队 在 比赛 中 可 能 得 0 分， 其 概率 
为 14%。 用 n 表示 一 支 球 队 的 平均 得 分 ， 用 p (x) 表示 这 支 
球 队 在 比赛 中 得 x 分 的 概率 ， 则 当 x=n 时 p (x) 的 值 最 大 ， 
而 且 x 与 n 的 差 越 大 ，p (x) 的 值 就 越 小 。 


表 12.1: ee 


36% i | 
36% 22% | 
26% 


32% | 


利用 表 12.1 的 结论 可 以 预测 比赛 的 结果 。 假 设 有 一 场 比 
赛 ， 主 队 的 平均 得 分 为 1.6 分， 客队 的 平均 得 分 为 1,2 分 ， 则 
这 两 支 球 队 的 各 种 得 分 情况 的 概率 可 以 在 家中 得 到 。 假 定 两 支 
球 队 的 得 分 是 相互 独立 的 ， 则 可 以 很 方便 地 算出 每 种 比赛 结果 
的 概率 : 0:0 的 概率 为 (20%) x (30%) =6%，1:1 的 概率 
为 (32%) x (36%) =11.5%， 等 等 。 把 各 种 结果 为 平局 的 
情况 (0:0，1:1，2:2， 等 等 ) 的 概率 加 在 一 起 ， 就 得 到 结果 
为 平局 的 概率 一 一 25% 。 

类 似 地 ， 把 所 有 结果 为 主队 获胜 的 情况 的 概率 加 在 一 起 ， 
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就 得 到 主队 获胜 的 概率 一 一 48 多 ; 把 所 有 结果 为 客队 获胜 的 情 


况 的 概率 加 在 一 起 ， 就 得 到 客队 获胜 的 概率 -- 一 27% 。 计 算 结 
果 与 实际 的 统计 数据 符合 得 很 好 。 赌 博 公 司 在 确定 赔 率 时 就 是 
利用 这 种 方法 。 如 果 你 能 发 明 -种 更 精确 的 计算 方法 ， 你 就 能 
更 准确 地 预测 比赛 结果 。 你 很 可 能 因此 发 财 。 


第 一 次 进 球 


在 足球 赛 中 ， 第 一 次 进 球 是 很 关键 的 、 如 果 一 支 球 队 率先 
进 球 ， 对 方 要 花费 相当 长 的 一 段 时 间 把 比分 扳平 。 如 果 第 一 次 
进 球 发 生 在 第 88 分 钟 ， 对 方 把 比分 扳平 的 概率 几乎 为 0。 考虑 
这 个 问题 : 在 比赛 中 先进 球 的 - 方 获 胜 的 概率 是 多 少 ? 

如 果 两 支 球 队 实力 相差 悬 珠 ， 强 队 先 进 球 和 最 终 获胜 的 概 
率 都 极 高 。 当 然 也 有 例外 。1993 年 ， 摩 纳 哥 队 比 赛 刚刚 开始 
时 就 攻 人 一 球 ， 但 是 英国 队 最 终 以 7:1 狂 胜 。 另 一 个 例外 发 生 
在 1950 年 的 世界 杯 足 球赛 ,美国 队 以 1:0 击败 英国 队 。 美 国 
队 先 人 一 球 ， 并 且 把 比分 坚持 到 终场 。 但 是 从 总 体 上 说 ， 当 双 
方 实力 相差 悬殊 时 ， 先 进 球 的 一 方 最 终 获 胜 的 概率 高 达 95%。 
我 们 主要 关心 双方 实力 非常 接近 的 情况 。 

在 这 种 条 件 下 ， 如 果 全 场 比赛 只 进 了 一 个 球 ， 显 然 先 进 球 
的 一 方 获胜 ; 如 果 全 场 比 赛 进 了 两 个 球 ， 由 于 双方 的 实力 非常 
接近 ， 所 以 双方 得 到 第 二 分 的 概率 相等 ， 即 先进 球 的 一 方 以 
2:0 获 胜 的 概率 为 1/2， 而 双方 以 1:1 打 平 的 概率 也 是 1/2; 如 
果 整 场 比赛 进 了 三 个 球 ， 则 平局 是 不 可 能 的 。 先 进 球 的 一 方 失 
败 的 惟一 可 能 是 对 方 连 进 两 球 ， 其 概率 为 1/21/2 = 1/4。 所 以 
先进 球 一 方 获胜 的 概率 为 3/4， 失 败 的 概率 为 1/4; 如 果 整 场 
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比赛 进 了 四 个 球 ， 则 后 三 个 球 由 哪 方 攻 和 人 有 八 种 可 能 。 用 下 表 
示 先 进 球 的 一 方 进 球 ， 用 0 表示 对 方 进 球 ， 则 这 和 八 种 可 能 表 
示 为 FFE FFO FOF OFF FOO OFO O00F 000。 前 四 种 
情况 使 先进 球 的 一 方 获胜 ， 第 五 至 第 七 种 可 能 使 双方 打 平 ， 最 
后 -种 情况 使 先进 球 的 -… 方 失败 。 于 是 ， 先 进 球 的 一 方 获 胜 、 
打 平 或 失败 的 概率 分 别 为 /2，3/8，1/8。 

当 整 舅 比赛 的 总 进 妹 数 给 定时 ， 很 容易 计算 出 各 种 结果 的 
概率 .如 果 总 进 球 数 为 奇数 ， 则 平局 是 不 可 能 的 ， 先 进 球 的 一 
方 获胜 的 概率 高 于 1/2， 如 果 总 进 球 数 是 不 低 于 4 的 偶数 ， 则 
有 胜 、 负 、 和 入 种 可 能 结果 ， 人 先进 球 的 一 方 获 胜 的 概率 为 1/2。 
计算 方法 很 简单 ， 请 参考 附录 2。 

为 了 得 到 最 终 的 结论 ， 我 们 需要 知道 总 进 球 数 为 1，2，3 
ee 的 概率 ， 总 进 球 数 为 0 的 情况 已 被 排除 。 利 用 泊 松 分 布 很 
容易 算出 各 个 概率 值 ， 当 然 ， 我 们 最 后 需要 排除 总 进 球 数 为 0 
的 和 情况。 

在 职业 足球 比赛 电 ，-- 场 比赛 的 得 分 数 的 平均 值 在 2 至 
3.5 之 间 ，2.8 是 一 个 典型 的 平均 值 。 当 平均 得 分 数 取 2 至 3.5 
之 间 的 值 时 ,计算 结果 是 -- 致 的 ， 排除 0:0 的 情况 ， 双 方 打 成 
平局 的 概率 接近 于 20%。 所 以 我 们 可 以 得 出 一 个 结论 : 如 果 
双方 实力 相当 ， 而 一 方 先 得 一 分 ， 则 结果 是 平局 的 概率 为 
20% 。 

平均 得 分 数 越 低 ， 第 一 个 进 球 就 越 重要 。 如 果 平 均 得 分 数 
为 2， 则 先进 球 一 方 获 胜 的 概率 为 72% ， 由 于 平局 的 概率 为 
20% ， 其 失败 的 概率 仅 为 8%; 如 果 平 均 得 分 数 为 3.5， 则 先 
进 球 一 方 获胜 的 概率 为 4%， 失 败 的 概率 为 16% ;如 果 平 均 
得 分 数 为 2.8， 则 先进 球 一 方 获胜 的 概率 为 67% ， 失 败 的 概率 
为 13%。 
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以 上 结论 的 前 提 是 双方 实力 相当 。 如 果 双 方 的 实力 有 差 
距 ， 我 们 可 以 认为 先进 球 的 -… 方 继续 得 分 的 概率 较 高 。 把 这 个 
因素 考虑 进来 ， 如 果 比 赛 的 平均 得 分 数 为 2.8， 则 先 得 分 的 一 
方 获 胜 的 概率 为 70%， 失 败 的 概率 为 10% ， 平 均 的 概率 为 
20% 。1997 年 11 月 ,《 独 立 报 》 统 计 了 英国 甲 级 联赛 中 的 两 个 
赛季 以 上 的 比赛 结果 。 在 进 球 数 不 为 0 的 825 场 比 赛 中 ， 
68.7% 的 结果 是 先进 球 的 一 方 获胜 ，20.8% 的 结果 是 平局 ， 而 
10.4% 的 结果 是 先进 球 的 一 方 失败 。 从 统计 学 的 角度 看 ， 理 论 
和 实际 符合 得 很 好 。 这 说 明 泊 松 分 布 可 以 用 来 预测 足球 比赛 的 
结果 。 

在 统计 资料 的 过 程 中 ,， 《独立 报 》 发 现 只 有 一 支 球 队 保持 
了 一 项 可 殊 的 纪录 这 支 球 队 在 甲 级 联赛 中 出 场 200 多 次 ， 多 
次 领先 ， 而 且 从 未 出 现 过 这 支 球 队 先进 球 但 最 终 失 败 的 情况 。 
你 知道 这 是 哪 支 球 队 吗 ? 


黄 上牌 


黄牌 是 对 犯规 行为 的 敬告。 通常 ， 一 个 队员 在 收 到 一 张 黄 
牌 以 后 会 老实 很 多 ， 因 为 在 一 场 比赛 中 累积 两 张 黄牌 就 要 被 罚 
下 场 。 如 果 一 个 队员 在 不 同 的 比赛 中 累积 了 多 张 黄牌 ， 他 将 受 
到 停 赛 的 处 分 。 也 许 停 赛 对 个 人 不 算 什么 ， 但 对 整个 球 队 的 影 
响 很 大 ， 因 为 教练 的 选择 余地 受到 很 大 限制 。 有 时 候 ， 一 个 教 
练 发 现 自己 的 许多 队员 已 被 停 赛 ， 不 得 不 调 一 个 打 前 锋 的 人 当 
后 卫 。 如 果 一 个 队员 在 一 场 比赛 中 吃 黄 牌 的 概率 为 pb， 则 平均 
将 被 停 赛 多 少 次 ? 

在 世界 杯 和 其 他 重大 赛事 中 ， 通 常 的 规定 是 累积 两 张 黄牌 
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停 赛 一 场 ， 而 在 停 赛 以 后 黄牌 数 归 0。 这 说 明 ， 一 个 队员 身上 
的 黄牌 数 有 三 种 可 能 : 0、1 或 2。 当 黄牌 数 为 2 时 ， 停 赛 一 
场 ， 而 后 2 变 成 0。 数 学 家 已 经 准备 好 了 一 个 处 理 这 类 问题 的 
方法 ， 即 所 谓 的 “马尔 科 夫 链 ”"。9 下 一 章 我 们 将 讨论 马尔 科 夫 
链 。 不 过 即使 不 用 马尔 科 夫 链 的 方法 ， 这 个 问题 也 不 难 解决 。 

黄牌 数 从 0 变 成 1 的 概率 与 从 1 变 成 2 的 概率 相等 ， 所 以 
这 个 队员 的 黄牌 数 为 0 的 概率 与 黄牌 数 为 1 的 概率 相等 。 黄 牌 
数 从 1 变 成 2 的 概率 为 b， 所 以 黄牌 数 为 2 的 概率 是 黄牌 数 为 
1 的 概率 的 p 倍 。 由 于 三 个 概率 值 的 和 为 1， 所 以 可 以 得 出 结 
论 : 黄牌 数 为 0 和 1 的 概率 都 是 1/ (2+ p)， 而 黄牌 数 为 2 的 
概率 是 p/ (2+ p)。 在 整个 赛事 中 ， 这 个 队员 被 停 赛 的 场次 所 
占 的 比例 为 pA 《2+ p)。 对 于 一 个 并 慎 的 队员 而 言 ，p = 10%， 
平均 他 有 1/21 的 比赛 被 停 赛 。 如 果 一 个 比较 “ 猛 ” 的 队员 平 
均 每 两 场 吃 一 张 黄牌 ， 则 p = 50% ,平均 他 有 LS 的 比赛 被 停 
赛 。 教 练 应 当 对 这 些 问题 心中 有 数 。 


红 有 牌 


如 朵 防守 队员 的 犯规 行为 破坏 了 对 方 的 一 次 明显 的 得 分 机 
会 ， 则 这 名 队员 将 收 到 红牌 。 红 牌 是 比 黄 牌 更 严厉 的 惩罚 ， 除 
了 下 一 场 比赛 此 队员 被 停 赛 以 外 ， 在 本 场 比赛 中 此 队员 立即 出 
局 ,自己 的 队伍 将 在 少 一 名 队员 的 劣势 下 继续 比赛 。 少 一 名 队 
员 当 然 会 产生 严重 的 后 果 ， 但 是 如 果 对 方 的 进攻 已 经 对 球门 产 


D 马尔 科 夫 链 是 事件 的 - -种 概率 模型 ， 甚 中 一 个 事件 的 概率 完全 取决 于 它 
前 面 的 事件 。 一 一 译 者 注 
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2 生 了 严重 的 威胁 ， 为 了 破坏 对 方 的 进攻 ， 有 时 候 吃 红牌 也 是 值 
得 的 。 教 练 的 职责 之 一 就 是 教会 队员 如 何 “聪明 而 有 效 ” 地 犯 
规 。 如 果 从 战略 上 说 犯规 对 木 队 有 利 ， 队 员 就 应 当 毫 不 犹豫 地 
犯规 ， 而 且 要 犯 出 “职业 水 准 "，G' 里 德 和 两 名 间 事 研究 了 很 
多 关于 红牌 的 统计 数据 ， 他 们 的 结论 对 足球 教练 有 指导 意义 。 

他 们 研究 了 荷兰 的 340 场 足球 比赛 .这 340 场 比赛 的 共同 
特点 是 在 每 场 比赛 中 有 一 方 恰好 被 罚 下 … 人 。 他 们 的 目的 是 发 
现 队 员 被 昼 下 场 的 时 间 与 比赛 结果 之 问 的 关系 。 队 员 被 罚 下 场 
的 时 间 越 早 ， 则 对 方 的 成 绩 越 好 。 (当然 例外 肯定 存在 ，10 个 
人 打败 11 个 人 的 情况 也 非 罕 见 。》 他 们 计算 出 对 方 在 比赛 中 的 
平均 净 胜 球 数 ， 并 根据 泊 松 分 布 算出 最 终 对 方 胜出 n 个 球 的 概 


率 (n=0，1，2……)， 事 先 假定 比赛 双方 实力 相当 。 如 果 你 
的 目的 是 使 自己 的 队伍 失败 的 概率 最 小 化 ， 你 可 以 借鉴 他 们 的 
结论 。 


一 名 队员 是 否 应 当 犯 规 取 决 于 两 个 因素 ; 比赛 已 经 进行 了 
多 少时 间 ， 以 及 如 果 你 不 犯规 ， 对 方 进 球 的 概率 有 多 大 。 比 赛 
已 经 进行 的 时 间 越 短 ， 红 牌 的 后 果 就 越 严 重 ; 对 方 的 进攻 威胁 
越 大 ， 犯 规 就 越 有 价值 。 你 需要 在 这 两 个 因素 中 作出 均衡 的 考 
谍 。 给 宋 对 方 进 球 的 概率 ， 你 可 以 确定 一 个 “标准 时 间 ”。 如 
果 当 前 比赛 已 经 进行 的 时 间 少 于 标准 时 间 ， 你 不 应 该 犯规 ; 如 
果 当 前 比赛 已 经 进行 的 时 间 多 于 标准 时 间 ， 你 就 应 该 犯规 。 下 
面 是 里 德 的 几 个 典型 的 结论 : 


对 方 得 分 的 概率 标准 时 间 


100% 16 分钟 
60% ， ”48 分 名 


30% | 71 分 钟 
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以 上 结论 针对 于 禁区 外 的 犯规 。 如 果 犯 规 发 生 在 禁区 内 ， 
除了 红牌 以 外 ， 本 要 加 滑 点 对。 由 于 点 球 的 命中 率 极 高 ， 所 以 
禁区 内 的 犯规 代价 很 大 、 尽管 如 此 ， 有 时 候 犯 规 仍然 是 值得 % 
的 。 在 临近 终场 时 ， 如 果 你 发 现 不 犯规 将 导致 你 方 必 败 无 颖 ， 
你 还 有 什么 好 狐 隐 的 ?请 注意 ,临近 终场 是 一 个 重要 的 条 件 。 
如 果 距 离 终场 还 有 1 分 钟 ， 切 上 比分 为 局， 对 手 马 上 就 要 进 
球 ， 你 可 以 不 考虑 红牌 如 点 球 的 每 曾 ; 如 果 距 离 终场 还 有 15 
分 钟 ， 你 最 好 老 老 实 实地 足下 去 。 

以 上 分 析 假 定 双方 实力 接近 。 如 果 你 方 的 实力 明显 较 弱 ， 
你 可 以 更 主动 地 犯规 ; 如 果 你 方 的 实力 较 强 ， 最 好 稳 中 取胜 ， 
何必 自 找 麻 烦 ? 


高 尔 夫 球 


多 数 职业 锦标 赛 设 72 个 球 洞 。 顶 尖 选 手 之 间 的 实力 非常 
接近 ， 如 果 一 名 选手 在 某 -- 个 球 洞 上 比 标准 杆 数 多 用 了 4 杆 ， 
将 对 比赛 结果 产生 很 大 的 影响 、 但 是 在 对 抗 赛 中 ， 由 于 不 计 总 
杆 数 ， 所 以 在 某 一 个 球 洞 上 耗费 很 多 丁 的 后 果 并 非特 别 严重 。 
例如 ， 如 果 对 手 在 一 个 球 润 上 用 了 4 杆 ， 那 么 你 花费 $ 杆 或 20 
丁 没 什么 差别 。 在 莱 德 杯 欧 美 对 抗 赛 中 ， 每 方 有 两 名 队员 。 在 
个 球 润 上 ， 哪 一 方 花费 的 杆 数 较 少 ， 哪 一 方 就 赢得 这 个 球 
洞 。 赢 得 球 洞 较 多 的 一 方 获胜 。 在 这 种 规则 下 ， 水 平稳 定 的 选 
手 占 优势 。 

用 四 个 参数 评价 一 名 选手 的 水 平 、A: 比 标准 杆 数 少 用 两 
杆 进 球 的 概率 ; B: 比 标准 杆 数 少 用 -- 杆 进 球 的 概率 ; C， 用 


4 
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标准 杆 数 进 球 的 概率 ; D: 用 比 标 准 杆 数 多 的 杜 数 进 球 的 概 
率 。 比 较 两 名 球员 义 和 YY 的 水 平 ， 两 人 的 参数 如 下 : 


X 本 2 ] 


如 果 义 和 和 阅 进 行 一 一 扬 寺 搞 赛 ， 我 们 可以 算出 在 寺 每 个 于 
润 的 争夺 中 双方 获胜 的 概率 。 对 于 一 个 球 洞 而 言 ， 双 方 花费 的 
桂 数 相同 的 概率 为 36%，X 花费 杆 数 较 少 的 概率 为 33.5% ,Y 
花费 杆 数 较 少 的 概率 为 28.5%。X 占 微弱 优势 。 平 均 而 言 ， 在 
18 个 球 洞 中 ，X 将 比 Y 多 赢得 1 个 。 

假设 一 支 球 队 由 两 名 选 玫 组成， 选手 的 技术 水 平 要 么 与 X 
相同 ， 要么 与 Y 相同 。 则 一 共有 三 种 可 能 : 两 名 选手 的 技术 
水 平 都 与 X 相同 ; 两 名 选手 的 技术 水 平 都 与 Y 相同 ; 一 名 选 
手 的 技术 水 平 与 X 相同 ， 而 另 -名 选手 的 技术 水 平 与 Y 相同。 
则 整个 队伍 的 技术 水 平 如 下 : 
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当 两 个 水 平 不 稳定 的 选手 配对 时 (Y 一 Y)， 整 个 队伍 在 一 
个 球 油 上 花费 的 杆 数 超过 标准 杆 数 的 概率 从 30% 降低 到 9% 。 
比较 这 三 种 配对 方式 ， 黄 个 水 平 不 稳定 的 选手 配对 要 比 男 外 两 
种 配对 方式 好 。 当 YY 一 Y 与 X 一 X 对 抗 时 ， 在 一 个 球 洞 上 双方 
打 平 的 概率 为 36%， 前 者 获胜 的 概率 为 41%， 后 者 获胜 的 概 
率 仅 为 23%。 当 Y 一 Y 与 Xx 一 Y 对 抗 时 ， 在 一 个 球 洞 鞋 前 者 获 
胜 的 概率 为 36%， 后 者 获胜 的 概率 为 30%。 当 X 一 Y 与 X 一 X 
对 抗 时 ， 在 一 个 球 润 上 前 者 获胜 的 概率 为 32%， 后 者 获胜 的 
概率 仅 为 20%。 

为 外 一 种 比赛 方式 也 对 水 平稳 定 的 选手 有 利 。 假 设 多 名 选 
手 一 同 参赛 ， 每 个 人 拿 出 一 笔 钱 次 成 一 笔 奖 金 ， 奖 金 被 分 配 到 
各 个 球 润 上 。 几 个 人 轮流 击 球 。 在 一 个 球 洞 上 ， 如 果 有 一 个 人 
用 的 杆 数 比 其 他 人 都 少 ， 则 此 人 赢得 这 个 球 润 上 的 奖金 ;， 如果 
没有 决 出 一 个 最 强 者 ， 则 奖金 累积 到 下 一 个 球 洞 。 假设 5 个 人 
参赛 ， 其 中 四 个 人 水 平稳 定 ， 而 一 个 人 水 平 不 稳定 ， 则 这 个 家 
伙 处 于 非常 可 怜 的 地 位 。 通 常 他 只 能 期 待 在 自己 把 球 击 飞 情况 
下 另外 几 个 人 分 不 出 高 下 。 

在 其 他 体育 比赛 中 ， 水 平 的 稳定 性 也 是 一 个 重要 的 因素 。 
在 跳远 和 投掷 项 目 中 ， 一 个 选手 可 以 尝试 多 次 ， 但 只 取 最 好 成 
绩 。 有 两 个 链球 选手 p 和 q，p 的 平均 成 绩 为 75 米 ， 变 异性 为 
16; 9q 的 平均 成 绩 为 77 米 ， 变 异性 为 4。dq 的 平均 成 绩 比 p 好 ， 
但 在 比赛 中 p 获胜 的 机 会 更 大 ， 因 为 q 的 成 绩 比 较 稳定 。 

如 果 链 球 的 比赛 规则 改 为 一 掷 定 胜 负 ， 则 比赛 对 q 有 利 ， 
其 获胜 的 概率 高 达 67% 。 通 常 比赛 规定 每 人 掷 六 次 ， 取 最 好 
成 绩 。 此 时 情况 对 p 有 利 ， 其 获胜 的 概率 为 58%。 如 果 规 定 
每 人 搓 20 次 ， 则 p 获胜 的 概率 高 达 75% 。 显 然 ，p 打破 世界 
纪录 的 概率 要 比 q 高 很 多 。 


从 
Cee 
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板 球 


多 年 以 来 ,统计 学 在 板 球 中 的 应 用 -- 自 停留 在 统计 得 分 、 
计算 平均 值 的 水 平 上 ， 偶 尔 为 教练 提供 一 点 参考 信息 。 但 是 最 
近 ， 板 球 专家 开始 注重 有 效 地 运用 统计 学 技术 。 旨 兰 克 . 德 克 
华 兹 和 汤 尼 :路易 斯 创造 性 地 解决 了 一 个 30 年 来 基 而 未 决 的 重 
要 问题 ， 如 果 -- 场 比赛 因 下 十 等 意外 因素 暂停， 如 何 根据 当前 
的 比分 判断 胜 负 ? 

考虑 -~ 个 典型 的 例子 ， 比赛 规定 每 方 击 50 次 球 ，A 队 已 
经 击 完 50 次 球 ， 得 到 200 分 ， 而 后 因 下 出 比赛 暂停 。 雨 停 之 
后 ， 刹 下 的 时 间 只 够 B 队 击 25 次 球 。 应 当 要 求 B 队 在 25 次 击 
球 中 得 多 少 分 ? 

答案 可 以 有 很 多 种 。 最 简单 的 答案 是 要 求 B 队 存 25 次 击 
球 中 的 得 分 达到 A 队 的 得 分 的 半 。B 队 如 果 超 过 这 个 目标 则 
获胜 ， 如 果 未 完成 这 个 目标 则 失败 。 当 然 这 个 答案 很 不 准确 ， 
因为 在 后 半 场 中 得 分 更 加 困难 ，A 队 吃 亏 了 。 另 外 一 个 答案 是 
取出 A 队 最 成 功 的 25 次 击 球 ， 统 计 出 这 25 次 击 球 的 得 分 ， 要 
求 B 队 达到 这 个 分 数 。 但 是 这 样 对 B 队 又 是 不 公平 的 。 有 一 
个 真实 的 例子 : 南非 队 在 一 场 比赛 中 占据 优势 ， 他 们 只 要 在 
13 次 击 球 中 得 到 22 分 就 可 以 获胜 ， 对 于 一 支 职业 队 来 说 ， 这 
是 轻而易举 的 任务 。 但 此 时 下 十 使 比赛 暂停 ， 比 赛 恢 复 以 后 一 
下 的 时 间 只 够 击 球 1 次 ， 而 南非 队 必须 在 | 次 击 球 中 得 到 21 
分 才能 获胜 ! 

- 德 克 华 兹 和 路 易 斯 的 主要 思路 在 于 ， 除 了 剩余 的 击 球 次 数 
以 外 ,球场 上 还 剩 下 多 少 个 球门 也 是 需要 考虑 的 重要 因素 。 他 
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们 分 析 了 许多 年 的 比赛 积累 下 来 的 数据 ， 得 出 一 个 数学 模型 ， 
根据 剩余 的 击 球 次 数 和 球场 上 镁 余 的 球门 数 确定 一 支 球 队 的 胜 
利 条 件 。 考 虑 这 个 例子 ;印度 队 击 球 50 次 得 250 分 ， 巴 基 斯 
坦 队 击 球 20 次 得 100 分 ， 双 方 得 分 的 带 度 相同 。 此 时 比赛 因 
下 十 暂停 ， 雨 停 之 后 ， 剩 下 的 时 间 还 够 巴基斯坦 队 击 球 10 次 ， 
如 何 确 定 巴 基 斯 坦 队 的 胜利 条 件 ? 

为 了 使 这 个 获胜 条 件 对 双方 公平 ， 必 须 考虑 在 比赛 暂停 时 
球场 上 还 镜 下 多 少 个 球门 。 如 果 全 部 10 个 球门 都 在 ， 则 巴 基 
斯 坦 队 的 早期 表现 非常 好 。 如 果 没 有 下 十 干扰 比赛 的 话 ， 他 们 
在 剩 下 的 30 次 进 球 中 得 251 分 以 上 的 机 会 相当 大 。 如 果 比 赛 
暂停 时 他 们 已 经 损失 了 3 个 球门 ， 则 双方 获胜 的 机 会 相当 ; 如 
果 比 赛 暂 停 时 他 们 损失 的 球门 多 于 3 个 ， 则 他 们 已 经 居于 劣 
势 。 在 德 克 华北 和 路 易 斯 的 模型 中 ， 这 三 种 情况 需要 分 别处 
理 。 而 在 以 往 的 处 理 方法 中 ， 不 考虑 球场 上 和 镜 下 的 球门 数 ， 仅 
规定 巴基斯坦 队 需 要 在 10 次 击 球 中 得 到 50 分 。 如 果 消 耗 的 球 
门 数 已 达到 3， 这 个 规定 对 巴基斯坦 队 有 利 ; 如 果 消 耗 的 球门 
数 已 达到 6， 这 个 规定 足以 使 巴基斯坦 队 在 绝望 中 起 死 回 生 。 

德 克 华 效 和 路 易 斯 的 主要 技巧 在 于 计算 一 个 参数 ; “得 分 
机 会 "， 这 个 参数 是 由 已 经 消耗 的 击 球 数 和 球门 数 决 定 的 。 如 
果 在 20 次 击 球 之 后 ， 场 上 全 部 10 个 球门 都 在 ， 则 这 个 球 队 的 
得 分 机 会 为 77.1%; 如 果 已 经 消耗 了 3 个 球门 ， 则 他 们 的 得 分 
机 会 只 剩 下 62.3%; 如 果 已 经 消耗 了 3 个 球门 ， 则 他 们 的 得 分 
机 会 只 剩 下 62.3%; 如 果 已 经 消耗 了 6 个 球门 ， 则 他 们 的 得 分 
机 会 只 剩 下 36.2% 。 由 于 下 雨 的 影响 ， 现 在 他 们 只 剩 下 10 次 


击 球 机 会 。 在 第 一 种 情况 下 〈 消 耗 的 球门 数 为 0)， 巴 基 斯 坦 . 


队 当 前 的 得 分 机 会 为 34.1%， 下 雨 使 他 们 损失 的 得 分 机 会 为 
77.1% - 34.1% = 43%。250 分 (对方 的 得 分 ) 的 43% 为 
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107.5， 人 刨 出 这 个 分 数 ， 他 们 需要 取得 250 - 107.5 = 142.5 分 。 
由 于 他 们 已 经 得 到 了 100 分 ， 所 以 只 要 在 剩 下 的 10 次 击 球 中 
得 到 42.5 分 就 可 以 了 。 最 终 他 们 如 果 得 到 43 分 则 获胜 ， 如 果 
得 到 42 分 则 失败 ， 平 局 是 不 可 能 的 。 这 个 目标 对 于 他 们 来 说 
是 不 难 完成 的 。 他 们 之 所 以 拥有 比较 舒服 的 获胜 条 件 ， 是 因为 
他 们 在 前 20 次 击 球 中 表现 出 色 : 他 们 完成 了 这 个 昌 标 (得 250 
分 ) 的 40%, 但 只 消耗 了 22.9% 的 得 分 机 会 (100% - 
77.1% )。 

在 第 二 种 情况 下 (消耗 的 球门 数 为 3)， 巴 基 斯 坦 队 当前 
的 得 分 机 会 为 31.4%， 下 坝 使 他 们 损失 了 62.3% -31.4% = 
30.9% 的 得 分 机 会 。250 分 的 30.9% 为 77.25， 所 以 他 们 需要 
得 到 172.75 分 。 由 于 他 们 已 经 得 到 100 分 ， 所 以 在 10 次 击 球 
中 再 得 73 分 就 可 以 获胜 。 在 比赛 暂停 时 ， 他 们 完成 了 全 部 目 
标的 4 和 0%， 而 消耗 了 100% - 62.3% = 37.7% 的 得 分 机 会 ， 所 
以 他 们 的 表现 与 对 手相 仿 。 但 如 果 他 们 消耗 的 球门 数 不 止 3 
个 ， 则 他 们 在 暂停 以 前 的 表现 不 如 对 手 。 

在 最 后 一 种 情况 下 (消耗 的 球门 数 为 6)， 巴 基 斯 坦 队 当 
前 的 得 分 机 会 为 24.6% ， 下 十 使 他 们 损失 了 36.2% -24.6% = 
11.6% 的 得 分 机 会 。250 分 的 11.6% 为 29， 所 以 他 们 需要 得 到 
221 分 。 由 于 他 们 已 经 得 到 100 分 ， 所 以 在 10 次 击 球 中 需要 再 
得 121 分 。 恰 好 得 121 分 则 为 平局 ， 超 过 121 分 则 获胜 ， 不 足 
121 分 则 失败 。 当 然 ， 在 10 次 击 球 中 得 121 分 是 很 困难 的 。 这 
是 因为 他 们 在 比赛 暂停 以 前 消耗 了 太 多 的 得 分 机 会 。 

所 有 这 些 结论 基于 1997 年 以 前 的 统计 数据 。 随 着 数据 的 
更 新 ， 结 论 可 能 需要 进行 一 些 调 整 ， 但 是 基本 思路 是 不 变 的 。 

德 克 华北 和 路 易 斯 的 模型 可 以 应 用 于 比赛 的 任何 阶段 。 假 
设 英 国 队 对 抗 澳大利亚 队 ， 比 赛 原 计划 双方 各 击 球 50 次 ， 英 


第 十 二 章 “体育 生涯 325 


国 队 先 击 球 。 当 英国 队 击 球 30 次 之 后 ， 开 始 下 雨 ， 比 赛 暂停 ， 
此 时 英国 队 的 得 分 为 1$44。 人 恢复 比赛 时 ， 剩 下 的 时 间 只 够 击 球 
30 次 。 显 然 , 不 应 该 让 英国 队 继 续 击 球 。 英 国 队 的 击 球 已 经 
结束 ， 下 面 轮 到 澳大利亚 队 击 球 。 英 国 队 被 剥夺 了 20 次 击 球 
机 会 ， 当 时 剩 下 8 个 球门 。 英 国 队 可 能 认为 他 们 的 开局 打 得 很 
好 《还 剩 下 很 多 球门 )， 如 果 规 定 对 方 的 获胜 条 件 是 在 30 次 击 
球 中 得 分 154 以 上 ， 对 他 们 是 不 公平 的 。 事 实 上 德 克 华 效 和 路 
易 斯 的 模型 也 这 么 认为 。 当 比赛 暂停 时 英国 队 还 有 54 狗 的 得 
分 机 会 ， 这 些 得 分 机 会 已 被 剥 奈 。 澳 大 利 亚 队 被 录 夺 了 前 20 
次 击 球 。 当 他 们 开始 击 球 时 ， 他 们 的 得 分 机 会 只 剩 下 77.1%， 
因此 ， 澳大利亚 队 被 剥夺 了 22.9% 的 得 分 机 会 。 相 比 之 下 ， 
英国 队 的 损失 更 大 ， 其 差额 为 54% - 22.9% = 31.15%。 根 据 
多 年 比赛 的 统计 结果 ， 在 50 次 击 球 的 比赛 中 的 平均 得 分 为 


分 , 英国 队 的 得 分 应 被 调整 为 154 + 69.975 = 223.975。 结 论 : 
如 果 澳 大 利 亚 队 在 30 次 击 球 中 得 到 224 分 或 更 多 则 获胜 ， 否 
则 失败 .9 我 认为 板 球 队 员 很 难 接受 如 此 复杂 的 计算 。 不 过 政 
治 家 的 艇 言 是 “不 受 欢 迎 的 决定 通常 是 正确 的 决定 "， 类 似 地 
我 们 可 以 说 : “既然 德 克 华 兹 和 路 易 斯 的 模型 如 此 难 届 ， 这 个 
模型 多 半 是 正确 的 。” 

最 后 一 个 例子 : 肯特 队 对 抗 埃 塞 克 斯 队 ， 肯 特 队 在 50 次 
击 球 中 得 200 分 。 在 轮 到 埃 塞 克 斯 队 击 球 时 开始 下 雨 ， 而 雨 停 


@ 作者 的 结论 似乎 有 问题 。 为 什么 要 参照 各 队 在 比赛 中 的 平均 得 分 ， 而 不 
参照 英国 队 自 己 在 本 场 比赛 中 的 表现 呢 7? 在 本 场 比赛 中 ， 英 国 队 用 46% 的 得 分 机 
会 得 到 154 分 ， 所 以 31.15% 的 得 分 机 会 对 应 的 得 分 应 当 是 (154/46%) x 31.15% 
= 104.285。 对 方 的 获胜 条 件 应 当 是 得 分 154 + 104.285 = 258.285 以 上 。 葛 非 他 觉得 
258.285 的 结论 有 点 高 得 离谱 ? 一 一 译 者 注 
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器 
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后 预定 的 比赛 结束 时 间 已 经 过 了 。 总 不 能 连 -~ 次 击 球 的 机 会 也 
不 给 ， 所 以 允许 埃 蜜 克 斯 队 击 球 10 次 。 应 当 如 何 确定 他 们 的 
获胜 条 件 ? 裁判 可 以 确立 一 个 标准 ， 如 果 埃 赛 克 斯 队 达 到 了 这 
个 标准 则 获胜 ， 否 则 和 失败。 但 是 这 个 标准 同时 与 他 们 的 得 分 数 
和 最 终 剩 下 的 球门 数 有 关 。 所 以 他 们 必须 同时 考虑 两 个 因素 ， 
尽量 使 比分 更 高 而 消耗 的 球门 数 更 少 。 他 们 的 教练 可 能 不 得 不 
拿 着 计算 器 不 停 地 推算 各 种 结果 。 


网 球 


网 球 讲解 员 经 常用 到 “比赛 已 经 达到 最 关键 的 时 刻 ” 之 类 
的 说 法 。 诺 松 : 冈 萨 雷 斯 是 他 那个 时 代 最 优秀 的 网 球 手 ， 他 认 
为 比分 达到 15 ~ 30 时 是 最 关键 的 时 刻 。 他 的 解释 是 ， 当 比分 
达到 15 ~ 30 时 ， 如 果 发 球 方 再 胜 一 球 ， 比 分 达到 30 ~30， 发 
球 方 获胜 的 机 会 很 高 ;如果 对 方 再 胜 一 球 ， 比 分 达到 15 ~ 40， 
发 球 方 获胜 的 机 会 就 很 低 了 。 其 他 的 网 球 手 和 教练 提出 了 不 同 
的 比分 作为 最 关键 的 时 刻 。 统 计 学 家 卡尔 ,英里 斯 最 终 解 决 了 
这 个 问题 ， 并 给 出 了 严格 的 证 明 。 

英里 斯 认为 ,评价 一 个 局 面 的 重要 程度 的 标准 是 两 个 概率 
值 的 差 。 首 先 ， 计 算出 在 此 局 面 下 如 果 发 球 方 获胜 ， 他 最 终 获 
胜 的 概率 值 x; 其 次 ， 计 算出 在 此 局 面 下 如 果 发 球 方 失败 ， 他 
最 终 获 胜 的 概率 值 y。x 和 y 的 差 就 可 以 反映 这 个 局 面 的 重要 
程度 。 如 果菜 个 局 面 使 得 这 个 差 达到 最 大 值 ， 则 这 个 局 面 就 是 
最 关键 的 局 面 。 显 然 ， 如 果 … 个 局 面 对 于 发 球 方 而 言 是 最 关键 
的 局 面 ， 则 这 个 局 面 对 于 接 球 方 而 言 也 是 最 关键 的 局 面 ， 反 之 
亦 然 。 根 据 莫 里 斯 的 标准 ， 冈 萨 雷 斯 的 结论 肯定 是 错误 的 ， 因 
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为 有 -- 个 局 面 总 是 比 场 上 比分 为 15 ~ 30 的 局 面 更 重要 ， 即 场 
上 比分 为 30~40 的 局 面 。 

比较 -- 下 这 两 个 局 面 . 当场 上 比分 为 15 ~ 30 时 ， 如 果 发 
球 方 理 赢 -- 球 ， 则 比分 变 成 30 ~ 30， 此 时 发 球 方 的 获胜 条 件 
是 超出 对 手 两 球 ， 用 a 表示 这 个 慨 妆 值 、。 严 然 ， 这 个 值 与 比分 
为 40~40 时 发 球 方 获胜 的 概率 值 相 间 (因为 在 此 情况 下 发 球 
方 的 获胜 条 件 也 是 超出 对 手 两 球 ); 如 果 发 球 方 再 和 -一 球 ， 则 
比分 变 成 15 ~ 40， 此 时 发 球 方 获胜 的 概率 已 经 很 低 了 ， 但 梳 
率 值 毕 竞 不 为 0。 所 以 这 两 个 概率 值 的 差 应 当 小 于 aa 

再 看 场 上 比分 为 30 ~ 40 的 局 面 。 如 果 发 球 方 再 赢 一 球 ， 
则 比分 变 成 40 ~40， 此 时 发 球 方 的 获胜 条 件 是 超出 对 手 两 球 ， 
其 慨 率 值 也 是 a， 如 果 发 球 方 再 丢 一 球 ， 则 对 手 已 经 获胜 ， 发 
球 方 获胜 的 概率 为 0。 所 以 这 两 个 概率 值 的 差 为 a。 比较 两 个 
差额 ， 结 论 是 第 二 种 局 面 更 重要 。 

英里 斯 发 现 ， 没 有 一 种 简单 的 通用 原则 用 来 判断 哪 种 局 面 
更 重要 。 在 某 些 情况 下 ， 一 个 局 面 的 重要 性 取决 于 发 球 方 赢得 
一 球 的 概率 值 bp。 当 p 大 于 50% 时 ， 可 以 确定 最 关键 的 局 面 是 
比分 为 30 ~ 40 的 时 候 。 当 p 在 50% 到 62% 之 间 时 ， 次 重要 的 
局 面 是 双方 以 高 比分 打 平 的 场合 ( 即 比分 为 30 ~ 30，40 ~ 40 
等 等 的 局 面 ); 但 当 p 大 于 62% 时 ， 次 重要 的 局 面 是 比分 为 15 
~40 的 局 面 。 最 不 重要 的 局 面 是 比分 为 40 ~ 0 的 场合 。 计 算 
的 过 程 不 复杂 ,但 是 需要 考虑 很 多 因素 。 

为 外 一 个 问题 。 发 球 方 在 发 球 时 可 以 选择 两 个 方案 : 发 快 
球 或 发 慢 球 。 发 快 球 的 优点 在 于 得 分 机 会 较 高 ， 发 慢 球 的 优点 
在 于 发 球 违例 的 概率 较 低 。 通 常 的 策略 是 先 发 一 个 快 球 ， 如 果 
第 一 次 发 球 违例 ， 则 再 发 一 个 慢 球 。 这 种 策略 是 发 球 方 的 最 佳 
策略 吗 ? 以 得 分 概率 最 大 化 为 目标 ， 最 佳 策略 是 什么 ? 
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SL 乔治 研究 了 这 个 问题 。 他 认为 ， 有 四 个 因素 与 最 终 的 
结论 有 关 : 

O 〇 发 快 球 不 违例 的 概率 ， 计 为 x; 

O 〇 发 慢 球 不 违例 的 概率 ， 计 为 y; 

O 在 发 快 球 不 违例 的 前 提 下 得 分 的 概率 ， 计 为 下; 

〇 在 发 慢 球 不 违例 的 前 提 下 得 分 的 概率 ， 计 为 S。 

假定 x> y，F > S。 发 球 方 可 以 选择 的 发 球 策略 有 四 种 : 
先 发 快 球 ， 如 果 发 球 违例 再 发 慢 球 ; 总 是 发 快 球 ; 总 是 发 慢 
球 ; 先 发 慢 球 ， 如 果 发 球 违例 再 发 快 球 。 我 们 可 以 计算 出 在 各 
种 策略 下 发 球 方 得 分 的 概率 。 

在 第 一 种 策略 下 ， 发 球 方 有 两 种 得 分 机 会 ， 

1. 发 快 球 不 违例 ， 并 且 得 分 ， 其 概率 为 xF; 

2. 发 快 球 违例 ， 随 后 发 慢 球 ， 不 违例 并 得 分 ， 其 概率 为 
(1—x) ySo 

因此 ， 在 第 一 种 策略 下 得 分 的 概率 为 xF+ (1-x) yS。 类 
似 地 可 以 算出 另外 三 种 策略 对 应 的 得 分 概率 。 

一 个 明显 的 结论 是 第 一 种 策略 总 是 比 第 四 种 策略 好 ， 因 
此 ， 第 四 种 策略 已 经 可 以 排除 ， 只 需要 考虑 前 三 种 策略 。 在 这 
三 种 策略 的 比较 中 ， 优 劣 取决 于 具体 的 x、y、S 和 下 的 值 。 最 
重要 的 标准 在 于 xF 与 yS 的 比值 。xF 是 通过 发 快 球 直接 得 分 的 
概率 ，yS 是 通过 发 慢 球 直接 得 分 的 概率 。 用 R 表示 xF/yS。 

通常 ，R 小 于 1。 但 是 如 果 R 大 于 1， 则 每 次 都 应 当 发 快 
球 。 这 是 因为 R 大 于 1 意味 着 在 任何 情况 下 发 快 球 的 结果 都 优 
于 发 慢 球 ， 即 使 第 一 次 发 球 已 经 违例 。 在 职业 高 手 之 间 ，R 大 
于 1 的 情况 很 罕见 ， 所 以 职业 高 手 的 常见 选择 是 如 果 第 一 次 发 
球 违 例 则 发 慢 球 。 

当 民 小 于 1 时 ， 第 一 种 策略 最 佳 。 但 也 有 例外 。 当 R 值 
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充分 小 时 〈 即 发 慢 球 直接 得 分 的 概率 很 高 时 ) 最 佳 策略 是 每 次 
都 发 慢 球 。 什 么 情况 下 我 们 可 以 认为 R 值 充 分 小 呢 ?” 条 件 是 R 
小 于 1+x 一 y。 当 然 ， 在 职业 高 手 之 间 这 种 情况 很 少见 。 当 x 
=50%, y= 00%, F= 80%, $= 50% 时 , xF = 40%, yS= 
45%，R= xF/yS = 40/45 < 1]， 此 时 应 当选 择 第 一 种 策略 。 但 
是 ， 如 果 s 只 有 40%， 则 ys=36%，R=40/36 > 1， 此 时 最 住 
策略 是 每 次 都 发 快 球 。 

由 于 某 些 局 面 比 其 他 局 面 更 重要 ， 所 以 一 名 选手 可 以 考虑 
人 在 重要 局 面 下 更 加 卖力 ， 而 首 不 重要 的 局 面 下 节省 一 点 体力 。 
在 第 八 章 的 研究 中 ， 我 们 假定 一 名 选手 赢得 一 球 的 概率 值 是 固 
定 的 ， 现 在 我 们 假定 选手 可 以 选择 是 否 在 对 某 一 球 的 争夺 中 投 
人 较 多 的 体力 。 是 否 可 以 保证 赢得 本 启 比 赛 的 概率 不 变 ， 但 是 
消耗 的 体力 较 少 ? 

我 们 的 模型 不 够 完美 ,但 有 很 好 的 参考 价值 。 考 虑 一 名 选 
手 斯 密斯 在 比赛 中 的 行为 。 在 对 每 一 球 的 争夺 中 ， 斯 密斯 可 以 
选择 的 策略 有 两 种 : 耗费 较 多 的 体力 以 增加 得 分 的 概率 ; 节省 
体力 放弃 一 部 分 得 分 的 概率 。 一 般 性 的 原则 是 在 比较 重要 的 局 
面 下 选择 前 者 ， 而 在 其 他 局 面 下 选择 后 者 。 具 体 地 说 ， 斯 密斯 
在 三 种 情况 下 应 当选 择 节省 体力 的 策略 : 对 第 一 个 球 的 争夺 ; 
自己 的 得 分 领先 ; 比分 达到 0 ~ 40。 在 其 他 情况 下 ， 斯 密斯 应 
当 不 惜 体力， 争取 更 高 的 得 分 概率 。 这 种 战略 的 结果 是 斯 密斯 
在 比赛 中 选择 两 种 策略 的 频率 大 致 相等 。 
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表 12.2; 为 了 使 最 终 获胜 的 概率 不 变 ， 
两 种 策略 下 的 得 分 概率 


比较 两 个 模型 。 在 第 … 个 模型 下 ， 斯 密斯 始终 以 相同 的 体 
力 消耗 争夺 每 -… 个 球 ， 每 … 次 得 分 的 概率 都 是 60%。 在 这 种 
情况 下 ， 他 最 终 获 胜 的 概 康 为 73.5% .在 第 二 个 模型 下 ， 在 
对 每 一 个 球 的 争夺 中 ， 他 加 以 选择 自己 投入 的 体力 ,投入 的 体 
力 较 多 使 得 得 分 的 概率 上 升 。 可 选择 的 策略 有 两 种 ， 选 择 方式 
如 上 所 述 。 为 了 使 斯 密斯 最 终 获 胜 的 概率 达到 73.5% ， 在 两 
种 体力 损耗 标准 下 的 得 分 的 概率 分 别 是 多 少 ? 

结论 如 表 12.2 所 示 。 如 果 斯 密斯 按照 我 们 规定 的 战略 应 
用 两 种 策略 ， 则 他 最 终 获 胜 的 概率 也 是 73.5%。 表 中 的 最 后 
一 行 数 据 表明 ， 即 使 斯 密斯 在 节省 体力 的 策略 下 的 得 分 概率 只 
有 30.$% ， 他 仍然 可 以 保证 最 终 获胜 的 概率 为 73.5%。 利 用 
这 种 策略 不 改变 获胜 的 概率 ， 但 可 以 在 总 体 上 节省 体力 。 


锦标 赛 的 比赛 规则 


锦标 赛 的 是 标 是 在 参赛 选手 〈 或 队伍 ) 中 决 出 最 强 者 。 当 
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然 ， 景 终 的 冠军 未 必 是 实力 最 强 者 。 如 果 你 相信 实力 最 强 考 一 
定 会 夺冠 ， 本 节 就 没有 讨论 的 必要 。 实 际 情况 是 ， 不 同 的 比赛 
规则 会 影响 实力 最 强 者 夺冠 的 概率 。 不 过 ， 有 时 候 比赛 的 目的 
不 仅 是 决 出 冠军 ， 我 们 还 希望 欣赏 一 定数 量 的 比赛 。 在 世界 杯 
足球 赛 中 ， 参 赛 队 有 32 支 ， 如 果 在 比赛 的 第 一 天 就 把 一 些 球 
队 送 回 家 显然 太 匆忙 了 

锦标 赛 中 常见 的 规则 有 很 多 种 。 在 简单 循环 制 中 ， 每 两 个 
参赛 省 恰 好 相遇 -次 。 在 足球 联赛 中 ， 每 两 支 参 赛 队伍 相遇 两 
次 ， 每 支 球 队 充 当 一 次 主队 。 在 淘汰 制 中 ， 通 过 抽签 随 机 决定 
配对 方案 。 网 球赛 通常 采用 淘汰 制 ， 但 安排 了 种 子 选手 ， 在 比 
赛 时 期 保护 种 子 选 手 。 在 象棋 赛 和 桥牌 赛 中 ， 如 果 参 赛 选手 较 
多 ， 通 常 采用 积分 循环 制 : 首 轮 比赛 抽签 决定 ， 而 后 安排 积分 
接近 的 选手 对 抗 。 梭 球赛 有 时 使 用 抽签 循环 制 ， 在 比赛 早期 导 
免 出 现 三 支 球 队 之 闻 的 循环 比赛 。 如 果 最 后 出 现 两 支 积分 相同 
的 球 队 ， 则 二 者 进行 决赛 。 

戴 维 : 阿 帕 莱 顿 用 统计 学 方法 比较 了 几 种 赛制 。 他 为 每 个 
参赛 者 分 配 了 胜率 ， 实 力 较 强 的 队伍 胜率 较 高 。 当 两 个 参赛 者 
相遇 时 ， 根 据 双 方 的 胜率 判断 每 一方 取胜 的 概率 。 他 摹 拟 了 当 
参赛 者 为 8 名 或 16 名 时 各 种 赛制 的 结果 ， 每 种 赛制 擎 拟 数 千 
次 ， 以 此 判定 各 种 赛制 的 优 劣 。 具 体 的 结论 与 参赛 人 数 、 每 个 
参赛 者 的 胜率 等 因素 有 关 ， 但 戴 维 得 出 了 --- 些 普遍 性 的 结论 。 

我 们 的 目标 是 发 现 一 种 使 胜率 最 高 的 选手 最 终 获 胜 的 概率 
最 大 的 比赛 规则 。 在 戴 维 比 较 的 八 种 赛制 中 ， 最 好 的 赛制 是 每 
两 名 选手 相遇 两 次 的 循环 赛 。 这 种 赛制 要 求 的 比赛 场次 的 数目 
也 是 最 多 的 。 排 在 第 二 位 的 赛制 是 安排 种 子 选 手 的 抽签 循环 
制 。 这 种 赛制 的 优点 有 二 : 其 一 ， 胜 率 最 高 的 选手 作为 种 子 选 
手 受 到 保护 ， 最 终 胜 出 的 概率 较 高 ， 其 二 ， 胜 率 最 高 的 选手 有 
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两 种 进入 最 后 决赛 的 机 会 。 排 在 第 三 位 的 是 三 局 两 胜 的 淘汰 
赛 。 在 这 种 赛制 下 ， 如 果 胜 率 最 高 的 选手 偶然 失手 一 次 ， 他 还 
有 第 二 次 机 会 免 遭 淘汰 。 排 在 第 四 位 的 是 不 安排 种 子 选手 的 抽 
签 循环 赛 。 排 在 后 面 的 四 种 赛制 依次 为 简单 循环 制 、 安 排 种 子 
选手 的 淘 达 制 、 进 行 五 或 六 轮 的 积分 循环 制 和 不 安排 种 子 选 手 
的 淘汰 制 。 积 分 循环 制 和 循环 赛 的 缺点 是 可 能 出 现 两 名 选手 并 
列 第 一 的 结果 ， 其 他 赛制 没有 这 个 问题 。 


表 12.3 


如 果 出 现 积分 相同 的 情况 ， 有 若干 种 排序 方法 。 假 设 有 四 
名 选手 参加 循环 赛 ， 每 场 比赛 都 分 出 胜 负 ， 比 赛 结果 如 表 
12.3 所 示 ， 表 中 W 表示 获胜 , 二 表示 失败 。A 和 B 获胜 两 次 ， 
C 和 了 D 获 胜 一 次 。 如 何 决定 四 个 人 的 次 序 ? 一 种 办 法 是 参照 同 
分 者 之 间 的 比赛 结果 。 由 于 4 胜 B 而 C 胜 D， 所 以 最 终 次 序 为 
A、B、C、D。 不 过 D 会 觉得 委 导 ， 他 战胜 了 和 冠军 ， 却 名 列 最 
后 。 

象棋 比赛 中 经 常 使 用 另 一 种 方法 : 比较 对 手 分 。 由 于 A 
战胜 了 B 和 C， 所 以 A 的 对 手 分 是 B 和 C 的 得 分 的 总 和 ， 即 3 
分 。 类 似 地 ，B、C、D 的 对 手 分 分 别 是 2 分 、1 分 和 2 分 。A 
的 对 手 分 最 高 ， 但 是 B 和 DD 的 对 手 分 相同 。 不 要 紧 ， 我 们 以 
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对 手 分 为 依据 再 计算 第 二 级 的 对 手 分 ， 四 个 人 的 分 数 分 别 是 
3、3、2、3。 现 在 还 是 分 不 出 次 序 ， 不 过 再 重复 两 次 就 可 以 分 
”出 次 序 ， 四 人 的 得 分 分 别 是 8、6、5、3。 如 果 继 续 进 行 这 个 
程序 ， 四 个 人 的 得 分 值 会 有 变化 ， 但 次 序 始终 保持 不 变 : A、 
B、D、C。 这 种 方法 看 起 来 很 公平 。G 

在 正规 比赛 中 通常 事先 规定 好 了 处 理 积分 相同 的 情况 的 方 
法 。 不 过 在 友谊 赛 中 可 能 没有 事先 规定 。 此 时 你 可 以 随便 选 一 
种 办 法 。 


”作者 似乎 把 问题 想 复 杂 了 。 象 棋 比 赛 的 实际 规则 是 仅 比较 同 分 者 的 对 手 
分 。A 与 B 同 分 , 但 A 的 对 手 分 较 高 ， 所 以 A 优 于 B; C 与 D 同 分 , 但 DD 的 对 手 
分 较 高 ， 所 以 了 D 优 于 C。B 与 D 的 对手 分 相同 , 伯 是 B 的 积分 高 于 D， 所 以 根本 不 
需要 比较 他 们 两 个 的 对 考分 。 因 此 ， 仅 计算 一 次 对 手 分 就 可 以 决定 次 序 。 一 一 译 
者 注 。 


请 三 受 友信 适 要 雁 
气 V/5 医 


正如 浮 在 水 面 以 上 的 仅仅 是 冰山 的 一 角 ， 在 这 本 书 中 我 们 
只 能 涉及 概率 知识 的 一 小 部 分 。 在 最 后 一 章 里 ， 我 们 讨论 一 些 
简单 的 概率 问题 。 


扑克 牌 问题 


在 惠 斯 特 ? 和 桥牌 中 ， 一 手 牌 由 13 张 牌 构成 ， 所 以 每 一 
和 手 牌 有 
Cs = 635 013 559 600 种 可 能 
根据 我 们 在 第 七 章 得 出 的 结论 ， 我 们 每 玩 100 万 局 桥牌 ， 
遇 到 两 手 完 全 相同 的 牌 的 概率 为 50%。 我 们 可 以 认为 这 个 频 
率 等 于 0。 如 果 考 虑 全 部 四 个 人 手中 的 牌 ， 将 得 到 一 个 天 文 数 


Q@ 一 种 扑克 游戏 ， 桥 牌 的 前 身 一 一 详 者 注 
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字 。 谍 论 你 手中 得 到 什么 牌 ， 你 的 上 家 手中 的 牌 有 3C3 种 可 
能 ， 而 你 的 下 家 手中 的 牌 有 2#Cl 种 可 能 。 在 三 个 人 手中 的 牌 决 
定 以 后 ， 第 四 个 人 手中 的 牌 就 确定 了 。 四 个 人 手中 的 牌 有 和 多少 
种 可 能 ? 答案 是 一 个 29 位 数 ， 
53 644 737 765 488 792 839 237 440 000 

最 精确 的 叫 牌 体系 也 无 法 覆盖 每 一 种 情况 。 

根据 概率 知识 你 可 以 知道 拿 到 某 --: 类 牌 的 概率 。 例 如 ， 你 
有 一 个 缺 门 的 概率 是 多 少 ? 某 一 个 花色 有 8 张 的 概率 是 多 少 ? 
手中 的 大 牌 有 25 点 的 概率 是 多 少 ” 你 的 牌 型 为 4 一 3 一 3 一 3 或 
4 一 4 一 3 一 2 的 概率 是 多 少 ? 当 对 方 手 中 有 -- 张 Q 时 ， 你 应 当 
便 敲 还 是 飞 牌 ? 等 等 .中 

首先 考虑 一 个 简单 的 问题 : 你 的 牌 型 为 4 一 4 一 3 一 2 的 概 
这 是 多 少 ? 第 一 步 ， 算 出 你 持 有 4 张 黑 桃 、4 张 红 桃 、3 张 方 
块 、2 张 草花 有 和 多少 种 可 能 。 利用 附录 1 中 的 知识 ， 语 以 得 出 
结论 : X= ?Gx PG x3G x 3C。 此 外 ， 需 要 考虑 4 种 花色 的 
排列 。 在 4 种 花色 中 选 2 种 作为 4 张 套 ， 有 4C; = 6 种 可 能 ,在 
剩 下 的 2 种 花色 中 选 1 种 作为 3 张 套 、 有 2 种 可 能 ， 最 后 剩 下 
的 1 种 花色 只 能 作为 2 张 套 。 所 以 牌 型 为 4 一 4 一 3 一 2 的 可 能 
种 类 一 共有 6x2xX=12X 种 。 以 前 我 们 已 经 算出 一 手 牌 一 共 
可 能 有 多少 种 ， 这 两 个 值 的 比 就 是 牌 型 为 4 一 4 一 3 一 2 的 概率 。 


全 这 里 涉及 几 个 桥牌 术语 。 按 照 通行 的 桥牌 理论 ，A、K、Q、J 被 当做 “大 
牌 ， 其 “点 数 ” 分 别 为 4 3、2、!、 如 果 你 持 有 四 张 A 和 三 张 K， 没有 Q 和 J 
你 手中 的 大 牌 点 就 是 5。“4 一 3 一 3 一 3” 指 手中 的 外 门 花色 分 别 为 4 张 、3 张 、3 
张 、3 张 。“ 禾 敲 ” 指 直接 从 手中 出 大 牌 ， 希 望 对 方 手中 的 大 牌 自动 掉 出 来 。 硬 蔽 
的 前 提 是 对 方 的 大 有 牌 没有 其 他 牌 保护 。“ 飞 牌 ” 指 从 没有 大 牌 的 一 方 出 小 牌 ， 如 果 
下 一 家 跟 小 牌 就 放 过 ， 如 果 下 一 家 出 大 有 牌 就 用 大 幅 盖 住 ， 飞 牌 的 前 提 是 对 方 的 大 
牌位 于 你 方 的 大 牌 的 上 方 。 一 一 译 者 注 


[ne 
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利用 类 似 的 方法 可 以 计算 出 牌 型 为 w 一 x 一 y 一 z 的 概率 。 
主要 计算 过 程 为 两 步 : 首先 计算 持 有 w 张 黑 桃 、x 张 红 桃 、y 
张 方块 、z 张 草 花 有 多 少 种 可 能 。 甚 次， 为 第 一 步 的 结论 寻找 
一 个 适当 的 系数 。 如 果 w、x、y、z 这 4 个 数 各 不 相同 ， 则 系 
数 为 24; 如 果 在 w、x、y、z 这 4 个 数 中 有 2 个 相同 ， 则 系数 
为 12; 如 果 在 w、x、y、z 这 4 个 数 中 有 3 个 相同 ， 则 系数 为 
4。 

总 共有 39 种 可 能 的 牌 型 ， 出 现 的 频率 最 高 的 牌 型 是 4 一 
4 一 3 一 2。 在 这 39 种 牌 型 中 ， 只 有 13 种 牌 型 出 现 的 频率 高 于 
1%， 如 表 13.1 所 示 。 表 13.1 的 最 后 一 列 是 第 二 列 的 累积 结 
果 。 表 中 未 列 出 的 26 种 牌 型 出 现 的 频率 总 和 不 足 1/20。 许 多 
玩家 认为 ， 牌 型 越 平均 ， 则 出 现 的 频率 越 高 ， 所 以 4 一 3 一 3 一 
3 牌 型 出 现 的 频率 应 当 最 高 ， 但 事实 上 4 一 3 一 3 一 3 的 频率 仅 
排 在 第 五 位 ， 其 频率 为 10.54%。 表 13.1 的 结论 基于 一 个 假 
设 : 洗 牌 过 程 是 严格 的 。 在 实战 中 ， 洗 牌 过 程 往往 比较 匆忙 ， 
所 以 实战 结果 可 能 与 表 13.1 的 结论 有 出 入 。 在 正式 比赛 中 ， 
往往 用 计算 机 替代 人 工 洗 牌 ， 在 这 种 情况 下 ， 表 13.1 可 以 提 
供 更 好 的 预测 。 

除 牌 型 以 外 ， 我 们 还 可 以 算出 长 套 、 缺 门 和 单 张 出 现 的 概 
率 。( 长 套 指 手中 张 数 较 多 的 花色 ， 缺 门 指 手中 没有 某 一 花色 
的 牌 ， 单 张 指 某 一 花色 的 牌 手中 只 有 一 张 。) 有 三 种 牌 型 使 得 
手中 最 长 套 仅 有 4 张 〈 即 4 一 4 一 3 一 2，4 一 3 一 3 一 3 和 4 一 4 一 
4 一 1)， 所 以 这 三 种 牌 型 的 概率 之 和 即 最 长 套 为 4 张 的 概率 。 
类 似 地 可 以 算出 最 长 套 的 张 数 为 5、6、7、8 或 更 多 的 概率 。 
结论 在 表 13.2 中 。 持 有 缺 门 的 概率 为 5% ， 持 有 单 张 但 没有 缺 
门 的 概率 为 31% ， 持 有 两 个 缺 门 的 概率 为 1/10000。 
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表 13.1 
出 现 的 概率 


= 


0.155 2 
- 0.129 3 
0.105 8 
四 0.105 4 


表 13.2 

最 长 套 的 张 数 出 现 的 概率 
oa 
0.443 4 


必然 存在 一 个 花色 ， 你 和 你 的 同伴 至 少 持 有 其 中 7 张 。 存 
在 一 门 花色 你 和 你 的 同伴 至 少 持 有 其 中 8 张 的 概率 接近 85% 。 
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存在 一 门 花色 你 和 你 的 癌 华 圣 少 持 有 其 中 10 张 的 概率 接近 


10% 。 计 算 这 类 问题 的 方法 与 表 13.1 类 似 . 但 是 我 们 考虑 的 
不 是 13 张 牌 ， 而 是 26 张 牌 。 把 你 的 牌 与 同伴 的 牌 合 在 一 起 计 
算 ， 出 现 的 频率 最 高 的 牌 型 为 8 一 7 一 6 一 5， 频 率 接近 1/$。 对 
方 的 情况 也 是 如 此 。 

4 个 人 每 人 持 有 1 张 A 的 概率 在 1/9 到 1]1/10 之 间 。4 张 A 
在 4 个 人 手中 的 分 布 以 2 一 | 一 1] 一 0 最 为 常见 ， 频率 高 达 
58.4%。 出 现 的 频率 较 低 的 分 布 情况 依次 为 3--1 一 0 一 0，2 一 
2 一 0 一 0，1 一 1 一 1 一 1, 4 一 0 一 0 一 0。 最 后 一 种 分 布 出 现 的 频 
率 为 19% 。 

在 桥牌 中 ， 最 常用 的 衡量 -- 手 牌 的 价值 的 方法 是 密 尔 顿 ， 
沃克 发 明 的 大 牌 点 法 。A、K&、0、J 被 当做 大 牌 ， 其 点 数 分 别 
为 4，3，2，1。 一 副 牌 的 点 数 之 和 为 和 ， 平均 每 人 持 有 10 
点 。 一 手 牌 最 少 可 能 有 0 点， 最 多 可 能 有 37 点 。( 除 大 牌 点 以 
外 ,长 套 、 缺 门 和 单 张 也 有 点 数 ， 不 这 我 们 在 这 本 书 中 不 予 讨 
论 。) 统计 各 种 牌 点 数 对 应 的 概率 是 -- 件 很 繁琐 的 事 ， 不 过 我 
们 可 以 让 计算 机 完成 这 个 任务 、 表 13.3 是 计算 机 提供 的 答案 。 

表 中 的 数据 基本 对 称 ， 对 称 中 心 为 9.5 点 。10 点 是 中 位 
数 ， 出 现 的 频率 也 最 高 。 标 准 差 略 大 于 4。 一 手 牌 的 大 牌 点 不 
超过 3 的 概率 为 5% ， 不 低 于 20 的 概率 小 于 1% ， 不 低 于 25 点 
的 概率 仅 为 1/2000。 

叫 牌 之 后 开始 打牌 ， 防 守 方 出 第 一 张 牌 ， 这 张 牌 称 为 “ 首 
攻 。 首 攻 之 后 明 手 亮 牌 。 此 时 除 明 手 外 等 个 人 都 能 看 到 26 张 
牌 《 自 己 的 13 张 牌 和 明 手 的 13 张 牌 )， 现 在 大 家 开始 计算 看 
个 多 的 26 张 牌 的 分 布 情况 。 叫 牌 过 程 可 以 提供 计算 的 线索 ， 
单纯 的 算数 运算 也 很 有 用 。 当 你 主打 无 将 时 ， 长 套 经 常 为 你 方 
提供 大 量 的 赢 墩 ， 有 时 候 长 套 中 的 “6” 和 “7” 和 A 一 样 重 


第 十 三 新 其 他 需要 运气 的 问题 339 


要 。 对 于 庄家 来 说 ， 最 重要 的 是 分 析 关 键 牌 张 在 两 个 对 手中 的 
分 布 情况 。 


例如 ， 你 方 持 有 8 张 草花 ， 对 方 持 有 5 张 。 这 5 张 草花 在 
两 个 对 手中 的 分 布 可 能 是 5 一 0、4 一 1 或 3 一 2。 通 常 3 一 2 分 布 
对 你 方 最 有 利 。 实 际 分 布 为 3 一 2 的 概率 是 多 少 ? 按 3 一 2 分 布 
设计 打牌 方案 与 按 飞 牌 设计 打牌 方案 训 优 就 劣 ? 〈 飞 牌 的 成 功 
率 为 50%。) 为 了 回答 这 个 问题 ， 先 要 算出 你 左手 方 的 对 手持 
有 3 张 草花 的 概率 。 对 方 -- 共 有 26 张 牌 ， 其 中 5 张 是 草花 ， 
21 张 是 非 草 花 。 你 左手 方 的 对 手持 有 3 张 草花 即 意味 着 在 5 张 
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草花 中 抽出 3 张 、 在 21 张 非 草 花 中 抽出 10 张 构成 他 手中 的 
牌 。 在 S 张 草花 中 抽出 3 张 有 5C; 种 可 能 ， 在 21 张 非 草花 中 抽 
出 10 张 有 ?Gyo 种 可 能 ， 所 以 他 持 有 3 张 草花 的 可 能 有 
5 Cs x ?Cio 种 

由 于 他 手中 的 牌 一 共有 2%Ci3 种 可 能 ， 所 以 他 持 有 3 张 草花 的 概 
率 为 5C3 x2 Cio[5%C3 = 0,.339 1。 此 外 ， 你 右手 方 的 对 手持 有 3 
张 草花 的 概率 也 是 0.339 ]， 所 以 对 方 的 5 张 草花 3 一 2 分 配 的 
概率 为 68%。 表 13.4 提供 了 类 似 的 问题 的 答案 。 

表 13.4 对 于 实战 有 很 好 的 指导 价值 。 根 据 表 中 的 结论 ， 
3 一 2 分 配 的 概率 高 于 飞 牌 成 功 的 概率 ， 但 是 3 一 3 分 配 的 概率 
低 于 飞 牌 成 功 的 概率 。 当 你 在 叫 牌 过 程 中 面临 抉择 时 ， 这 个 表 
也 能 提供 帮助 。 例 如 ， 你 相信 完成 2 无 将 是 没 问题 的 ， 你 是 否 
应 当 加 则 到 3 无 将 ? 
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你 方 手中 的 张 数 “| 对 方 的 牌 张 分 配方 式 ”对 应 的 概率 


你 的 决定 取决 于 你 有 多 大 把 握 完成 3 无 将 。 在 盘 式 桥牌 
中 ， 不 成 局 定 约 的 价值 是 不 确定 的 ， 这 使 得 问题 比较 复杂 。 为 
了 简化 问题 ， 采 用 复式 桥牌 中 的 计 分 标准 。 在 复式 桥牌 的 规则 
下 ， 完 成 不 成 局 定 约 的 奖 分 为 50 分 ， 完 成 成 局 定 约 的 奖 分 为 
300 分 (作为 无 局 方 )。 你 可 能 遇 到 4 种 情况 : 1. 叫 到 2 无 将 
并 完成 ; 2. 叫 到 2 无 将 但 完成 3 无 将 ; 3. 叫 到 3 无 将 但 仅 完 
成 2 无 将 ; 3. 叫 到 3 无 将 并 完成 。 各 种 情况 的 得 分 如 下 : 


叫 到 3 无 将 


假设 完成 3 无 将 的 概率 为 bp， 完成 2 无 将 的 概率 为 1- p， 则 叫 
到 2 无 将 的 平均 得 分 为 150p + 120 (1- p) = 120+30p， 而 叫 
到 3 无 将 的 平均 得 分 为 400p -50 (1-p) =450p -50。 当 p 大 
于 17/42 (接近 于 40%) 时 后 者 较 好 。 作 为 无 局 方 ， 如 果 你 完 
成 3 无 将 的 希望 在 于 对 方 的 3 一 3 分 配 ， 则 你 的 成 功率 低 于 
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40%， 和 你 叫 到 3 无 将 是 不 明智 的 。 作 为 有 局 方 ， 情 况 有 所 不 
回 ， 因 为 计 分 方法 不 同 。 如 果 来 完成 定 约 ， 作 为 有 局 方 的 罚 分 
比 作为 无 局 方 高 一 倍 ， 但 另 … 方 面 ， 如 果 完 成 成 局 定 约 ， 奖 分 
也 由 300 分 增加 到 500 分 。 利 用 同样 方法 可 以 算出 有 局 方 叫 到 
3 无 将 的 条 件 : 如 果 成 功率 超过 22/67 (接近 于 33%)， 叫 到 3 
无 将 就 是 值得 的 。 如 果 你 的 成 功 同样 依赖 于 对 方 的 3 一 3 分 布 ， 
作为 有 局 方 叫 到 3 无 将 是 合理 的 决定 。 如 果 成 功 的 希望 在 于 一 
次 飞 牌 〈 改 牌 的 成 功率 为 50%)， 无 论 作 为 有 启 方 还 是 无 局 方 
都 应 当 叫 到 3 无 将 。 

以 上 分 析 以 平均 得 分 为 判断 依据 。 在 复式 桥牌 中 ， 情 况 更 
复杂 。 因 为 你 必须 考虑 别人 在 面 对 同 样 的 问题 时 将 如 何 抉择 ， 
你 对 别人 的 估计 将 决定 你 的 最 终 选 择 。 

一 个 类 似 的 问题 : 你 有 把 握 完 成 小 满 贯 ， 你 是 否 应 当 加 叫 
到 大 满 贯 ? 作为 有 局 方 时 ， 成 局 奖 分 为 500 分 ， 小 满 贯 奖 分 为 
750 分 ， 大 满 贯 奖 分 为 1 500 分 。 假 设 定 约 为 无 将 ， 你 可 能 遇 
到 4 种 情况 : 1. 叫 到 6 无 将 并 完成 ; 2. 叫 到 6 无 将 但 完成 7 无 
将 ; 3. 叫 到 7 无 将 但 仅 完 成 6 无 将 ; 4. 叫 到 7 无 将 并 完成 。 
各 种 情况 的 得 分 如 下 : 


计算 方法 完全 相同 。 假 设 完成 7 无 将 的 概率 为 p， 完 成 6 无 将 
的 概率 为 1-P， 则 叫 到 6 无 将 的 平均 得 分 为 1 440+ 30p， 而 叫 
到 7 无 将 的 平均 得 分 为 2 320p - 100。 当 p 大 于 154/229 (接近 
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于 67%) 时 后 者 较 好 。 作 为 无 局 方 结论 也 是 如 此 。 如 果 你 发 
现 完成 大 满 贯 的 条 件 是 对 方 的 3 一 2 分 配 (概率 为 68%)， 叫 到 
大 满 贯 是 正确 的 。 但 如 果 成 功 的 希望 在 于 … 次 飞 牌 ， 你 就 不 应 
该 冒险 。 在 6 阶 水 平 上 如 果 你 想 再 进 -- 步 ， 必 须 保证 2:1 以 上 
的 成 功率 。 

如 果 在 你 方 的 长 套 上 对 方 持 有 Q， 应 当 如 何 处 理 ? 用 A 和 
K 硬 敲 还 是 先 打 一 张大 牌 然后 飞 牌 ? 正确 的 策略 取决 于 你 方 在 
这 个 花色 中 持 有 多 少 张 牌 。 如 果 你 方 在 这 个 花色 上 持 有 9 张 
牌 ， 分 配 为 5 一 4， 在 对 方 的 Q 是 单 张 或 对 方 2 一 2 分 配 的 情况 
下 硬 敲 可 以 获得 成 功 ， 概 率 为 53.1%。 此 外 ， 如 果 对 方 4 人-0 
分 配 ， 你 还 有 机 会 中 途 改变 打 法 ， 这 使 得 成 功 的 机 会 略微 增 
如。 总 的 来 说 ， 第 一 种 打 法 的 成 功率 为 58%。 飞 牌 的 成 功率 
为 50% ,但 是 先 打 一 张大 牌 使 得 成 功 的 机 会 增加 一 些 ， 因 为 
你 可 能 及 时 发 现 对 方 的 4 一 0 分配， 也 有 可 能 抓 住 对 方 的 单 张 
Q。 第 二 种 打 法 的 成 功率 为 56%。 这 两 种 打 法 的 差别 不 是 很 
大 ,但 已 足以 使 高 手 作出 抉择 。 如 果 你 方 在 这 个 花色 上 持 有 8 
张 牌 ， 分 配 为 4 一 4， 两 种 打 法 的 成 功率 分 别 为 33% 和 51%， 
显然 第 二 种 打 法 较 好 。 如 果 你 方 在 这 个 花色 上 持 有 7 张 牌 ， 则 
你 有 更 充分 的 理由 选择 第 二 种 打 法 。 

有 时 你 可 以 在 打 完 几 轮 牌 之 后 再 作 决 定 。 在 这 种 情况 下 ， 
伴随 着 打牌 过 程 的 进行 ， 牌 张 分 配 的 概率 会 有 变化 。 例 如 ， 在 
打 完 7 轮 牌 之 后 ， 你 方 持 有 9 张 黑 桃 ，0 在 对 方 手中 ， 对 方 没 
出 过 黑 桃 。 此 时 ， 对 方 手中 有 12 张 牌 ， 其 中 4 张 是 黑 桃 ，8 张 
是 非 黑 桃 。4 张 黑 桃 在 对 方 手中 的 分 布 为 2-—2、3 一 1、4-0 的 
概率 分 别 为 45.59% 、48.5% 、6% 。 此 时 ， 第 一 种 打 法 的 成 功 
率 为 60% ， 第 二 种 打 法 的 成 功率 为 56%。 在 打 完 几 轮 牌 以 后 
再 作 决 定 通常 比 在 一 开始 就 作 决定 有 利 ， 不 过 除非 进行 到 终局 
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再 作 决 定 ， 否 则 成 功率 不 会 有 太 大 变化 。 


洗 牌 问题 


常见 的 洗 牌 方法 有 两 种 : 弹 式 洗 牌 和 插 式 洗 牌 。 弹 式 洗 牌 
是 把 一 幅 牌 均匀 地 分 为 两 亚 ， 然 后 把 两 准 牌 混合 在 一 起 。 完 美 
的 弹 式 洗 牌 要 求 两 亚 牌 数目 完全 相等 ， 而 且 每 隔 工 张 插 和 人 1 
张 。 完 美的 弹 式 洗 牌 又 分 为 两 种 : 一 种 方法 使 原来 位 于 第 1 张 
的 牌 在 洗 牌 之 后 仍然 位 于 第 1 张 ， 另 一 种 方法 使 原来 位 于 第 1 
张 的 牌 在 洗 牌 之 后 位 于 第 2 张 。 用 第 一 种 方法 洗 牌 的 结果 是 第 
1 张 牌 和 最 后 1 张 牌 的 位 置 不 变 ， 第 18 张 牌 和 第 35 张 牌 位 置 
互 换 ， 此 外 的 48 张 牌 在 6 个 区 域内 循环 ， 每 个 区 域 包 括 8 张 
牌 。 也 就 是 说 ， 一 副 牌 经 过 8 次 洗 牌 之 后 又 回 到 原来 的 状态 。 
在 实战 中 最 好 不 用 这 种 方式 洗 牌 ， 因 为 洗 牌 者 有 机 会 作 徽 。 如 
果 用 第 二 种 方法 洗 牌 ， 每 洗 52 次 可 以 使 整 副 牌 还 原 。 

插 式 洗 牌 的 过 程 通常 是 把 牌 一 张 一 张 地 从 一 只 手 传 到 另 -- 
只 手 : 先 把 第 1 张 牌 传 过 去 ， 然 后 把 第 2 张 牌 放 在 上 面 ， 把 第 
2 张 牌 放 在 下 面 ， 把 第 3 张 牌 放 在 上 面 ， 把 第 4 张 牌 放 在 下 
面 ， 如 此 等 等 。 完 美的 插 式 洗 牌 的 结果 是 第 18 张 牌位 置 不 变 ， 
第 11 张 牌 和 第 32 张 牌位 置 互 换 ， 其 余 的 牌 进入 6 个 区 域 循 
环 ，6 个 区 域 分 别 包括 3、4、6、12、12、12 张 牌 。 经 过 12 次 
完美 的 插 式 洗 牌 之 后 ， 整 副 牌 还 原 。 

在 实际 玩 牌 的 时 候 ， 很 少 有 人 耐心 地 使 洗 牌 符合 完美 的 弹 
式 洗 牌 的 标准 ， 更 不 要 说 洗 8 次 牌 了 。 根 据 理 查 德 . 爱 普 生 的 
研究 ， 初 学 者 洗 牌 通常 用 0.7 秒 ， 专 家 洗 牌 通常 用 0.5 秒 。 初 
学 者 洗 牌 的 时 候 ， 经 常 把 一 查 牌 留 在 顶端 或 底 端 ， 而 中 间 的 牌 
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有 时 每 隔 1 张 插入 工 张 ， 有 时 每 隔 2 张 插入 工 张 。 专 家 洗 牌 的 
时 候 ， 有 时 每 隔 1 张 插 和 人 1 张 ， 有 时 每 陋 2 张 播 人 1 张 ， 前 者 
的 频率 通常 是 后 者 的 8 倍 ， 极 少 出 现 隔 3 张 牌 插入 1 张 牌 的 情 
况 。 洗 多 少 次 牌 才 能 保证 把 牌 的 顺序 完全 打 乱 ? 

最 近 ， 概 率 论 专家 开始 认真 地 研究 这 个 问题 ， 原 因 之 一 在 
于 计算 机 被 广泛 地 用 于 摹 拟 复 杂 的 数学 模型 。 美 国 统计 学 家 由 
西 “ 达 克 尼 斯 是 这 方面 的 专家 。 帕 西 不 但 精通 统计 学 ， 而 且 擅 
长 魔术 表演 ， 此 外 他 掌握 了 完美 的 弹 式 洗 牌 的 技术 。 他 和 同事 
研究 了 洗 牌 的 数学 原理 ， 发 现 了 一 个 有 趣 的 结论 ; 无 论 用 哪 种 
方式 洗 牌 ， 在 最 初 几 次 洗 牌 之 后 ， 牌 依然 是 有 序 的 ， 但 洗 若 干 
次 之 后 ， 牌 就 会 变 成 无 序 的 。 需 要 洗 多 少 次 牌 才能 从 有 序 变 成 
无 序 取决 于 具体 的 洗 牌 方式 ， 而 且 需 要 的 洗 牌 次 数 是 可 以 计算 
的 。 利 用 最 简单 的 洗 牌 方式 〈 把 最 上 面 1 张 牌 随机 地 插入 其 他 
51 张 牌 中 ,不 斯 重复 ) 需要 洗 240 次 ， 利 用 标准 的 弹 式 洗 牌 
(不 是 完美 的 弹 式 洗 牌 ) 需要 洗 9 到 10 次。 只 洗 5 次 牌 显然 太 
少 了 。 

普通 玩家 洗 牌 通常 可 以 保证 牌 的 顺序 随机 ， 但 是 专家 洗 牌 
时 ， 他 们 的 高 超 技 巧 可 能 使 牌 的 顺序 有 规律 。 理 查 德 .爱普生 
说 过 一 个 笑话 : 真正 随机 的 洗 牌 应 当 是 在 强风 中 抛 出 一 副 牌 ， 
然后 让 一 个 蒙 上 有 眼睛 的 醉 鬼 把 牌 失 回来。 当然 你 不 用 这 么 费 
事 。 


分 配 奖 金 


亨利 和 斯 坦 利 玩 扑 克 赌 钱 ， 事 先 约定 先 记 6 局 者 赢得 全 部 
赌注 。 进 行 9 局 以 后 ， 比 分 为 -5， 斯 坦 利 领先 ， 但 此 时 斯 
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坦 利 有 急事 退出 赌局 ， 赌 注 应 当 如 何 分 配 ? 

在 数学 史上 这 是 一 个 著名 的 问题 。1654 年 两 个 伟大 的 数 
学 家 一 一 帕斯卡 和 费 尔 马 通信 讨论 了 这 个 问题 ， 通 常 认为 ， 关 
于 概率 论 的 系统 化 研究 发 端 于 此 。 帕 斯 卡 和 费 尔 马 运用 的 方法 
不 同 ， 但 他 们 得 出 了 相同 的 结论 。 他 们 的 基本 思路 是 一 致 的 ; 
首先 算出 每 一 方 为 了 最 终 获 胜 需要 理 赢 多 少 局 ， 以 及 完成 这 个 
目标 的 概率 ， 然 后 根据 概率 值 分 配 奖 金 。 

在 这 个 例子 中 ， 享 利 最 终 获 胜 需 要 再 赢 2 局 ， 而 斯 坦 利 最 
终 获 胜 需要 再 赢 1 局 。 假 定 在 每 1 局 中 双方 获胜 的 概率 都 是 
1L/2, 则 享 利 完成 目标 的 概率 为 1/2 x 1/2 = IM4， 所 以 享 利 应 当 
拿 到 全 部 赌注 的 1/4， 斯 坦 利 应 当 拿 到 全 部 赌注 的 3/4。 分 别 
以 x 和 了 表示 斯 坦 利 和 享 利 为 了 最 终 获胜 需要 再 赢 的 局 数 ， 则 
他 们 完成 目标 的 概率 由 x 和 y 的 值 决定 ， 用 p (x，y) 表示 。 
表 13.5 是 计算 结果 。 


如 果 你 想 扩 展 表 13.5 以 处 理 较 大 的 x 和 y 的 值 ， 也 很 简 
单 。 利 用 以 下 三 个 公式 : 

p x+1, 1) =p (x. 1) /2 

p ll, y) =1-P (y, 1) 
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p (x+1, y+1) = (p (x+1, vy) +p (x, y+1)) /2 
元 音 还 是 辅音 


山姆 和 波 利 玩 一 个 游戏 。 山 姆 翻 开 一 本 小 说 ， 在 某 一 页 中 
随机 地 挑 出 一 个 字母 。 波 利 的 任务 是 猜 这 个 字母 是 元 音字 母 还 
是 辅音 字母 。 波 利 应 当 如 何 猜 ? 他 成 功 的 概率 是 多 少 ? 

我 们 研究 一 下 上 面 这 段 文字 :. 在 这 段 文字 中 出 更 了 66 个 
元 音字 母 和 105 个 辅音 字母 二 ， 这 证 明了 我 们 最 初 的 直 党 -一 

音字 母 出 现 的 频率 高 于 元 音字 母 ， 为 了 使 成 功 的 概率 最 大 
化 ， 波 利 应 当 猜 山姆 挑 出 的 字母 是 辅音 字母 。 他 的 成 功率 就 是 
那 本 小 说 中 辅音 字母 出 现 的 频率 。 

略微 修改 一 下 规则 .山姆 还 是 在 书 中 随机 地 挑 出 一 个 字 
母 ， 然 后 告诉 波 利 这 个 字母 之 前 的 嘟 个 字母 是 不 是 元 音字 母 。 
此 时 波 利 应 当 如 何 猜 ? 山姆 提供 的 额外 信息 是 否 有 帮助 ? 

我 们 还 是 研究 --- 下 本 节 的 第 -: 段 文字 。 在 这 段 文字 中 ， 元 
音字 母后 面 跟 一 个 辅音 字母 的 情况 出 现 了 5$9 次 ， 而 元 音字 和 母 
后 面 跟 男 一 个 元 音字 母 的 情况 只 出 现 了 7 次 ; 另外 ， 辅音 字母 
后 面 跟 一 个 元 音字 母 的 情况 出 现 了 59 次 ， 而 辅音 字母 后 面 跟 
丸 一 个 输 音 字母 的 情况 只 出 现 了 45 次。 以 这 个 统计 资料 为 指 
时， 我 们 的 原则 是 ; 如 果 山 姆 告诉 波 利 猜 测 对 象 之 前 是 一 个 元 
音字 母 ， 波 利 就 应 当 猜 辅音 字母 ;如 果 臣 姆 告诉 波 利 猜测 对 象 
之 前 是 一 个 辅音 字母 ， 波 利 就 应 当 猜 元 音字 母 。 

这 个 问题 其 实 是 马尔 可 夫 链 的 一 个 例子 。1913 年 ， 俄 国 


QD 作者 指 英文 原文 ， 把 y 当做 苑 音字 母 ` 一 一 闯 者 注 
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概率 学 家 A* A :马尔 可 夫 分 析 了 普希金 的 诗 《 叶 夫 根 尼 ' 奥 湿 
金 》 中 的 2 万 个 字母 。 他 发 现 ， 元 音字 母 出 现 的 频率 为 43%， 
而 辅音 字母 出 现 的 频率 为 57%。 所 以 ， 在 没有 额外 信息 的 情 
况 下 ， 猜 辅音 字母 是 最 佳 选 择 。 考 虑 相 邻 的 两 个 字母 的 组 合 ， 
马尔 可 夫 发 现 元 音字 和 母后 面 跟 一 个 辅音 字母 的 频率 为 87.2% ， 
而 辅音 字母 后 面 跟 一 个 元 音字 母 的 频率 为 66.3%。 额 外 信息 
对 作出 决定 是 有 帮助 的 。 

马尔 可 夫 把 研究 推进 了 一 步 。 如 果 山 姆 告诉 波 利 在 猜测 对 
象 之 前 的 两 个 字母 是 元 音字 母 还 是 辅音 字母 ， 额 外 信息 的 帮助 
是 否 更 大 ? 与 很 多 人 的 猜测 相反 ， 马 尔 可 夫 的 结论 是 否定 的 。 
三 个 字母 (nm ，m 和 ns) 相连 ，m 是 猜测 对 象 。 山 姆 告诉 波 利 
nl 和 my 是 元 音字 母 还 是 辅音 字母 与 仅仅 告诉 波 利 ns 是 元 音字 
母 还 是 辅音 字母 没有 差别 。 类 似 地 ， 山 姆 告诉 波 利 在 猜测 对 象 
之 前 的 三 个 (或 更 多 ) 字母 是 元 音字 母 还 是 辅音 字母 与 仅仅 告 
诉 波 利 猜测 对 象 之 前 的 一 个 字母 是 元 音字 母 还 是 辅音 字母 没有 
差别 。 

马尔 可 夫 链 被 广泛 应 用 于 各 个 领域 ， 如 物理 学 、 生 物 学 、 
社会 学 、 经 济 学 、 认 识 论 、 运 动 学 等 等 。 马 尔 可 夫 链 的 主要 方 
法 在 于 分 析 在 一 系列 事件 中 一 个 事件 发 生 的 概率 对 其 他 事件 发 
生 的 概率 的 影响 。 

马尔 可 夫 链 方法 所 依据 的 假设 通常 相当 简单 ， 分 析 过 程 也 
不 复杂 ， 当 然 有 时 候 其 模型 是 不 完善 的 。 在 第 八 章 中 ， 我 们 讨 
论 过 斯 诺 克 桌球 赛 和 网 球赛 的 例子 ， 当 时 ， 我 们 假设 每 一 局 比 
赛 的 结果 是 互 不 影响 的 。 当 然 ， 实 际 上 某 一 局 比赛 的 结果 可 能 
对 其 后 的 比赛 结果 有 影响 。 比 如 说 ， 一 名 选手 输 掉 了 第 一 局 ， 
此 后 他 赢得 第 二 局 的 概率 可 能 会 上 升 ， 因 为 在 输 掉 第 一 局 以 后 
他 会 在 第 二 局 中 更 加 卖力 ， 而 对 手 可 能 在 赢得 一 局 之 后 放松 警 
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惕 。 当 然 也 有 相反 的 可 能 ， 一 名 选手 在 赢得 一 局 之 后 赢得 下 一 
局 的 概率 上 升 ， 即 所 谓 的 “从 胜利 走向 胜利 "。 在 具体 的 问题 
中 ， 我 们 通常 只 考虑 一 个 事件 对 紧 随 其 后 的 一 个 事件 的 影响 ， 
而 不 考虑 连续 的 两 个 事件 对 第 三 个 事件 的 影响 ， 因 为 我 们 不 希 
望 模型 过 于 复杂 。 在 我 们 正在 讨论 的 例子 中 ， 我 们 就 不 考虑 连 
续 两 个 字母 对 第 三 个 字母 的 影响 。 

在 一 系列 事件 中 ， 我 们 希望 通过 已 知 的 事件 结果 预测 下 一 
个 将 发 生 的 事件 的 结果 。 如 果 我 们 可 以 假设 一 个 事件 的 结果 仅 
仅 受 前 一 个 事件 的 影响 ， 其 他 事件 的 结果 可 以 忽略 ， 则 马尔 可 
夫 链 方法 就 可 以 得 到 应 用 。 其 实 这 就 是 马尔 可 夫 链 方法 的 中 心 
思想 。 在 这 个 例子 中 ， 马 尔 可 夫 发 现 一 个 字母 是 元 音 或 辅音 对 
下 一 个 字母 是 元 音 或 辅音 的 影响 可 以 表达 如 下 : 


其 中 ，0.128 表示 一 个 元 音字 母后 跟 一 个 元 音字 母 的 概率 ， 
0.872 表示 一 个 元 音字 母后 跟 一 个 辅音 字母 的 概率 ， 等 等 。 

男 一 个 例子 是 对 气象 资料 的 分 析 。 某 机 关 统 计 了 27 年 来 
某 地 12 月 至 2 月 的 降雨 记录 ， 其 中 包括 2 437 天 。 把 这 些 天 分 
为 “于 型 ”和 “ 湿 型 ”两 类 ， 每 一 天 要 么 属于 “ 干 型 ”， 要 和 妈 
属于 “ 湿 型 "。 我 们 的 目标 是 分 析 某 一 天 的 天 气 对 第 二 天 的 影 
响 。 统 计 结 果 如 下 ， 
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也 就 是 说 ， 如 果 今 天 属于 “ 干 增 "， 则 明天 也 属于 “ 干 型 ”的 
概率 为 75%; 而 如 果 今 天 属于 “ 湿 型 "， 则 明天 属于 “ 干 型 ” 
的 概率 只 有 33.8%。 

在 《 叶 夫 根 尼 : 奥 涅 金 》 中 ， 三 个 字母 n,、n, 和 ns 相连 ， 
已 知 mi 是 元 音字 母 ， 那 么 m 是 元 音字 母 的 概率 是 多 少 ? 用 马 
尔 可 夫 链 可 以 回答 这 个 问题 。 有 两 种 情况 使 得 ns 是 元 音字 母 : 
情况 一 ，m、m 和 ns 都 是 元 音字 母 ; 情况 二 ，n 和 ns 是 元 音 
字母 ， 而 m 是 辅音 字母 。 情 况 一 对 应 的 概率 为 0.128 x 0.128， 
情况 二 对 应 的 概率 为 0.872 x 0.663， 两 个 概率 的 和 为 0.595。 
于 是 ， 答 案 为 59.5%。 利 用 类 似 的 方法 可 以 求 出 ， 当 nl 是 元 
音字 母 时 ,nm 是 辅音 字母 的 概率 是 40.$% 。 

以 上 结论 可 以 进一步 推广 。 已 知 mj 、nmy、……… 、ni 是 《 叶 
夫 根 尼 ' 奥 涅 金 》 中 的 ii 个 字母 ，m 是 元 音字 母 ，n; 是 元 音字 
母 的 概率 是 多 少 ? 考虑 i=4 的 情况 。 有 四 种 情况 使 得 m 是 元 
音字 母 : 1. 元 音 一 元 音 一 元 音 一 元 音 ; 2. 元 音 一 元 音 一 辅音 
一 元 音 ; 3. 元 音 一 辅音 一 元 音 一 元 音 ; 4. 元 音 一 辅音 一 辅音 
一 元 音 。 分 别 计算 四 种 情况 对 应 的 概率 ， 求 和 后 得 出 最 后 答 
案 ; 0.345。 简 用 类 似 的 方法 可 以 求 出 ， 当 m 是 辅音 字母 时 ， 
m 是 元 音字 母 的 概率 是 0.498。 随 着 i 值 的 增加 ， 初 始 信 息 对 
结论 的 影响 减少 。 例 如 i=5 的 情况 : 当 ni 是 元 音字 母 时 ,ns 
是 元 音字 母 的 概率 是 41%; 当 nl 是 辅音 字母 时 ，nm 是 元 音字 
母 的 概率 是 45%， ni 的 状态 对 ns 的 状态 的 影响 已 经 很 小 了 。 
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当 i=9 时 ,无 论 ni 是 元 音字 母 还 是 辅音 字母 ，m 是 元 音字 母 
的 概率 都 是 43%。 这 个 值 就 是 元 音字 母 在 全 文中 出 现 的 频率 。 

如 果 你 想 分 析 连 续 的 多 个 事件 对 其 后 的 事件 的 影响 ， 马 尔 
可 夫 链 方法 不 适用 。 数 学 家 开发 了 专门 的 算法 对 付 这 类 问题 。 
马尔 可 夫 链 的 应 用 范围 极其 广泛 ， 很 多 概率 论 方面 的 教科 书 细 
致 地 介绍 这 -~- 工 具 。 和 希望 读者 注意 : 当 我 们 面 对 具 体 问题 的 时 
候 ， 通 常 我 们 需要 一 个 简化 的 数 掌 模型， 虽然 我 们 的 模型 经 
与 实际 情况 有 出 人 ， 但 并 不 妨 租 我 们 得 出 有 意义 的 结论 。 


本 福 德 法 则 


两 个 人 (A 和 B) 赌钱 。A 随意 选择 一 个 真实 的 数 。 这 个 
数 可 以 是 一 条 河 的 长 度 ， 一 个 人 的 月 收入 ， 一 个 镇 的 人 口 总 
数 ， 等 等 。 这 个 数 是 随意 选择 的 ， 但 必须 是 一 个 真实 的 数 ， 不 
能 是 随机 生成 的 : 不 能 是 计算 机 给 出 的 随机 数 ， 也 不 能 是 从 电 
话 号 码 本 或 质数 表 中 随机 选择 的 数 ， 妆 这 个 数 确 定 以 后 ,我们 
只 关心 这 个 数 的 第 一 位 有 效 数 字 。 (第 -- 位 有 效 数 字 指 这 个 数 
中 的 第 -一 个 非 0 数字， 例如 81，8.1 和 0.81 的 第 一 位 有 效 数字 
都 是 8。) B 的 任务 是 猜 这 个 数 的 第 -位 有 效 数字 是 几 。B 猜 对 
的 概率 是 多 少 ? 如 果 A 投入 的 赌注 为 10 英镑 ，B 应 当 投 人 多 
少 赌注 才能 保证 这 个 游戏 对 双方 公平 ” 

B 需 要 在 9 个 数字 中 猜 1 个 (内 为 第 一 位 有 效 数字 不 可 能 
是 0)， 如 果 他 在 9 个 数字 中 随机 地 猜 1 个 ， 他 猜 对 的 概率 为 
1/9。 当 A 投入 的 赌注 额 为 10 英镑 时 ，B 投入 的 赌注 额 为 1.11 
英镑 可 以 保证 游戏 是 公平 的 。 然 而， 根据 本 福 德 法 则 可 以 得 出 
一 个 惊人 的 结论 ， 即使 把 8 投入 的 赌注 额 增加 --- 信 ，B 依然 可 
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以 在 游戏 中 获 利 。 诀 穿 非 常 简单 : B 每 次 都 应 当 猜 “1 ”。 

如 果 A 严格 地 按照 规定 选择 数据 ， 则 数据 的 第 一 位 有 效 
数字 是 1 的 概率 超过 30%。 由 于 A 每 次 投入 10 英镑 的 赌注 ， 
所 以 了 平均 每 次 赢得 3 英镑 以 上 。 我 相信 读者 会 非常 困惑 ， 既 
然 数 据 是 任意 选择 的 ， 第 -- 位 有 效 数 字 是 1 的 概率 怎么 会 这 么 
高 ? 

这 个 发 现 归 功 于 弗兰克 :本 福 德 ， 他 在 1938 年 写 了 《异常 
数字 法 则 》 一 文 。 本 福 德 无 意 中 发 现 ， 对 数 表 的 前 面 通 常 被 翻 
得 很 破旧 ， 而 后 面 的 磨损 通常 很 小 。( 由 于 计算 机 技术 的 进步 
和 普及 ， 当 代 人 对 于 对 数 表 已 经 很 陌生 了 ， 但 是 在 25 年 以 前 ， 
对 数 表 还 是 极其 常用 的 数学 工具 。) 这 是 怎么 回 事 呢 ? 本 福 德 
猜想 ， 对 数 表 的 主人 查阅 以 1 或 2 开头 的 数据 的 频率 比 查阅 以 
8 或 9 开头 的 数据 的 频率 高 很 多 。 其 实在 本 福 德 以 前 ， 西 蒙 ， 
纽 克 比 在 1881 年 就 公布 过 同样 的 发 现 。 但 是 本 福 德 的 研究 引 
起 了 广泛 的 注意 ， 所 以 大 家 把 这 一 发 现 称 为 “本 福 德 法 则 ”。 

本 福 德 法 则 的 完整 表达 为 : 任意 选择 一 个 真实 的 数 ， 以 十 
进 制 的 形式 表示 ， 则 第 一 位 有 效 数字 为 d 的 概率 为 loglo ((d+ 
1) /d)。 当 d=1 时 ， 对 应 的 概率 为 logo2 =0.301， 即 第 一 位 有 
效 数字 为 1 的 概率 为 30.1%; 当 d=2 时 ， 对 应 的 概率 为 logn 
(3/2) =0.176 1， 即 第 一 位 有 效 数字 为 2 的 概率 为 17.6%， 等 
等 。 请 参照 表 13.6。 

表 中 的 第 二 行 是 根据 本 福 德 法 则 计算 出 的 概率 值 。 本 福 德 
本 人 用 实际 数据 检验 了 以 上 结论 ， 结 果 列 在 表 中 的 第 三 行 。 本 
福 德 的 实验 数据 来 自 于 20 个 不 同 的 领域 ， 包含 2 万 个 实际 数 
据 。 其 数据 来 源 包括 : 根据 元 素 周期 表 得 到 的 某 些 原子 的 重 
量 ， 某 些 著 名 科学 家 的 房子 的 数量 ， 倒 数 表 (一 种 数学 用 表 ) 
中 的 数据 ， 等 等 。 检 验 结果 与 理论 计算 的 结果 有 一 - 些 出 人 ， 不 
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过 随 着 检验 的 数据 量 的 增加 ， 出 人 将 减少 。 表 中 的 第 四 行 是 另 
一 组 检验 结果 ， 数 据 来 源 为 《1980/1981AA 手册 》 中 的 100 组 
相 邻 的 条 目 。《1980/1981AA 手册 》 的 内 容 是 一 些 城镇 的 人 口 
数 ， 按 照 城镇 的 名 称 的 字母 顺序 排列 。 表 中 的 第 五 行 是 根据 所 
罗 门 群岛 某 地 的 1 243 个 居民 的 月 用 电 消 费 额 统计 的 结果 ， 来 
自 于 拉夫 : 雷 米 的 一 篇 学 术 论 文 。 所 有 这 些 检验 都 支持 本 福 德 
法 则 。 

这 个 结论 难以 置信 ， 但 得 到 了 检验 支持 。 我 们 必须 设法 解 
释 这 个 现象 。 在 以 上 讨论 中 我 们 用 到 一 个 意义 含混 的 词 ，“ 任 
意 选择 一 个 真实 的 数 ”"。 选 什么 样 的 数 才 算 是 “任意 选择 一 个 
真实 的 数 ” 呢 ?在 这 个 词 的 意义 得 到 精确 的 界定 之 前 ， 我 们 不 
可 能 对 本 福 德 法 则 给 出 严格 的 数学 证 明 。 所 以 下 面 仅仅 给 出 粗 
略 的 描述 。 

我 们 经 常 应 用 两 种 类 型 的 数据 。 一 类 数据 与 度量 衡 的 单位 
无 关 ， 例 如 一 个 城镇 的 人 口 数 。1 个 人 就 是 1 个人， 不 涉及 度 
量 衡 的 单位 ; 另 一 类 数据 则 与 度量 衡 的 单位 有 关 ， 例 如 一 条 河 
的 长 度 。 一 条 河 的 长 度 是 多 少 取决 于 度量 衡 的 单位 ， 以 米 为 单 
位 的 结论 与 以 英尺 为 单位 的 结论 不 同 ， 而 且 选 择 什么 单位 通常 
是 任意 的 ， 可 以 是 英里 、 英 寸 、 公 里 、 码 等 等 。 当 一 个 数据 在 
两 个 单位 之 间 转 换 时 ， 这 个 数据 要 稻 以 某 个 换算 系数 。 例 如 ， 
在 英寸 和 厘米 之 间 转 换 时 ， 需 要 乘 以 2.54， 在 码 和 英尺 之 间 
转换 时 ， 需 要 乘 以 3。 给 定 一 组 数据 ， 统 计 出 其 中 的 第 一 位 有 
效 数字 的 分 布 频率 ， 如 果 对 每 一 个 数据 都 乘 以 一 个 系数 ， 则 第 
一 位 有 效 数 字 的 分 布 频率 通常 会 改变 。 如 果 存 在 一 组 数据 ， 对 
其 中 的 每 一 个 数据 都 乘 以 一 个 系数 〈 系 数 不 为 0)， 无 论 这 个 
系数 是 多 少 ， 第 一 位 有 效 数 字 的 分 布 频率 都 保持 不 变 ， 则 分 布 
频率 必然 符合 本 福 德 法 则 。 
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本 福 德 本 人 的 检验 结论 
统计 城镇 人 口 的 检验 结论 2 
统计 居民 用 电量 的 检验 结论 | 30.61 18.5| 


28 | 20 


270 


我 们 先 做 一 个 简单 的 试验 .从 一 -个 初始 数据 出 发 ， 不 断 乘 
以 一 个 固定 的 系数 ， 然 后 统计 其 第 一 位 有 效 数字 的 频率 。 以 6 
为 初始 数据 ， 以 2 为 系数 ， 则 得 到 --- 组 数据 : 6，12，24，48， 
96,192, ， 其 第 一 位 有 效 数 字 分 别 为 6，1，2，4，9，1， 
ee 。 把 这 组 数据 延长 到 第 100 人 位， 统计 第 -一 位 有 效 数字 的 频 
率 ，1~9 分 别 出 现 了 30，18，12，10. 8,，7,，5,，5, 5 次 。 请 
注意 ， 这 个 频率 分 布 与 本 福 德 法 则 非常 接近 。 把 系数 换 成 其 他 
的 数 ， 如 1.5，4.2 等 等 ， 结 论 同 样 支持 本 福 德 法 则 。 (当然 ， 
如 果 以 10 为 系数 ,将 遇 到 例外 ,) 
当 你 “任意 选择 一 个 真实 的 数 ” 的 时 候 ， 你 的 选择 范围 其 
实 符合 本 福 德 法 则 的 分 布 规 律 ， 第 -… 位 有 效 数字 为 1 的 概率 比 
为 9 的 概 察 高 很 多 。 
以 上 文字 算 不 上 什么 证 明 ， 因 为 我 们 的 表述 太 不 严格 了 。 
如 果 你 想 用 实际 数据 检验 本 福 德 法 则 ， 精 心 选择 数据 来 源 可 以 
得 到 相反 的 结论 。 例 如 ， 你 可 以 选择 在 怀特 岛 上 服刑 的 犯人 的 
年 龄 作为 数据 来 源 。 年 龄 不 满 20 的 犯人 不 会 被 送 进 怀特 岛 监 
狱 ， 而 100 岁 以 上 的 犯人 极其 罕见 ， 所 以 第 --… 位 有 效 数字 为 1 
1 的 概率 接近 于 0， 与 本 福 德 法 则 的 结论 相反 、 另 外 ， 如 果 我 们 
规定 所 有 人 口 数 在 200 到 999 之 间 的 地 区 称 为 “村 庄 ”， 而 后 
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以 村 庄 的 人 口 数 为 数据 来 源 检验 本 福 德 法 则 ， 本 福 德 法 则 肯定 
是 不 对 的 。 已 经 有 人 搞 出 了 本 福 德 法 则 的 数学 证 明 ， 不 过 这 些 
证 明 很 难说 是 严格 的 ， 因 为 我 们 无 法 定义 “任意 选择 一 个 真实 
的 数 。 如 果 你 的 目的 就 是 和 别人 打赌 ， 不 必 为 此 烦恼 ， 每 次 
都 猿 “1”， 我 保证 你 能 赢 钱 。 

把 游戏 换 一 个 形式 。A 随意 选择 一 个 真实 的 数 ， 如 果 这 个 
数 的 第 一 位 有 效 数 字 不 超过 3 则 B 获胜 ， 否 则 A 获胜 。 这 个 
游戏 对 谁 有 利 ? 非常 简单 ， 根 据 窒 13.6，B 获胜 的 概率 超过 
60%.。 

哈 尔 瓦 林 曾 给 出 一 个 很 有 趣 的 建议 ， 用 本 福 德 法 则 可 以 
检验 政府 公布 的 财政 数据 是 否 真实 。 真 实 的 数据 应 当 符 合 本 福 
德 法 则 ， 如 果 我 们 发 现 结果 与 本 福 德 法 则 有 较 大 出 人 ， 就 有 理 
由 怀疑 有 人 做 了 手脚 。 

一 个 名 叫 马 克 ' 尼 格林 尼 的 会 计 师 走 得 更 远 。 他 根据 本 福 
德 法 则 的 思想 发 展 了 一 套 方法 ， 用 来 检验 账目 的 真实 性 。 如 果 
有 人 对 账本 做 过 手脚 ， 利 用 他 的 方法 可 以 发 现 疑 点 。 这 种 方法 
被 称 为 “ 尼 格 林 尼 求 和 法 ”。 


猜 青 面 颜色 


一 个 相当 有 趣 的 问题 : -一 共有 三 张 卡 片 (A、B、C)，A 
的 两 面 都 是 红色 ，B 的 两 面 都 是 黑色 ， 而 C 有 一 面 是 红色 ， 另 
一 面 是 黑色 。 我 从 三 张 卡 片 中 随机 地 抽出 一 张 ， 放 在 桌面 上 ， 
你 只 能 看 到 卡片 的 一 面 ， 看 不 到 背面 。 你 的 任务 是 猜 背 面 的 颜 
色 。 假 设 你 看 到 的 一 面 为 红色 ， 你 将 如 何 猜 ? 

这 个 问题 与 第 九 章 中 的 “ 挑 盒子 问题 ”非常 相似 ， 关 键 在 
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于 如 何 判断 额外 信息 对 结论 的 影响 。 通 讯 理论 权威 华 伦 ' 韦 活 
在 《幸运 小 姐 》 一 书 中 讨论 过 这 个 问题 。 我 相信 很 多 人 会 这 样 
分 析 : 


由 于 这 张 卡片 有 一 面 是 红色 ， 所 以 这 张 卡 片 不 可 
能 是 B。 剩 下 的 两 种 可 能 是 A 和 C， 这 张 卡片 是 A 或 
C 的 概率 相等 ， 即 1/2。 如 果 此 卡片 是 A， 则 背面 为 
红色 ; 如 果 此 卡片 是 C， 则 背面 为 黑色 。 背 面 为 红色 
的 概率 为 1/2。 

看 起 来 很 有 道理 ， 是 不 是 ?然而 这 个 结论 是 错误 
的 。 事实 上 ， 背 面 为 红色 的 概率 为 2/3。 我 与 你 打 
赌 ， 如 果 背 面 为 红色 则 我 获胜 ， 如 果 背 面 为 黑色 你 获 
胜 ， 赔 率 为 1:1。 如 果 你 接受 这 个 挑战 ， 你 将 输 掉 很 
多 钱 。 一 战 结束 时 ， 囊 沃 正 在 谈 研 究 生 。 当 时 他 利用 
这 个 诡计 廉 了 同学 很 多 钱 。 当 然 ， 输 钱 的 人 不 一 定 吃 
亏 ， 他 们 学 到 了 知识 。 


有 很 多 方法 证 明 背 面 是 红色 的 概率 为 2/3。 下 面 是 两 个 证 
明 


(1) 用 aa、a、Db、bp、cl、o 分 别 表示 A、B、 
C 的 各 个 面 ， 其 中 国 、 色 和 cl 是 红色 ，bi、 bz 和 ow 
是 红色。 最 初 ， 我 们 可 以 看 到 的 那个 面 是 6 个 面 中 的 
某 工 个 的 概率 是 相等 的 。 当 我 们 看 到 这 个 面 是 红色 以 
后 ， 这 个 面 是 bl 、bz 或 o 的 可 能 性 已 被 排除 ， 这 个 
面 只 能 是 a、a 或 cl， 每 种 可 能 的 概率 为 1/3。 如 果 
这 个 面 是 a 或 am， 则 背面 为 红色 ; 如 果 这 个 面 是 ci， 
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则 背面 为 黑色 。 因 此 ， 背 面 为 红色 的 概率 为 2/3。 

(2) 假定 你 的 策略 是 每 次 都 猜 背 面 的 颜色 与 看 到 
的 这 个 面 的 颜色 相同 ， 这 种 策略 的 成 功率 为 p。 这 总 
味 着 两 种 情况 : a. 当 看 到 的 这 个 面 为 红色 时 ， 猜 背 
面 为 红色 ; b.， 当 看 到 的 这 个 面 为 黑色 上 时， 猜 背 面 为 
黑色 。 由 于 在 这 个 问题 中 ， 红 色 和 黑色 是 完全 对 称 
的 ， 所 以 在 两 种 情况 下 你 的 成 功率 相等 ,都 是 pe 
(请 读者 仔细 推荐 。) 在 三 张 卡 片 中 ， 有 两 张 两 面 的 颜 
色相 同 。 如 果 抽 出 的 卡片 为 A 或 B， 这 种 策略 成 功 ; 
如 果 抽 出 的 卡片 为 C， 这 种 策略 失败 。 所 以 这 种 策略 
的 成 功率 为 2/3。 因 此 ， 当 看 到 的 这 个 面 为 红色 时 ， 
猜 背 面 为 红色 的 成 功率 为 2/3。 


相信 你 现在 已 经 接受 了 我 的 观点 : 背面 为 红色 的 概率 不 是 
1/2。 但 是 ， 最 初 的 分 析 错 在 哪里 呢 ? 注意 这 一 句 :“ 这 张 卡片 
是 A 或 C 的 概率 相等 "。 确实 ,在 我 们 没 看 到 抽出 的 卡片 的 任 
何 一 面 时 ， 这 个 判断 是 正确 的 。 然 而 ， 一旦 我 们 发 现 这 张 卡片 
有 一 面 为 红色 ， 额 外 信息 就 会 对 概率 分 布 产 生 影响 。 我 们 看 到 
的 这 一 面 为 a 、ao 或 cl 的 概率 相等 ， 即 这 一 面 是 al 或 ma 的 概 
率 为 这 一 面 是 oi 的 概率 的 二 倍 。 也 就 是 说 ， 这 张 卡片 是 A 的 
概率 为 这 张 卡片 是 C 的 概率 的 二 倍 。 


至 少 两 张 A 


在 桥牌 中 ， 一 手 牌 (13 张 ) 至 少 包含 两 张 A 的 概率 仅 为 
26%。 你 和 劳 拉 打赌 ， 劳 拉 随 机 地 取 一 手 牌 ， 如 果 其 中 包含 至 
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少 两 张 A 则 劳 拉 获胜 ， 否 则 你 获胜 ， 赔 率 为 1:1。 这 个 局 面 很 
简单 ， 显 然 对 你 有 利 。 然 而 ， 这 个 游戏 可 以 衍生 出 两 个 复杂 的 
问题 : 

问题 -， 劳 拉 随 机 地 取 … 手 牌 ， 发 现 其 中 包含 一 张 A&， 此 
时 她 和 你 赔 这 插 牌 至 少 包含 两 张 A。 劳 拉 的 胜率 是 多 少 ? 

问题 二 : 劳 拉 随机 地 到--- 手 牌 ， 发 现 其 中 包含 黑 桃 A， 此 
时 她 和 你 赌 这 手 牌 至 少 包含 两 张 A。 劳 拉 的 胜率 是 多 少 ? 

这 两 种 情况 有 差别 吗 ″ 在 问题 二 中 ， 劳 拉 的 胜率 是 否 比 在 
问题 一 中 高 ? 请 不 要 轻率 地 下 结论 。 

这 个 问题 需要 复杂 的 推算 。52 张 牌 产生 的 变化 太 多 ,， 计 
算 起 来 很 麻烦 ， 所 以 我 们 先 考虑 一 种 类 似 但 简单 得 多 的 情况 。 
假设 一 副 牌 只 有 4 张 : 黑 桃 A、K 和 红 人 猎 A、K。 把 一 副 牌 分 
给 两 个 人 ， 每 手 牌 两 张 。 考 虑 三 种 情况 : 情况 一 ， 在 没有 任何 
额外 信息 的 情况 下 ， 一 手 牌 有 6 种 可 能 ， 每 种 可 能 出 现 的 概率 
相同 ， 其 中 只 有 1 种 包含 两 张 4”， 因 此 一 手 牌 包含 两 张 A 的 概 
率 为 1/6; 情况 二 ， 劳 拉 拿 到 一 手 牌 ， 发现 其 中 包含 一 张 A， 
此 时 这 手 牌 由 两 张 K 构成 的 可 能 已 被 排除 ， 还 剩 下 $ 种 可 能 ， 
每 种 可 能 出 现 的 概率 相同 ， 因 此 这 手 牌 包含 两 张 A 的 概率 为 
1/5; 情况 三 ， 劳 拉 拿 到 -- 手 牌 ， 发现 其 中 包含 黑 桃 A， 此 时 
有 三 种 可 能 已 被 排除 ， 还 镜 下 3 种 可 能 ， 这 手 牌 包含 两 张 A 的 
概率 为 1/3。 显 然 ， 三 种 情况 的 结果 各 不 相同 。 在 一 副 牌 包括 
52 张 的 情况 下 ， 我 们 相信 有 类 似 的 结论 。 

在 进行 完整 的 计算 之 前 ， 我 们 先 作 -… 个 粗略 的 估计 。 

在 问题 一 中 ， 最 初 劳 拉 手中 的 A 的 张 数 可 能 是 0、1、2、 
3 或 4， 对 应 的 概率 分 别 为 p、pi、p,、Py、py， 在 劳 拉 发 现 她 
手中 有 一 张 A 之 后 ，po 已 被 排除 ， 所 以 她 手中 全 少 有 两 张 A 
的 概率 为 《pz + 证 + pt) / (pi+py+p+y)。 由 于 一 手 牌 包 含 
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3 或 4 张 A 的 情况 很 少见 ， 所 以 ps 和 ps 很 小 ， 可 以 忽略 。 另 
外 ,平均 每 手 牌 包含 1 张 4， 所 以 直观 的 结论 是 pl 大 于 pz。 
因此 ， 问题 ~ 的 答案 在 1/2 附近 。 

在 问题 二 中 ， 劳 拉 的 牌 由 1 张 黑 桃 A 和 另外 12 张 牌 构成 ， 
这 12 张 牌 是 从 51 张 牌 (其 中 包括 除 黑 桃 A 以 外 的 3 张 A) 中 
随机 选择 的 。 劳 拉手 中 有 至少 两 张 A 即 这 12 张 牌 中 至 少 有 一 
张 A。51 张 牌 中 每 张 牌 是 A 的 概率 为 3/51， 在 12 张 牌 中 平均 
包括 12 (3/51) 张 A， 约 等 于 2/3。 这 12 张 牌 中 A 的 张 数 可 能 
是 0、1、2 或 3， 张 数 是 0 或 1 的 概率 极 高 ， 而 且 张 数 是 1 的 
概率 高 于 张 数 是 0 的 概率 。 因 此 ， 劳 拉手 中 至 少 有 两 张 A 的 概 
率 在 1/2 ~ 2/3 之 间 。 

现在 进行 严格 的 计算 。 在 问题 一 中 ， 我 们 分 别 计算 出 po 
和 pi 的 值 。 劳 拉手 中 至 少 有 一 张 A 的 概率 为 1- pp， 至 少 有 两 
张 A 的 概率 为 1 - po ~ pl。 在 劳 拉 发 现 她 手中 有 一 张 A 的 前 提 
下 ， 她 手中 有 至 少 两 张 A 的 概率 为 (1 -pp-p) / (1-p)， 
约 等 于 37%。 

在 问题 二 中 ， 计 算 更 简单 ， 我 们 只 要 算出 在 12 张 牌 中 没 
有 A 的 概率 就 可 以 了 。 在 51 张 牌 中 取 12 张 ， 有 51Ci, 种 可 能 ， 
其 中 Cjs 种 不 包含 A， 所 以 51 张 牌 中 至 少 有 1 张 A 的 概率 为 
1 -人 C12/51C1s 种 约 等 于 56%。 这 也 就 是 问题 二 的 答案 。 

我 相信 ， 很 多 读者 在 仔细 研究 以 上 讨论 之 前 认为 问题 一 和 
问题 二 的 答案 是 一 样 的 。 他 们 可 能 这 样 认 为 : “ 当 劳 拉 发 现 手 
中 有 一 张 A 时 ， 这 张 A 是 黑 桃 的 概率 与 是 红 桃 (或 方块 、 梅 
花 ) 的 概率 是 一 样 的 ， 而 确定 这 张 A 是 否 为 黑 桃 并 未 提供 更 


多 的 有 效 信息 。” 事实 上 ， 这 张 A 是 否 为 黑 桃 至 关 重 要 。 无 论 : 


这 张 A 是否 为 黑 桃 ， 都 将 排除 车 十 种 可 能 性 ， 而 在 确定 其 为 
黑 桃 的 情况 下 ,被 排除 的 可 能 性 更 多 。 请 仔细 研究 简化 后 的 例 
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子 (一 副 牌 只 有 4 张 的 情况 )。 

在 这 个 问题 中 ， 很 多 人 坚持 错误 的 结论 。 他 们 坚信 ， 两 种 
情况 提供 的 信息 是 相同 的 。 我 了 最 认 ， 说 服 他 们 是 很 困难 的 ， 因 
为 我 们 无 法 把 一 手 牌 的 所 有 可 能 情况 都 列 出 来 。 

这 个 问题 与 第 九 章 中 的 “ 挑 盒子 问题 ”和 上 一 节 中 的 “ 猜 
背面 颜色 问题 ”类 似 。 我 希望 我 的 论证 足以 证 明 以 上 分 析 是 正 
确 的 ， 但 是 这 个 结论 却 受到 专家 的 质疑 。 我 们 最 初 考虑 的 4 张 
牌 构成 一 副 牌 的 例子 是 马丁 ' 格 德 纳 给 出 的 ， 此 人 是 《科学 美 
国人 》 的 专栏 作家 ， 负责 “趣味 数学 ”专栏 。 格 德 纳 的 结论 
是 ， 当 已 知 手中 有 一 张 A 时 ， 手 中 至 少 有 两 张 A 的 概率 为 
1/5; 而 当 已 知 手中 有 黑 桃 A 时 ， 手 中 至 少 有 两 张 A 的 概率 为 
1/3。 华 伦 : 韦 沃 认为 格 德 纳 的 分 析 有 误 。 他 的 观点 是 ， 最 初 6 
种 可 能 出 现 的 概率 相等 ， 而 当 其 中 的 一 种 (或 几 种 ) 可 能 被 排 
除 之 后 ， 剩 下 的 几 种 可 能 出 现 的 概率 已 经 不 相等 了 一 -与 “ 猜 
背面 颜色 问题 ”中 的 情况 一 样 。 

我 很 欣赏 华 伦 : 韦 活 对 这 两 个 问题 所 作 的 类 比 ， 然 而 两 种 
情况 有 本 质 的 差别 。 在 “ 猜 背面 颜色 问题 ”中 ， 发 现 卡片 的 一 
面 是 红色 排除 了 某 些 可 能 ， 而 且 在 剩 下 的 可 能 中 ， 最 初 每 种 可 
能 出 现 的 概率 相等 ， 而 获得 额外 信息 之 后 概率 不 再 相等 。 在 扑 
克 牌 的 问题 中 ， 并 不 存在 类 似 的 情况 。 

韦 沃 认为， 这 个 问题 中 包含 很 多 复杂 的 因素 我 们 尚未 涉 
及 。 我 接受 这 个 观点 。 假 设 劳 拉 拿 到 一 手 牌 ， 然 后 发 现 她 的 牌 
符合 以 下 $ 种 情况 ， 

有 1 张 AA; 

QO 有 黑 桃 Ai 

〇 没有 草花 ; 

〇 有 黑 桃 ; 
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〇 至 少 有 5S 张 比 “9” 大 的 牌 。 

但 是 ， 劳 拉 并 不 完全 告诉 我 们 这 些 信 息 ， 而 是 随意 地 告诉 
我 们 其 中 的 1 条 (或 几 条 )。 此 时 ， 问 题 变 得 极其 复杂 ， 我 们 
需要 分 析 很 多 因素 。 

为 什么 韦 沃 的 观点 与 我 们 不 同 ? 我 猜想 韦 沃 考虑 了 这 些 复 
杂 的 因素 。 韦 沃 采 用 的 模型 与 我 们 不 同 。 在 第 一 章 中 我 说 过 ， 
人 类 拥有 概率 的 直觉 。 当 我 们 面 对 一 个 经 验 问题 时 ， 首 先 把 问 
题 转化 为 一 个 模型 ， 然 后 才 根据 模型 计算 概率 。 不 同 的 人 掌握 
的 信息 量 不 同 ， 他 们 可 能 针对 同一 个 问题 构造 出 不 同 的 模型 ， 
每 一 个 模型 都 是 有 道理 的 ， 但 结论 不 同 。 


对 哪 一 方 有 利 ? 


当 一 场 比赛 的 规则 确定 之 后 ， 通 常 可 以 断定 比赛 对 哪 一 方 
有 利 。 然 而 ， 什 么 叫做 “对 某 一 方 有 利 ”， 有 时 候 我 们 并 没有 
确切 的 定义 。 托 马 斯 . 卡 沃 用 一 系列 例子 说 明 这 个 问题 。 这 些 
例子 表明 ， 比 赛 的 长 度 是 一 个 至 关 重 要 的 因素 。 

假设 A 和 B 比赛， 比赛 进行 若干 局 。 在 每 局 中 A 得 2 分， 
而 了 8 要么 得 3 分 ,要么 得 0 分 。B 得 3 分 的 概率 p 是 固定 的 ， 
p=0.618。 比 赛 的 胜 负 由 双方 的 累积 得 分 决定 ， 不 考虑 每 方 获 
胜 的 局 数 。 这 个 比赛 对 谁 有 利 ? 假设 比赛 只 进行 1 局 ，A 的 得 
分 固定 为 2， 而 B 有 接近 62% 的 可 能 得 3 分， 所 以 B 胜 出 的 概 
率 较 高 。 然 而 ,假设 比赛 进行 两 局 ， 则 对 A 有 利 。A 的 得 分 为 
4， 而 B 获胜 的 条 件 是 每 局 都 得 3 分 ， 概 率 为 pz， 接近 38 多 。 
当 比 赛 进行 的 局 数 更 多 时 ，A 获胜 的 概率 较 高 。 

调整 一 下 得 分 规则 ， 将 得 到 一 个 有 趣 的 例子 。 假 设 在 每 局 
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rm 中 A 得 500 分 , 而 B 以 99% 的 概率 得 501 分 ， 以 1% 的 概率 得 
0 分。 如 果 比 赛 仅 进行 1 局 ，B 获胜 的 概率 为 9%。 而 如 果 比 
赛 进 行 500 局 ，A 的 得 分 为 2.5 万 ，B 的 获胜 条 件 是 每 局 都 得 
501 分 。 只 要 BB 有 1 次 得 0 分 ,他 的 聚积 得 分 就 不 可 能 高 于 
24 999。B 获胜 的 概率 为 (0.99) 池 ， 约 等 于 0.006 6。 当 比赛 
局 数 从 1 变 到 500 时 ，B 获胜 的 概率 从 99% 降 到 1% 以 下 ， 差 
别 巨 大 。 如 果 我 们 进一步 调整 得 分 规则 ， 可 以 得 到 更 惊人 的 数 
据 变 化 。 

卡 次 构造 了 一 套 复 杂 的 比赛 规则 。 在 这 种 规则 下 ，B 获胜 
的 概率 随 着 比赛 局 数 的 增加 上 下 震荡 。 最 初 ，B 获胜 的 概率 接 
近 于 1， 而 若干 局 之 后 ，B 获胜 的 概率 接近 于 0; 再 进行 若干 
局 ，B 获胜 的 概率 又 接近 于 1， 而 且 距 离 1 更 近 ; 再 进行 若干 
局 ，B 获胜 的 概率 又 接近 于 0， 而 且 距 离 0 更 近 ; 以 此 循环 。 
比赛 对 哪 一 方 有 利 取决 于 进行 多 少 局 。 结 果 可 能 是 这 样 ， 如果 
比赛 进行 300，1 000 或 3 000 局 ，B 获胜 的 概率 接近 于 1; 而 
如 果 比 赛 进 行 800 或 2000 局 ，B 获胜 的 概率 接近 于 0。 构造 这 
样 一 种 规则 不 是 一 件 容易 的 事 ， 但 这 种 规则 确实 存在 。 

我 们 总 说 ,长 期 比赛 的 结果 对 强 者 有 利 。 然 而 ， 谁 是 强 者 
取决 于 比赛 进行 多 长 。《 伊 索 寅 言 》 支 持 这 个 判断 。 在 龟 免 赛 

38 跑 中 ， 免 子 是 香 比 乌龟 强 呢 ? 


及 有 嫁 7 8 绍 


在 扑克 牌 、 彩 票 和 轮 盘 赌 等 例子 中 ， 我 们 通常 假设 每 一 种 
结果 出 现 的 概率 是 相同 的 。 在 这 类 问题 中 ， 解 决 问题 的 关键 往 
往 在 于 判断 一 共有 多 少 种 可 能 出 现 的 结果 ， 计 数 成 为 核心 技 
术 。 在 计数 过 程 中 ， 乘 法 原理 极为 常用 : 

如 果 完 成 事件 A 有 m 种 方法 ， 而 在 完成 A 以 后 完成 事件 
B 有 nm 种 方法 ， 则 完成 A 和 B 有 mxn 种 方法 。 

例如 ， 把 三 个 字母 A、B、C 排序 ， 一 共有 多 少 种 排序 方 
法 ?为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 可 以 排列 出 所 有 可 能 : 

ABC ACB BAC BCA CAB CBA 

于 是 ， 短 案 为 6。 不过， 如 果 把 问题 变 成 为 五 个 字母 A、 
B、C、D、 忆 排序 ， 这 种 策 方 法 就 不 大 管用 了 。 这 个 问题 可 以 
用 悉 法 原理 处 理 : 


选择 排 在 第 一 位 的 字母 有 m=5 种 方法 。 在 第 一 
位 字母 确定 以 后 ， 选 择 排 在 第 二 位 的 字母 有 n=4 种 
方法 。 因 上 此， 选择 前 两 位 字母 有 5x4=20 种 方法 。 
在 前 两 位 字母 确定 以 后 ， 选 择 排 在 第 三 位 的 字母 有 3 
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种 方法 。 寺 是 ， 选 择 前 三 位 字母 有 20x3=60 种 方 
法 。 此 后 ， 选 择 排 在 第 四 位 的 字母 有 2 种 方法 。 于 
是 ,选择 前 四 位 字母 有 60 x2= 120 种 方法 。 在 前 四 
位 字母 确定 以 后 ， 选 择 排 在 最 后 的 字母 只 有 1 种 方 
法 。 所 以 ， 一 共有 120 x 1 = 120 种 方法 为 五 个 字母 排 
序 。 


请 注意 以 上 计算 过 程 。 计 算 结 果 是 连续 的 五 个 数 的 乘积 : 
Sx4x3x2x1=120 
为 书写 方便 ,我 们 用 51 表示 5x4x3x2x1, 读 作 “5 的 阶 
?2 乘 "。 当 字母 个 数 为 3 时， 排序 的 方法 有 3! =3x2x1=6 种 。 
一 般 性 的 结论 如 下 : 


结论 一 : 
为 KK 个 对 象 排序 ， 排 序 方法 有 
K! =Kx (K-1) x (K-2) x…x3x2x1l 种 
随 着 天 值 的 增加 ，Kf! 的 值 迅速 上 升 。 为 一 副 扑 克 有 牌 排 
序 ， 排 序 方法 有 521 种 ， 这 个 数 长 达 68 位。 表 A1.1 是 K! 的 
几 个 值 。 


另 一 个 问题 : 从 6 个 对 象 中 选 出 2 个 ， 有 多 少 种 选 法 ? 
从 6 个 对 象 中 选 出 第 一 个 对 象 ， 有 M = 6 种 选 法 ; 然后 在 
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剩 下 的 S 个 对 象 中 选 出 第 二 个 对 象 ， 有 N =5 种 选 法 。 所 以 ， 
一 共有 6x5= 30 种 选 法 。 但 是 ， 每 一 种 选 出 的 结果 都 被 计算 
了 两 次 ,例如 对 于 {A，B| 而 言 ，AB 和 BA 是 同一 种 结果 ， 
但 被 分 别 计算 。 所 以 ， 最 后 的 结论 是 30 除 以 2， 即 从 6 个 对 象 
中 选 出 2 个 ， 不 考 碟 对 象 的 次 序 ， 有 15 种 选 法 。 

一 般 地 ， 从 表 个 对 象 中 选 出 2 个 , 第 一 个 对 象 有 人 种 选 
法 ,第 二 个 对 象 有 -1 种 选 法 ,一 共有 KK (K -1) 种 选 法 。 
由 于 每 一 种 结果 被 计算 了 两 次 ， 这 个 值 除 以 2 就 是 结论 。 


结论 二 ， 
从 下 个 对 得 中 选 出 2 个 ,不 考虑 对 象 的 次 序 ， 一 共有 
Kx (K-11) /2 种 选 法 

如 果 把 问题 变 成 从 个 对 象 中 选 出 3 个 ,不 考虑 对 象 的 次 
序 ， 一 共有 多 少 种 选 法 昵 ? 解法 是 类 似 的 。 第 一 步 ， 算 出 在 考 
虑 对 象 的 次 序 的 情况 下 有 多 少 种 选 法 ; 第 二 步 ， 计 算 每 一 种 结 
果 被 计算 了 多 少 次 。 以 人 =7 的 情况 为 例 : 在 考虑 对 象 次 序 的 
情况 下 ， 一 共有 7x6x5=210 种 选 法 ; 每 一 种 结果 被 计算 了 

3x2x1=6 

次 。 最 后 的 结论 是 210/6 = 35。 

以 上 计算 过 程 即 半 9X3 = 35 

类 似 地 ， 当 = 10 时 ， 结 论 为 .2X8 
时 ， 结论 为 仿生 <2X8 - 792。 在 概率 论 中 ， 我 们 经 党 
用 到 类 似 的 算法 。 我 们 用 符号 2C; 表示 在 12 个 对 象 中 选 出 5 
个 (不 考虑 次 序 ) 的 选 法 种 数 ， 读 作 “12 选 $"。 以 上 儿 个 结 
果 可 以 表示 为 "CG = 120,7Gs =353， 等 等 。 结 论 二 可 以 表示 为 KC， 


= 120; 当天 = 12 
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=K (K-1) /2。 类 似 地 有 
_ Kx (K-11) x (K-2) 


K 

Ga 3x2x!1 ’ 
K Kx (K-11) x (K-2) x (K-3) & 
(a= 4x3x2x1 ， 等 等 


结论 三 : 

从 KK 个 对 象 中 选 出 tr 个， 不 考虑 对 象 的 次 序 ， 一 共有 * C. 
种 选 法 。 

我 们 经 常 遇 到 这 样 的 情况 : 我 们 想 知 道 一 个 事件 有 多 少 种 
可 能 结果 ， 但 是 我 们 不 可 能 把 各 种 可 能 ---… 列 出 ， 因 为 数据 量 
过 于 庞大 。 例 如 ， 打 桥牌 时 ， 从 52 张 牌 中 选 出 13 张 构 成 一 手 
牌 ， 一 共有 635 013 559 600 种 可 能 结果 ; 在 买 大 英 帝 国 彩票 
时 ， 从 49 个 号 码 中 选 出 6 个 ，- 一 共有 13 983 816 种 可 能 结果 。 
此 了 时， 这 个 计算 公式 能 帮 大 忙 。 


表 A1.2: 帕斯卡 三 角形 的 一 部 分 
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我 们 经 常 把 *C, 的 值 按 才 Al.2 的 形式 排列 ， 这 个 表 称 为 
“帕斯卡 三 角形 "”。 从 上 向 下 ， 每 一 行 分 别 表 示 民 =0，1，2 
i 的 情况 ; 从 左 向 右 ， 斜 排 的 每 一 行 分 别 表示 r=0，1，2 
…… 的 情况 。 表 中 的 第 K+ 1 行 的 第 r+ 1 个 值 就 是 *C, 的 值 。 

例如 ， 表 中 的 第 7 行为 1，6，1$. 20，1$，6，1， 这 7 个 
数 分 别 是 5Co ,5Ci Ca ，……… Ce 的 值 。 这 个 表 有 三 个 特征 :1 
左右 对 称 ; 2. 两 条 边 上 的 值 为 1; 3. 如果 -- 个 值 不 在 边 上 ， 
则 这 个 值 等 于 其 左上 角 上 的 值 与 其 右上 角 上 的 值 的 和 。 这 些 特 
征 通 常 可 以 简化 运算 。 

下 面 考虑 另 一 个 问题 。 抛 $ 次 硬币 ， 有 多 少 种 可 能 结果 ? 
根据 乘法 原理 ， 答 案 为 2。 抛 第 1 次 可 能 有 “ 正 ”、“ 反 ”2 种 
结果 ， 抛 第 2 次 也 可 能 有 “ 正 ”、“ 反 ”2 种 结果 ， 所 以 抛 前 2 
次 可 能 有 “ 正 正 ”< “ 正 反 ”、“ 反 正 ”、“ 反 上 反 ”4 种 可 能 结果 
(2x2=4); 同样 ， 抛 前 3 次 可 能 有 4x2=8 种 结果 ， 抛 前 4 
次 可 能 有 8x2=16 种 结果 ， 而 抛 $ 次 可 能 有 16 x2 = 32 种 结 
果 。 


绪论 四 : 

抛 n 次 硬币 ， 可 能 有 2° 种 结果 。 

这 个 结论 可 以 推广 到 撞 货 子 的 情况 中 。 掷 1 次 仍 子 可 能 有 
6 种 结果 ， 掷 2 次 仍 子 可 能 有 6x6=36 种 结果 ， 扼 3 次 明 子 可 
能 有 6x6x6=216 种 结果 ， 等 等 。 


结论 五 : 

一 个 事件 可 能 有 种 结果 ， 把 这 个 事件 重复 n 次 ， 则 有 
K" 种 可 能 结果 。 

随 着 n 的 值 的 增加 ，2" 和 K" 的 值 迅速 增加 。 连 续 抛 20 次 
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硬币 ， 可 能 结果 超过 100 万 种 。 连 续 兢 8 次 仍 子 ， 可 能 结果 也 
将 超过 100 万 种 。 此 时 ， 我 们 已 经 没有 能 力 把 各 种 可 能 结果 一 
一 罗列 出 来 了 。 

现在 我 们 利用 以 上 五 个 结论 处 理 一 个 实际 问题 。 

在 第 十 章 中 我 们 讨论 过 赌场 扑克 ， 当 时 我 介绍 了 各 类 牌 
(同花顺 、 四 条 、 对 子 等 等 ) 有 多 少 种。 那些 数字 是 如 何 计算 
出 来 的 ? 

在 2 张 牌 中 抽出 5 张 ,一共 有 


or 32x51x50x490x48 
Cs = 5x4X3v5 1 = 2 598 960 种 可 能 


其 中 有 多 少 种 是 “对 子 ”? 1 副 对 子 包括 两 张大 小 相同 的 牌 ， 
其 大 小 有 13 种 可 能 (A，K，……: 2)， 每 1 种 大 小 又 涉及 4 种 
花色 。 在 4 种 花色 中 选择 两 种 ， 有 1C, =6 种 选 法 。 所 以 ,组 成 
对 子 的 两 张 牌 可 以 有 13 x6=78 种 。 在 这 两 张 牌 确定 以 后 ， 再 
加 上 另外 3 张 牌 即 可 以 构成 1 副 对 子 。 这 3 张 牌 的 大 小 各 不 相 
同 ,并 且 与 组 成 对 子 的 那 两 张 牌 大 小 也 不 同 ， 所 以 确定 这 3 张 
牌 的 大 小 有 ”Cs = 220 种 可 能 。 在 这 3 张 牌 的 大 小 确定 以 后 ， 
每 张 牌 的 花色 可 以 是 4 种 花色 中 的 任意 1 种， 所 以 确定 这 3 张 
牌 有 220x4x4x4=14 080 种 可 能 。 最 后 ， 构 成 对 子 的 牌 一 共 
有 78 x 14 080 = 1] 098 240 种 。 

男 外 ， 有 多 少 副 牌 是 “两 对 ”? 在 1 副 两 对 中 ， 有 4 张 牌 
组 成 两 组 对 子 。 确 定 两 组 对 子 的 大 小 有 BC, = 78 种 可 能 。 此 
外 ， 每 组 对 子 的 颜色 有 4C, = 6 种 可 能 。 所 以 ， 这 4 张 牌 的 组 成 
有 78x6x6=2 808 种 可 能 。 在 这 4 张 牌 确定 以 后 ,第 5 张 牌 
可 以 是 11x4=44 张 牌 中 的 1 张 ， 所 以 ,构成 两 对 的 牌 一 共有 
2 808 x 44 = 123 552 种 。 | 

有 多 少 副 牌 是 “三 条 ”? 1 副 三 条 包括 3 张大 小 相同 的 牌 ， 
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其 大 小 有 13 种 可 能 。 在 大 小 确定 以 后 ， 这 3 张 牌 的 花色 有 “Cs 
=4 种 可 能 。 于 是 ， 这 3 张 牌 的 组 成 有 13x4= 和 2 种 可 能 。 在 
这 3 张 牌 确定 以 后 ， 考 虑 另外 两 张 牌 。 这 两 张 牌 的 大 小 有 2 C> 
=66 种 可 能 ， 每 张 牌 的 花色 有 4 种 可 能 ， 所 以 ， 构 成 三 条 的 
牌 一 共有 52 x 66 x4x4=54 912 种 。 

有 和 多少 副 牌 是 “三 带 二 "? 1 副 三 带 二 包括 3 张大 小 相同 
的 牌 和 另外 2 张大 小 相同 的 牌 。 与 三 条 的 情况 一 样 ，3 张 相同 
的 牌 的 组 成 有 13 x4=52 种 可 能 。 在 这 3 张 牌 确定 以 后 ， 考 由 
另外 两 张 牌 。 这 两 张 牌 的 大 小 有 12 种 可 能 ,花色 有 4C, =6 种 
可 能 ， 所 以 ， 构 成 三 条 的 牌 一 共有 52x 12x6=3 744 种 。 

有 多 少 副 牌 是 “四 条 ”? 1 副 四 条 包括 4 张大 小 相同 的 牌 ， 
这 4 张 牌 的 组 成 有 13 种 可 能 。 刹 下 的 1 张 牌 可 以 是 其 余 的 48 
张 牌 中 的 任意 1 张 ， 构 成 四 条 的 有 牌 一 共有 13 x 48 = 624 种 。 

在 以 上 各 种 情况 中 ， 都 包括 两 张 〈 或 更 多 ) 大 小 相同 的 
牌 。 而 以 下 几 种 情况 则 不 同 ， 其 特征 为 每 张 牌 的 大 小 都 不 一 
样 。 首 先 考 虑 “ 顺 子 ”和 “同花顺 "。 以 牌 的 大 小 为 标准 ， 顺 
子 可 以 分 为 10 种 : 从 A2345 到 10JQKA。 在 牌 的 大 小 确定 以 
后 ，5 张 牌 中 的 每 1 张 的 花色 有 4 种 可 能 ， 所 以 花色 的 组 合 有 
4x4x4x4x4=1024 种 。 在 这 1 024 种 花色 组 合 种 ， 有 4 种 
组 合 使 得 5 张 牌 的 花色 完全 相同 。 因 此 ， 同花顺 有 10x4=40 
种 ， 而 顺 子 有 10x (1024-4) =10 200 种 。 

在 1 种 花色 的 13 张 牌 种 选 出 5 张 ， 即 可 构成 1 副 “ 同 
花 ”, 一 共有 Cs = 1 287 种 。 其 中 有 10 种 是 同花顺 ， 所 以 每 一 
种 花色 中 的 同 花 有 1 277 种 。- 一 共有 277x4=5S 108 种 同 花 。 

现在 考虑 有 和 多少 副 牌 属于 “AK”。 先 考 虚 5 张 牌 的 大 小 。 
在 5 张 牌 中 ， 有 1 张 A 和 1 张 A,， 另外 3 张 牌 大 小 各 不 相同 ， 
而 且 不 是 A 入， 所 以 牌 的 大 小 共有 HC = 165 种 可 能 。 如 果 
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这 3 张 牌 恰好 是 “9Qjl10”， 则 整 副 牌 成 为 硕 子 ， 所 以 要 排除 这 
种 可 能 ， 即 牌 的 大 小 有 164 种 可 能 。 在 有 牌 的 大 小 确定 以 后 ，5 
张 脾 的 花色 组 合 有 1 020 种 可 能 ， 所 以 AK 一 共有 164 x 1 020= 
167 820 种 。 

可 以 用 两 种 方法 计算 “ 烂 牌 ” 有 多 少 种 ， 由 于 1 副 牌 总 共 
有 ”Cs 种 可 能 ， 以 上 我 们 已 经 算出 了 所 有 不 是 烂 牌 的 牌 有 和 多少 
种 ,做 一 次 减法 就 可 以 知道 有 多 少 种 烂 牌 。 下 面 介绍 第 二 种 计 
算 方 法 。 

首先 考虑 牌 的 大 小 。 烂 有 牌 可 以 分 为 三 类 ， 第 一 类 包含 一 张 
和 A 但 不 包含 K; 第 二 类 相反 ,包含 一 张 K 但 不 包含 A; 第 三 类 
婚 不 包含 A 也 不 包含 K。 在 第 一 类 牌 中 ， 除 A 以 外 的 4 张 牌 的 
大 小 各 不 相同 ， 并 且 不 是 A 入 ， 所 以 一 共有 HG = 330 种 可 
能 。 如 果 这 4 张 牌 恰好 是 2、3、4、5， 则 整 副 牌 成 为 顺 子 ， 所 
以 应 当 排 除 这 种 可 能 ， 即 牌 的 大 小 有 229 种 可 能 。 类 似 地 ， 第 
二 类 牌 的 大 小 也 有 229 种 可 能 〈 计 算 方 法 相同 )。 在 第 三 类 牌 
中 ，5 张 牌 都 不 是 A 和 kK， 而 且 大 小 各 不 相间 ， 所 以 共有 !1C; 
=462 种 可 能 。 在 这 462 种 可 能 中 ， 有 7 种 是 顺 子 (23456， 
34567，……… ，8910JQ) ， 所 以 第 三 类 牌 的 大 小 有 455 种 可 能 。 
把 三 个 值 加 起 来 ， 得 到 烂 牌 的 大 小 一 共有 329+329+455= 1 
113 种 可 能 。 在 牌 的 大 小 确定 以 后 ， 确 定 5 张 牌 的 花色 有 1 020 
种 可 能 ， 所 以 烂 牌 一 共有 1 113 x 1020 = 1 135 260 种 。 

你 可 以 比较 两 种 计算 方法 的 结果 是 否 一 致 。 如 果 结 果 一 

2 致 ， 就 说 明 我 们 的 计算 是 正确 的 。 


访 突 2 条 痪 


如 果 一 个 事件 的 各 种 可 能 结果 出 现 的 机 会 相同 ， 则 只 要 我 
们 算出 一 共有 多 少 种 结果 ， 立 刻 就 可 以 得 出 每 种 结果 出 现 的 概 
率 。 鲍 如 ， 在 掷 众 子 的 例子 中 ， 每 种 结果 出 现 的 概率 为 1/6， 


结论 一 : 

如 果 一 个 事件 有 N 种 可 能 结果 ， 每 种 结果 出 现 的 机 会 相 
同 ， 则 每 种 结果 出 现 的 概率 为 1/N。 

在 数学 上 ， 这 种 情况 ( 指 每 种 结果 出 现 的 机 会 相同 ) 被 称 
为 “均匀 分 布 "。 通 常 ， 我们 把 N 种 结果 表示 为 11，2，3， 
0 ，Ni。 在 均匀 分 布 中 ， 每 种 结果 出 现 的 概率 相同 ， 所 以 
问题 的 关键 在 于 发 现 一 共有 多 少 种 可 能 结果 ， 而 解决 这 个 问题 
的 技巧 我 们 已 经 掌握 了 。 

有 时 候 ， 我 们 把 若干 种 结果 作为 一 类 结果 ， 研 究 这 一 类 结 
果 出 现 的 概率 。 例 如 ， 撕 一 次 崩 子 ， 有 时 候 我 们 关心 结果 属于 
f2，4，6} 的 概率 〈 即 出 现 的 点 数 为 偶数 的 概率 )， 有 时 候 我 
们 关心 结果 属于 {1，2，3，4| 的 概率 〈 即 出 现 的 点 数 不 超过 
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4 的 概率 )。 当 我 们 使 用 “结果 ”这 个 词 时 ， 有 时 候 指 一 种 结 
果 ? 有 时候 指 某 一 类 结果 © 


结论 二 : 

在 一 个 均匀 分 布 由 有 N 种 可 能 结果 ， 有 一 类 结果 恰好 包 
含 其 中 的 KK 种 ， 则 这 类 结果 出 现 的 概率 为 K/N。 

以 抛 硬币 为 例 。 在 附录 1 中 ， 我 们 知道 抛 5 次 硬币 可 能 得 
到 2 = 32 种 结果 。 恰 好 出 现 3 次 正面 的 概率 是 多 少 ? 

在 5 次 中 选 出 3 次 结果 为 正面 ， 一 共有 5C; = 10 种 可 能 ， 
所 以 答案 为 10/32。 

在 桥牌 中 ， 一 手 牌 恰好 包含 4 张 红 心 的 概率 是 多 少 ? 根据 

2% 附录 1， 一 手 牌 一 共有 ?Ci3 种 可 能 。 一 手 牌 恰好 包含 4 张 红 心 ， 

意味 着 在 13 张 红 心中 选 出 4 张 (3G =715)， 在 39 张 非 红心 
中 选 出 9 张 (3 了 Cs = 211 915 132) 构成 一 手 牌 。 符 合 条 件 的 牌 
恰好 有 ”Gs x2Co 种 ， 所 以 答案 是 


1 


x 3C, 
35201, 0.238 6 


一 手 牌 恰好 包含 9 张 红 心 的 概率 是 多 少 ? 根据 同样 的 方法 
可 以 得 出 结论 : 


这 个 概率 低 于 万 分 之 一 。 

把 一 副 牌 洗 乱 ， 随 即 抽 出 -一 张 ， 每 一 张 牌 被 抽出 的 概率 都 
是 1/52。 于 是 

〇 抽出 一 张 黑 桃 的 概率 为 13/52; 

〇 抽出 一 张 草花 的 概率 为 13/52。 

所 以 ,抽出 一 张 黑 牌 的 概率 = 抽出 一 张 黑 桃 或 草花 的 概率 
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=13/52 + 13/$2 = 1/2。 另 外 一 个 例子 与 此 不 同 ; 

O 〇 抽出 一 张 黑 桃 的 概率 为 13752; 

〇 抽出 一 张 KK 的 概率 为 4/52; 

O 〇 抽出 一 张 黑 桃 或 抽出 一 张 的 概率 为 16/52。 

最 后 一 个 值 不 是 前 两 个 值 的 和 和。 如果 你 不 小 心 ， 你 可 能 得 
出 17/52 的 错误 结论 。 关 键 在 于 有 一 张 牌 ( 黑 桃 Kk) 既是 黑 桃 
又 是 KE， 这 张 牌 被 计算 了 两 次 。 在 一 般 情 况 下 ， 当 我 们 计算 
“结果 为 A 或 B 的 概率 ”时 ， 需 要 注意 有 和 多少 种 结果 使 得 A 和 
8B 重合。 如 果 A 表示 “抽出 一 张 黑 桃 ”， 而 了 B 表 示 “ 抽 出 一 张 
草花 ”， 则 两 种 结果 不 重合 。 这 种 情况 成 为 “排斥 事件 ”。 


结论 三 : 

分 别 以 a、b 表示 事件 &、B 发 生 的 概率 ， 以 。 表 示 A 或 B 
发 生 的 概率 。 如 果 A 和 B 是 排斥 事件 ( 即 A 和 B 不 能 同时 发 
生 )， 则 c=a+b; 如 果 A 和 B 不 是 排斥 事件 ， 则 e< a+Db。 
(即使 A 和 日 不 属于 均匀 分 布 ， 这 个 结论 依然 成 立 。) 

刚才 我 们 已 经 得 出 一 个 结论 : 在 桥牌 中 ， 一 手 牌 恰好 包括 
4 张 红 心 的 概率 为 0.238 6。 同 理 ， 一 - 手 牌 恰好 包括 4 张 黑 桃 的 
概率 也 是 0.238 6。 那 么 ， 一 手 牌 包括 4 张 红 心 或 包括 4 张 黑 
桃 的 概率 是 多 少 ? 由 于 “一 手 牌 包 播 4 张 红 心 ”和 “一 手 牌 包 
括 4 张 黑 桃 ”这 两 件 事 不 是 排斥 事件 〈 因 为 一 手 牌 可 以 既 包括 
4 张 红 心 又 包括 4 张 黑 桃 )， 所 以 这 个 概率 低 于 0.238 6+0.238 
6。 相 反 的 情况 ;“ 一 手 牌 包括 9 张 红 心 ” 和 “一 手 牌 包括 9 张 
黑 桃 ”这 两 件 事 是 排斥 事件 (因为 一 手 牌 只 有 13 张 ， 不 可 能 
既 包 括 9 张 红 心 又 包括 9 张 黑 桃 )。 进 一 步 说 , “一 手 牌 包 括 9 
张 红 心 、 “一手 牌 包括 9 张 黑 桃 ”"、“ 一 手 牌 包括 9 张 方块 ”、 
“一 手 牌 包括 9 张 草花 ”这 四 件 事 是 排斥 事件 ， 所 以 一 手 牌 中 
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有 1 个 花色 包括 9 张 牌 的 概率 为 4x0.000 092 6=0.000 37。 平 
均 每 2700 手 牌 中 会 出 现 1 次 这 种 情况 。 

在 第 一 章 中 我 们 介绍 过 “独立 事件 ”这 个 概念 ， 现 在 我 们 
详细 地 解释 这 个 概念 。 在 1 副 扑 克 牌 中 随机 地 抽出 1 张 ， 则 

〇 这 张 牌 是 黑 桃 的 概率 为 13/52 = 1/4; 

〇 这 张 牌 是 K 的 概率 为 4/52 = 1713。 

如 果 判 断 这 两 个 事件 是 否 独 立 ? 如 果 这 两 个 事件 同时 发 生 
的 慨 率 等 于 两 个 事件 各 自 的 概率 的 乘积 ， 则 这 两 个 事件 是 独立 
事件 。 在 这 个 例子 中 ， 抽 出 的 牌 既 是 黑 桃 又 是 K 的 概率 为 1/ 
52 〈 即 抽出 的 牌 为 黑 桃 K)， 而 1/52 = 1/4 x 1/13， 所 以 这 两 个 
事件 是 独立 的 。 

由 于 每 种 花色 中 都 有 且 仅 有 1 张 玉 ， 所 以 在 我 们 确 知 1 张 
牌 是 黑 桃 以 后 这 张 牌 是 不 是 k 的 概率 不 受 影 响 。 同 样 ， 在 我 
们 确 知 1 张 牌 是 以 后 这 个 信息 对 于 判断 其 是 不 是 黑 桃 也 没有 
帮助 。 这 就 是 独立 性 的 含义 。 面 对 具体 问题 时 ， 通 常 我 们 可 以 
轻易 地 判断 出 两 个 事件 是 否 独立 。 在 掷 仙 子 或 抛 硬币 时 ， 连 续 
括 〈 或 抛 ) 两 次 ， 我 们 通常 认为 两 次 的 结果 是 相互 独立 的 ; 而 
在 一 副 扑 克 牌 中 抽出 1 张 牌 ， 连 续 抽 两 次 ， 第 一 次 的 结果 对 第 
二 次 的 结果 有 影响 。 

同时 撕 4 枚 台 子 ， 要 人 么 其 中 至 少 出 现 1 个 6 点 ,要么 1 个 
6 点 也 没有 。 哪 … 种 情况 的 概率 更 大 ? 事件 A 是 “至 少 出 现 1 
个 6 点 ” (概率 为 a), 事件 B 是 “1 个 6 点 也 没有 ” {概率 为 
b)， 显 然 a+ b= 1。 如 果 我 们 可 以 算出 b 的 值 ， 利 用 1-b 就 可 
以 算出 a 的 值 。 

1 枚 货 子 的 结果 是 6 点 的 概率 为 1/6, 不 是 6 点 的 概率 为 
576。 由 于 4 枚 钥 子 的 结果 是 相互 对 立 的 ， 所 以 4 枚 骨 子 的 结 
果 都 不 是 6 点 的 概率 为 (5/6)*, 即 b= (5/6)4=625/1 296, a 
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=1 -625/1 296 =6717] 296。 由 于 671 > 625， 所 以 “至 少 出 现 
1 个 6 点 ”的 概率 较 大 。 

当然 你 可 以 有 另 一 种 方法 计算 a 的 值 。 分 别 计算 得 到 的 6 
点 的 个 数 为 1、2、3 以 及 4 的 概率 ， 而 后 求 4 个 概率 值 的 和 。 
这 种 方法 复杂 得 多 。 而 利用 a+b=1 这 个 关系 ， 可 以 非常 便捷 
地 得 出 结论 。 

这 种 方法 很 常用 。 一 个 事件 要 么 发 生 ， 要 人 么 不 发 生 ， 所 以 
典 个 概率 值 之 和 必 为 1， 知道 了 其 中 的 一 个 ， 另 一 个 也 就 知道 
了 了。 


非 均 义 分布 


一 个 事件 有 车 于 种 结果 ， 在 许多 场合 下 ， 各 种 结果 出 现 的 
机 会 不 相等 。 比 如 说 掷 一 次 人 鹏 子 ， 结 果 要 么 是 6， 要么 不 是 6， 
概率 分 别 为 /6 和 5/6。 考 虑 两 个 问题 : 掷 10 次 崩 子 ， 至 少 出 
现 4 个 6 点 的 概率 是 多 少 ? 连续 掷 仍 子 ， 第 一 个 6 点 出 现在 第 
10 次 或 第 10 次 以 后 的 概率 是 多 少 ? 数学 家 发 明了 一 种 处 理 这 
类 问题 的 一 般 方法 ， 即 “ 伯 努 利 试验 "。 柏 努 利 试验 要 求 三 个 
条 件 : 

(1) 每 次 试验 有 两 种 可 能 结果 。 分 别 用 $ 和 下 表示 两 种 结 
果 ， 

(2) 每 次 试验 的 结果 是 相互 独立 的 ; 

(3) 在 每 次 试验 中 ， 结 果 为 S$ (或 F) 的 概率 相同 。 

连续 进行 若干 次 试验 ， 假 定 在 第 n 次 试验 中 首次 得 到 S。 
用 P (1), P (2)，P (3) …… 分 别 表示 n = 1，2，3……… 的 概 
率 。 这 些 概 率 值 分 别 为 多 少 ? 
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首先 考虑 n=5 的 情况 。 在 第 5 次 试验 中 首次 得 到 S 就 意 

味 着 前 4 次 试验 的 结果 都 是 下 而 第 $ 次 试验 的 绪 果 为 S，5 次 

2 试验 的 结果 依次 为 FFFFS。 用 p 表示 在 1 次 试验 中 得 到 结果 S 

的 概率 ， 则 得 到 结果 下 的 概率 为 1 - p。 由 于 每 次 试验 的 结果 
是 相互 独立 的 ， 所 以 5 次 试验 的 结果 依次 为 FFFFS 的 概率 为 


(1-p)x(1-p)x(l~p)x(l-p)xp=(1-p)p 


用 同样 的 方法 可 以 得 出 当 n = 8 时 的 结论 : 在 第 8 次 试验 
中 首次 得 到 5 的 概率 为 (1 - p)”p。 


结论 四 ; 

在 一 系列 伯 努 利 试验 中 ， 首 次 $ 出 现在 第 n 次 试验 中 的 概 
率 为 (1 ~p)"!p。( 数 学 上 称 为 “几何 分 布 ”。) 

以 抛 人 硬币 为 例 ，S 表示 结果 为 正面 。 此 时 p=1 -p= 1/2。 
当 n= 1，2，3.……: 时 ， 对 应 的 概率 值 分 别 为 /2，1/4，1/8 
ee 。 这 就 是 第 四 章 中 讨论 的 圣彼得堡 游戏 的 结论 。 

随 着 n 的 值 的 增加 ，(1 - p)"-!p 的 值 递减 ， 因 为 n 每 增加 
1，(1 ~p)"'p 的 值 就 要 乘 以 (1-p)， 而 1-p 的 值 小 于 1。 这 
意味 着 ， 首 次 S 出 现在 第 1 次 试验 中 的 概率 高 于 首次 $ 出 现在 
第 2 次 试验 中 的 概率 ， 而 首次 S 出 现在 第 2 次 试验 中 的 概率 高 
于 首次 S 出 现在 第 3 次 试验 中 的 概率 ， 如 此 等 等 。 

如 何 计算 首次 S 出 现在 第 12 次 或 第 12 次 以 后 的 概率 ? 有 
两 种 明显 的 方法 。 其 一 是 算出 n = 12，13，14…… 时 对 应 的 概 
率 值 ， 而 后 求 和 。 更 简单 的 方法 是 求 出 前 11 次 的 结果 都 是 下 
的 概率 ， 因 为 前 11 次 的 结果 都 是 下 等同 于 首次 $ 出 现在 第 12 
次 或 第 12 次 以 后 。 结 论 是 (1 - p)u。 
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结论 五 : 

在 一 系列 伯 努 利 试 验 中 ， 首 次 S 出 现在 第 n 次 试验 中 或 第 
n 次 试验 以 后 的 概率 为 (1 - p)"-!。 

除了 SS 的 首次 出 现 以 外 ， 我 们 经 常 关 心 另 -一 个 问题 : 在 连 
续 n 次 伯 努 利 试验 中 ,恰好 出 现 r 次 S 的 概率 是 多 少 ? 例如 ， 
连续 撕 5 次 骨 子 ,恰好 出 现 2 次 6 点 的 概率 是 多 少 ? 这 个 问题 
可 以 分 两 步 解 决 。 

第 … 步 ,考虑 有 多 少 种 结果 符合 条 件 〈 即 恰好 出 现 r 次 
S)。 在 撕 般 子 的 例子 中 ， 这样 的 结果 是 SSFFF，SESFF， 
SFFSF， 等 等 ， 其 特征 是 在 5 次 试验 中 有 2 个 S 和 3 个 F, 一 共鸣 
有 5C; 种 。 

第 二 步 ， 考虑 每 种 结果 出 现 的 概率 。SSFFF，SEFSFE， 
SFFSF 这 几 种 情况 对 应 的 概 府 分 别 为 


pxpx (1-p) x (1-p) x (1-p), 
px (1-p) x px (1-p) x (1-p), 
px (l-p) x (1-p) xp x (1-p), 


等 等 。 这 些 概 率 都 等 于 (1 - p)3， 因 为 每 个 表达 式 中 都 恰好 
包含 2 个 p 和 3 个 (1-p)。 把 这 些 值 加 起 来 ， 就 得 出 结论 。 
由 于 这 些 值 一 共有 Cs = 10 个 ， 所 以 结论 是 10 pz (1 - p)3。 

以 上 结论 可 以 推广 到 一 般 情况 。 


结论 六 : 
在 连续 n 次 伯 努 利 试验 中 ,恰好 出 现 r 次 S 的 概率 是 
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n Cp" (| pp) 


在 数学 上 ， 这 种 情况 被 称 为 “二 项 分 布 ”. 

在 二 项 分 布 中 ，r 的 值 可 以 是 0~n 的 任意 整数 。 随 着 r 的 
值 的 增加 ， 最 初 概率 值 递增 ， 在 达到 最 大 值 之 后 逐步 递减 。 
(最 大 值 出 现在 什么 位 置 取决 于 p 的 大 小 ， 当 p 较 大 时 最 大 值 
的 位 置 靠 前 ， 当 p 较 小 时 最 大 值 的 位 置 靠 后 。) 

下 面 是 二 项 分 布 的 几 个 例子 。 

(1) 5 次 硬币 ,恰好 出 现 3 次 正面 的 概 浴 是 多 少 ? 

问题 符合 伯 努 利 试验 的 条 件 。 分 别 以 S$ 和 下 表示 正面 和 反 
面 ， p=1-p=1/2, n=5, r=3,， 根据 半 项 分 布 得 出 结论 : 

3G (11/2 (012) = 10 (1/2) = 10/32 

(2) 在 双 陆 棋 中 ， 一 -个 玩家 撕 4 次 殿 子 (每 次 指 两 枚 )， 
恰好 两 次 出 现 两 枚 仍 子 的 点 数 相 同 的 情况 的 概率 是 多 少 ? 

同时 掷 两 枚 仍 子 ， 两 枚 吉 子 的 点 数 相同 的 概率 为 1/6〈 请 
读者 自行 证 明 )。 于 是 p= 1/6,1-p=S6。 答 案 为 

“C (1/6)? (5/6)*=6 (1/36) (25/36) = 15071 296 

相似 的 问题 :一 个 玩家 撕 4 次 仍 子 〈 每 次 掷 两 枚 )， 至 少 
有 两 次 出 现 两 枚 避 子 的 点 数 相同 的 情况 的 概率 是 多 少 ? 

我 们 需要 考虑 三 种 情况 : 两 枚 仍 子 的 点 数 相同 的 情况 恰好 
出 现 2、3、4 次 。 第 一 种 情况 的 概率 就 是 150/1296， 第 二 种 情 
况 的 概率 是 

4C3 (1/6)? (5/6)! = 20/1 296 

第 三 种 情况 的 概率 是 

4C (1/6)4 (5/6)° = 1/1 296 
管 案 是 
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(150/1 296) + (20/1 296) + (1/1 296) = 171/1 296 = 19/144 

(3) 一 名 推销 员 每 次 推销 的 成 功率 为 1/10。 些 人 进行 10 
次 推销 ， 至 少 成 功 2 次 的 概率 是 多 少 ? 

假定 每 次 推销 的 成 果 是 相互 独立 的 ， 则 问题 符合 二 项 分 
布 。 在 10 次 推销 中 恰好 成 功 z 次 的 概率 为 

10C, (1/10)" (9710)10- 

分 别 计算 当 了 = 2，3，4，…… ，10 时 的 概率 ， 而 后 求 和 
就 得 出 答案 。 这 样 计算 相当 麻烦 ， 所 以 我 们 找 一 种 偷 人 向 的 算 
法 。 我 们 上 是 以 先 求 出 成 功 的 次 数 不 足 2 次 的 概率 ， 然 后 用 1 减 
去 这 个 值 就 得 出 结论 。 成 功 的 次 数 不 足 2 次 意味 着 r=0 或 1, 
而 

IC (1/10)° (9/10)® = (9/10)® 
MC, (1/10)! (9/10) = (9/10) 

这 两 个 值 的 和 为 0.736 1。 所 以 答案 是 1 -0.736 1 = 0.263 
9， 接 近 26%。 从 两 个 概率 值 的 和 为 1 出 发 通常 可 以 简化 运算 
过 程 。 数 学 家 非常 喜欢 偷懒 。 

(4) 在 第 八 章 中 提出 的 问题 ， 两 名 选手 对 抗 ， 一 名 选手 在 
每 局 中 的 胜率 如 何 影响 他 赢得 整 场 比赛 的 概率 ? 

假定 每 局 比赛 的 结果 是 相互 独立 的 。 用 1/2 + y 表示 选手 
A 赢 得 1 局 比赛 的 概率 。 整 场 比 赛 进行 2N+1 局 时 ，A 获胜 的 
条 件 是 赢得 N+ 1 局 以 上 。 分 别 计算 rz 不 低 于 N+1 时 对 应 的 概 
率 ， 而 后 求 和 就 得 到 A 赢得 整 场 比赛 的 概率 。 

当 比 赛 为 三 局 两 胜 ( 即 2N+1=3) 时 ， 结 论 为 

1/2+3y/2-27 

当 比 赛 为 五 局 三 胜 ( 即 2N+1=5) 时 ,结论 为 

1/2+15y/8-5y +6y 

当 比 赛 为 七 局 四 胜 ( 即 2N+1=7) 时 ,结论 为 


- 


380 机 会 的 数学 原理 


1/2+ 35y/16— 35y’/4+21y’ — 20y’ 

面 对 具 体 问 题 时 ， 通 常 我 们 不 要 求 结论 绝对 精确 。 因 此 ， 
当 y 接 近 0 时 ,我们 可 以 仅仅 计算 以 上 公式 的 前 两 项 。 

另外 一 种 数学 上 常用 的 分 布 是 “ 泊 松 分 布 ”， 其 各 称 是 根 
据 法 国 统计 学 家 西蒙 . 丹 尼 ' 泊 松 的 名 字 命名 的 。 泪 松 分 布 的 处 
理 对 象 是 发 生 的 频率 固定 但 概率 极 低 的 随机 事件 ， 比 如 我 们 在 
一 片 草地 里 发 现 一 株 四 片 叶 子 的 三 叶 草 ， 一 个 加油 站 的 工人 在 
给 一 辆 宝石 捷 跑车 加 完 油 之 后 感到 由 更 的 激动 ，19 世纪 一 名 
普鲁士 军官 被 服役 多 年 的 战马 跑 死 等 等 。 泊 松 分 布 其 实 是 二 项 
分 布 的 一 个 推广 ， 它 讨论 的 是 在 二 项 分 布 中 试验 次 数 极 多 而 在 


每 一 次 试验 中 S 出 现 的 概率 极 低 的 情况 。 例 如 ， 在 一 个 由 报社 


举办 的 有 奖 竞猜 活动 中 ， 参 与 者 数目 极 多 (但 不 确定 )， 每 个 
参与 者 获奖 的 概率 极 低 ， 此 时 获奖 者 的 人 数 就 符合 沿 松 分 布 ， 
获奖 者 人 数 与 平均 获奖 人 数 有 关 。 用 X 表示 获奖 人 数 ， 用 
表示 平均 获奖 人 数 ，X 的 值 可 能 是 0，1，2，3，…… ,X=r 
的 概率 为 


ee 
p (r) = 7 


其 中 r=0, 1，2，3，…… 。 表 AI.1 给 出 了 =2.5 时 的 几 个 
表 AI.1 


:的 值 | 0 | 2 |3|4|5|6|7 或 7 以 上 
对 应 的 概率 值 | 0.082 | 0.23710.21410.134 | 0.067 | 0.028 0.014 


随 着 + 的 值 的 增加 ， 最 初 p (r) 的 值 递增 ， 逐渐 达 到 最 大 
值 ， 其 后 逐步 递减 。 这 个 性 质 与 二 项 分 布 相同 。 
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以 上 我 们 讨论 的 对 象 都 是 离散 量 。 面 对 连续 量 〈 如 时 间 和 
距离) 时 ， 以 上 方法 失效 ， 例 如 ， 彼 得 的 体重 为 72 公斤 的 概 
率 是 多 少 ? 这 个 概率 值 为 0。 即使 彼得 的 体重 为 71.8 (甚至 精 
确 度 更 高 的 71.82) 公斤 ,我们 也 必须 认为 他 的 体重 不 是 72 公 
斤 。 当 讨论 对 象 为 连续 量 时 ， 我 们 必须 换 一 个 分 析 思 路 。 

正确 的 思路 是 ， 我 们 不 考虑 彼得 的 体重 恰好 是 72 公斤 的 
概率 (这 个 概率 值 只 能 为 0)， 而 是 考虑 彼得 的 体重 处 于 某 个 
固定 的 小 区 间 内 的 概率 ， 例 如 ， 其 体重 在 71.5 ~ 72.5 公斤 内 
的 概率 ,或 者 其 体重 在 71.9 ~ 72.1 公斤 内 的 概率 ， 等 等 ， 区 
闻 的 宽度 取决 于 我 们 所 希望 的 精确 程度 ， 可 以 任意 规定 。 在 处 
理 连 续 量 时 ， 我 们 只 关心 一 个 值 处 于 某 一 段 区 域内 的 概率 ， 而 
不 关心 这 个 值 恰 好 等 于 某 个 值 的 概率 。 

例如 ， 我 们 把 一 组 正常 的 成 年 男子 作为 样本 ， 统 计 其 体重 
的 分 布 情况 ， 并 以 柱状 图 表示 统计 结果 ， 如 图 AII.1 所 示 。 我 
们 把 横 坐 标 轴 划 分 为 71.5 ~ 72.5 公斤 之 类 的 车 于 区 间 ， 统 计 
每 个 对 象 的 体重 落 在 各 个 区 间 内 的 频率 ， 最 终 得 到 一 条 光滑 曲 


坐标 轴 围 成 一 个 封闭 区 域 ， 此 区 域 的 面积 为 1。 如果 我 们 想 知 
道 一 个 对 象 的 体重 落 在 某 个 区 间 内 (比如 说 70~75 公斤 ) 的 
概率 ， 这 个 概率 值 可 以 用 一 个 封闭 区 域 的 面积 反映 ， 此 封闭 区 
域 由 横 坐 标 轴 、 光 滑 曲 线 和 代表 规定 区 间 的 两 条 坚 线 围 成 ， 如 
图 AI.2 所 示 。 

最 常用 的 连续 分 布 是 所 谓 的 “ 正 态 分 布 "。 正 态 分 布 曲线 
的 形状 像 一 只 铃 销 。 图 AH.3 是 一 条 标准 的 正 态 分 布 曲 线 ， 标 
准 的 正 态 分 布 曲 线 的 特征 是 关于 纵 坐 标 轴 对 称 ， 而 且 曲 线 与 横 
坐标 轴 转 成 的 面积 为 1。 非 标准 的 正 态 分 布 曲线 可 以 转化 为 标 
准 的 正 态 分 布 曲线 ， 只 要 平移 纵 坐 标 轴 的 位 置 、 调 整 横 坐标 轴 
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的 单位 即 可 。 


六 AT .1! 
术 


: 180 个 正常 成 年 男子 的 体重 分 布 ( 假 想 数 据 ) 


体重 ( 公 打 )} 
图 AH .2: 一 个 对 象 的 体重 位 于 70~ 75 公斤 的 区 间 内 
的 概率 (阴影 部 分 面积 ) 


项 涓 蓉 闻 部 


~ a RN - 
60 70 80 90 100 


体重 (公斤 ) 

数学 家 详细 研究 了 标准 的 正 态 分 布 曲线 的 规律 ， 并 形成 了 
实用 性 很 强 的 数学 用 表 。 当 我 们 在 标准 的 正 态 分 布 曲线 下 计算 
某 一 个 概率 值 时 ， 通 常 不 需要 复杂 的 推演 ， 在 数学 用 表 中 就 可 
以 查 到 答案 。 附 录 3 中 有 进一步 的 介绍 。 在 统计 学 上 正 态 分 布 
相当 重要 。 

在 伯 努 利 试验 中 ， 首 次 S 出 现在 第 n 次 试验 中 的 概率 符合 
几何 分 布 。 应 用 几何 分 布 的 一 个 例子 是 分 析 在 一 场 足球 赛 中 第 
一 个 进 球 发 生 的 时 间 。 假 定 进 球 是 随机 事件 ， 单 位 时 间 内 进 球 
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图 A 有 .3 : 标准 正 态 分 布 
/(x)f 
0.4 


-2 1 0 1 2 
的 概率 保持 不 变 ， 则 第 .个 进 球 发 生 的 时 间 可 以 表示 为 图 


AH.4 的 形式 ， 这 种 情况 在 数学 上 称 为 “指数 分 布 "。 在 图 
AI.4 中 ， 指 数 分 布 曲线 与 横 坐 标 轴 围 成 的 面积 为 1， 这 个 特 
征 与 正 访 分 布 曲线 相向 。 如 果 我 们 想 知道 第 一 个 进 球 发 生 在 第 
12~20 分 钟 之 间 的 概率 ， 只 需要 计算 一 个 封 财 区 域 的 面积 ， 
此 封闭 区 域 由 横 坐 标 轴 、 光滑 曲线 和 代表 时 间 区 间 的 两 条 坚 线 
围 成 。 这 种 方法 可 以 处 理 类 似 问题 。 与 几何 分 布 相同 ， 指 数 分 


布 是 递减 的 。 
图 AU .4: 第 一 个 进 球 发 生 在 第 12 ~ 20 分 钟 
之 间 的 概率 (阴影 部 分 面积 ) 
4 
对 
应 
的 
概 
率 


et 


20 40 60 80 


时 间 ( 分 钟 ) 
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多 数 人 对 于 “平均 值 ” 的 理解 是 直观 的 。 通 常 ， 我 们 使 用 
“平均 值 ” 这 个 词 的 时 候 不 需要 严格 的 定义 。 然 而 ， 为 了 研究 
平均 值 的 应 用 范围 及 其 局 限 ， 我 们 需要 更 严格 的 分 析 。 

概率 分 布 可 以 告诉 我 们 关于 对 象 的 全 部 信息 :有 和 多少 种 可 
能 结果 ， 每 种 结果 发 生 的 概率 是 多 少 。 有 了 时候 我 们 确实 需要 完 
整 的 信息 ， 但 也 有 些 时 候 我 们 发 现 过 分 全 面 的 信息 反而 使 我 们 
抓 不 住 重点 ， 我 们 希望 对 资料 进行 有 效 的 综合 ， 提 炼 出 核心 因 
素 。 这 些 因 素 通 常 包括 : 

O 〇 最 可 能 出 现 的 结果 ; 

〇 平均 结果 ， 

O 〇 各 种 结果 关于 平均 值 的 变异 性 。 

假设 我 们 参与 一 个 有 奖 游戏 ， 我 们 关心 的 对 象 是 我 们 在 这 
个 游戏 中 将 获得 的 奖金 额 X。 我 们 可 以 列 出 一 个 表 ， 在 表 中 指 
明 各 种 可 能 结果 及 其 对 应 的 概率 ， 这 个 表 就 是 奖金 额 的 概率 分 
布 。 在 游戏 中 ， 我 们 最 关心 的 就 是 以 上 三 个 因素 。 如 果 这 个 游 
戏 是 大 英 帝 国 赛马 会 ， 最 可 能 出 现 的 结果 是 X=0。 
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平均 值 


最 简单 的 情况 是 义 只 有 两 个 可 能 值 。 假设 X=2 或 X=8。 
平均 值 取决 于 这 两 种 结果 各 自 对 应 的 概率 。 假 定 X=2 的 概率 
为 70% ， 一 开始 我 们 的 奖金 额 可 能 是 这 样 ， 

222822882222828222 

显然 ， 平 均值 接近 2 而 远离 8， 因 为 2 出 现 的 频率 较 高 。 
如 果 我 们 玩 了 1 000 次， 其 中 700 次 X=2 而 300 次 X=8， 则 平 好 
均值 为 

700 x 2+ 300x8 
1000 


在 一 般 情况 下 ， 我 们 就 是 这 样 计算 平均 值 的 ， 用 每 个 可 能 值 乘 
以 其 对 应 的 概率 ， 而 后 求 和 。 最 后 的 结果 用 玉 (X) 表示 ， 读 
作 “X 的 期 望 值 ”。 我 们 平常 所 说 的 平均 值 其 实 就 是 期 望 值 。 


=0.7x2+0. 3x8=3.8 


例 一 : 
掷 一 次 仍 子 ， 得 到 的 点 数 的 平均 值 是 多 少 ? 


解法 ; 
用 X 表 示 得 到 的 点 数 ， 则 X 可 能 为 1，2，3，4，5，6。 
每 种 结果 出 现 的 概率 为 /6。 于 是 ， 


_1wul 1 1 1 1 1 
E(X)=1x 6 +2 6 +3x 6 十 4X 6 +5x 6 +6x 6=3.5 


当然 ,实际 上 X 的 值 不 可 能 等 于 也 (X)。 这 种 情况 极其 
普遍 和 正常 ,但 有 些 人 对 此 感到 不 安 ， 他 们 认为 这 种 EE (X) 
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的 值 缺乏 意义 。 你 当然 知道 这 种 不 安 是 没 道理 的 ， 我 们 可 以 说 
“一 个 家 庭 平 均 有 2.4 个 孩子 "， 以 及 “99% 以 上 的 比利时 人 的 
腿 长 的 数字 高 于 平均 值 "， 这 类 说 法 是 有 意义 的 。 

平均 值 具有 某 些 和 谐 的 性 质 ， 这 些 性 质 通常 可 以 简化 计算 
过 程 。 例 如 ， 每 个 可 能 值 增加 … 倍 ， 则 平均 值 增加 一 倍 ; 若 二 
组 数据 的 和 的 平均 值 等 于 每 组 数据 的 平均 值 的 和 。 充 分 利用 这 
些 性 质 可 以 使 我 们 节约 很 多 时 间 。 请 比较 例 二 的 两 种 解法 。 


例 二 : 
同时 撕 两 榴 角子 ， 点 数 之 和 的 平均 值 是 多 少 ? 


解法 ~……; 
用 X 表示 两 枚 角 子 的 点 数 之 和 ，X 的 值 可 能 是 2，3，4， 
ee ，11，12。 每 个 值 对 应 的 概率 不 同 。 有 三 种 情况 使 得 
X=4: (1,，3)，(2，2) 和 (3, 1) 
有 四 种 情况 使 得 
X=5: (1, 4), (2, 3), (3, 2) 和 (4, 1) 
有 三 种 情况 使 得 
X=10: (4, 6), (5, 5) 和 (6，4) 
以 等 等 。 我 们 可 以 分 别 求 出 每 个 X 的 值 对 应 的 概率 ， 而 后 求 得 
平均 值 。 如 果 你 在 这 个 繁琐 的 过 程 中 没 犯错 误 ， 你 的 结论 将 是 
7。 


解法 二 : 

用 X 表 示 第 一 枚 角子 的 点 数 ， 用 Y 表示 第 二 枚 骨 子 的 点 
数 ， 则 两 枚 贷 子 的 点 数 之 和 为 X+Y。X 和 YY 的 平均 值 都 是 
3.5。 由 于 “和 的 平均 值 等 于 平均 值 的 和 ”"，X + YY 的 平均 值 为 
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3.5+3.5=7。 这 个 解法 简单 得 多 。 


例 三 ， 

在 一 局 游戏 中 ， 你 获得 的 奖金 额 可 能 为 1、2 或 3， 对 应 
的 概率 分 别 为 1/2、1/3、1/6。 玩 30 局 ,平均 你 将 获得 多 少 疾 
金 ? 


解法 : 

首先 求 出 在 一 局 游戏 中 的 平均 奖金 额 ， 然 后 乘 以 30 就 得 
到 答案 。 

在 一 局 游戏 中 ， 以 X 表 示 奖 金额 ， 则 


E(X)=1x i +2xi +3x 3 


2 3 6= 

玩 30 局 ,平均 奖金 为 30 x 5/3 = 50。 

在 附录 2 的 结论 六 中 ， 我 们 介绍 了 二 项 分 布 。 计 算 二 项 分 
布 中 的 平均 值 非常 简单 。 假 定 一 个 试验 重复 了 n 次 ， 在 每 次 试 
验 中 结果 是 5 的 概率 为 bp， 在 n 次 试验 中 平均 出 现 多 少 次 S? 

首先 考虑 n=1 的 情况 。 由 于 只 进行 一 次 试验 ， 可 能 结果 
只 有 两 种 : 出 现 1 次 S 或 出 现 0 次 S$， 对 应 的 概率 分 别 为 p 和 
1- pe。 所 以 S$ 出 现 的 平均 次 数 为 

lxp+0x (1-p) =p 

由 于 在 1 次 试验 中 S 出 现 的 平均 次 数 为 bp， 所 以 在 n 次 试 

验 中 S 出 现 的 平均 次 数 为 np。 


例 四 : 
一 个 试验 重复 了 4 次， 在 每 次 试验 中 结果 是 5 的 概率 为 
1/3, 在 4 次 试验 中 平均 出 现 多 少 次 S? 
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根据 刚刚 得 出 的 结论 ， 平 均 次 数 为 4x 173 = 4/3。 

下 面 我 们 利用 二 项 分 布 检 验 这 个 结论 。 根 据 二 项 分 布 公 
式 ,S 出 现 的 次 数 为 0、1、2、3、4 的 概率 分 别 为 

16/81, 32/81, 24/81, 8/81, 1/81 

所 以 平均 次 数 为 

Ox 16/81 + 1 x 32/81 + 2 x 24/81 + 3 x 8/81 +4x1/81= 
108/81 = 4/3 

可 见 我 们 的 结论 是 正确 的 。 


例 五 及 例 六 : 

在 第 一 章 中 ， 我 们 讨论 过 球 队 配对 问题 : 16 支 球 队 分 8 
对 比赛 ， 配 对 情况 尚未 公布 ， 你 的 任务 是 猜测 配对 的 结果 。 不 
关心 球 队 的 主客 场 ， 只 关心 你 的 配对 方案 与 实际 是 否 相 符 。 平 
均 你 将 猜 对 多 少 组 配对 情况 ”在 第 七 章 中 ， 我 们 讨论 过 扑克 牌 
相配 问题 : 把 两 副 扑 克 牌 分 别 洗 乱 ， 把 两 副 牌 依次 翻 开 ， 平 均 
将 出 现 多 少 次 两 张 牌 完全 相同 的 情况 ? 现在 我 们 根据 “和 的 平 
均值 等 于 平均 值 的 和 ”这 个 原则 分 析 这 两 个 问题 。 

先 考虑 扑克 牌 相配 问题 。 首 先 我 们 考虑 一 个 特定 的 位 置 ， 
比如 说 两 副 牌 中 的 第 23 张 牌 。 如 果 这 个 位 置 上 的 两 张 牌 完全 
相同 ， 则 认为 X=1， 否 如 认为 X=0。 利 用 这 个 办 法 为 每 个 位 
置 分 配 X 的 值 ， 得 到 52 个 X 的 值 ， 然 后 求 这 些 值 的 和 。 显 
然 ， 这 个 和 就 是 两 张 牌 完全 相同 的 情况 发 生 的 次 数 ， 于 是 ， 问 
题 转化 为 求 这 个 和 的 平均 值 。 对 于 任意 一 个 位 置 而 言 ， 两 张 牌 
完全 相同 的 概率 为 /32， 所 以 X 的 平均 值 为 

JIx (1/52) +0x (51/52) = 1/51 

一 共有 2 个 位 置 ， 由 于 “和 的 平均 值 等 于 平均 值 的 和 ”， 

最 后 的 答案 为 52x (1/52) = 1。 即 平均 将 发 生 1 次 两 张 牌 完 
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全 相同 的 情况 。 事 实 上 ， 无 论 一 副 扑 克 牌 包括 多 少 张 ， 答 案 都 
是 1。 

现在 考虑 球 队 配对 问题 、 列 出 球 队 的 实际 配对 情况 ， 然 后 
与 我 们 的 猜测 相 比 较 。 对 于 每 一 个 实际 的 配对 ， 如 果 我 们 猜 中 
了 这 个 配对 ， 则 认为 X=1， 和 否则 认为 X=0。 对 于 8 个 实际 配 
对 分 别 确 定 X 的 值 ， 然 后 求 这 8 个 值 的 和 。 这 个 和 就 是 我 们 猜 
对 的 配对 个 数 。 在 我 们 猜测 配对 方案 的 过 程 中 ， 我 们 认为 每 1 
交 球 队 的 对 手 可 能 是 其 他 15 支 球 队 中 的 1 支 ， 我 们 随机 地 选 
出 1 个 ,因此 ， 猜 中 的 概率 为 1/15。 也 就 是 说 ， 对 于 每 个 实际 
配对 而 言 ， 我 们 有 1/15 的 机 会 猜 中 ，X 的 平均 值 为 1/15。 计 
算 8 个 实际 配对 对 应 的 平均 值 的 和 ， 答 案 为 8/15。 

妥善 地 利用 “和 的 平均 值 等 于 平均 值 的 和 ”这 个 原则 ， 很 
多 看 似 复杂 的 问题 可 以 迎刃而解 。 

如 果 球 队 的 总 数 不 是 16 支 ， 也 可 以 应 用 以 上 分 析 方 法 ， 
结论 是 类 似 的。 例如 ， 为 24 支 球 队 配 对 ,平均 将 猜 中 12/23 
组 配对 ; 为 4 支 球 队 配对 ,平均 将 猜 中 2/3 组 配对 。 

在 附录 2 的 结论 四 中 ， 我 们 讨论 过 几何 分 布 的 一 个 应 用 : 
计算 首次 S 出 现在 某 一 次 试验 中 的 概率 。 在 实战 中 ， 我 们 通常 
关心 相反 的 问题 。 假 定 在 一 和 用 的 梳 章 为 110， 
平均 而 言 为 了 取得 第 一 次 胜利 我 们 需要 玩 多 少 局 


例 七 : 
在 几何 分 布 中 ,为 了 得 到 第 一 个 S 平 均 需 要 进行 1/p 次 试 


验 。 


证 明 : 
为 表述 方便 ， 用 q 表示 1 - p。 假 定 在 第 X 次 试验 中 S 首 


次 出 现 , 则 X = 1，2，3，4…… 的 概率 分 别 为 p，qp，qp， 
gp, 。X 的 平均 值 为 

E (X) =1xp+2xqp+3xqp+4xqp+… 

=p (1+2q+3q +49 1+") 

对 高 等 数学 略 有 所 知 的 读者 都 可 计算 出 最 后 的 结果 : 1/p。 

抛 一 枚 硬币 ， 得 到 正面 的 概率 为 1 /2， 即 p= 1/2。 所 以 为 
了 得 到 第 -- 个 正面 ， 平 均 需 要 抛 2 次。 这 个 结论 与 我 们 的 直观 
一 致 。 在 大 英 帝 国 彩票 中 ， 你 买 -- 张 彩票 获得 头 奖 的 概率 为 
1713 983 816， 所 以 为 了 中 第 -- 次 头 奖 ， 平 均 你 需 买 13 983 816 
张 彩 票 。 简 而 言 之 ， 如 果 一 件 事 发 生 的 概率 为 bp， 则 平均 而 言 
你 需要 等 待 lj/p 次 。 

在 附录 2 中 我 们 讨论 这 泊 松 分 布 。 在 泊 松 分 布 中 ， 对 象 的 
平均 值 为 x。 请 读者 验证 。( 需 要 一 点 高 等 数学 知识 。) 

以 上 讨论 平均 值 时 ， 我 们 对 这 个 词 的 用 法 与 日 常 语言 相 
同 。 有 一 个 概念 与 平均 值 密切 相关 ， 但 意义 不 同 ， 即 所 谓 的 
“中 位 数 "。 中 位 数 也 是 一 个 很 常用 的 量 。 把 一 组 数据 按照 大 小 
顺序 排列 ， 位 于 正中 的 那个 值 就 是 中 位 数 。 在 这 组 数据 中 随机 
地 选择 一 个 数 ， 这 个 数 不 大 于 中 位 数 的 概率 是 1/2， 这 个 数 不 
小 于 中 位 数 的 概率 也 是 1/2。 为 了 理解 中 位 数 与 平均 值 的 差 
别 ， 请 考虑 这 个 例子 : 在 一 个 公司 中 ， 有 一 小 批 人 工资 额 极 
高 。 这 些 人 的 工资 额 对 公司 雇员 的 工资 额 的 平均 值 有 影响 ， 但 
是 对 公司 雇员 的 工资 额 的 中 位 数 没 有 影响 。 

考虑 七 个 数 : 1123456491。 中 位 数 为 4。 如 果 把 49 换 
成 7 或 者 700 万 ， 中 位 数 不 变 ， 还 是 4， 但 平均 值 将 剧烈 变化 。 
最 初 平均 值 为 10， 把 49 换 成 7 以 后 平均 值 变 成 4， 把 49 换 成 


中 ” 厌 文 此 处 有 笔 误 ，qp 和 中 p 的 系数 错位 一 译 者 注 。 
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700 万 以 后 平均 值 超过 100 万 。 

有 时 候 一 组 数据 关于 中 位 数 完全 对 称 ， 此 时 中 位 数 与 平均 
值 相 等 。 如 果 一 组 数据 关于 中 位 数 大 致 对 称 ， 则 中 位 数 与 平均 
值 接近 。 


变异 性 


在 大 英 帝 国 彩票 中 ， 每 张 彩票 对 应 的 奖金 额 的 平均 值 是 
45 便士 ,而 奖金 额 的 中 位 数 是 多 少 与 此 无 关 ， 购买 者 用 其 他 
方法 判断 中 位 数 。 对 于 彩票 的 发 行者 而 言 ， 奖 金额 的 平均 值 是 
至 关 重 要 的 数据 ， 因 为 平均 值 决 定 了 发 行者 的 利润 。 但 对 于 购 
严 者 而 言 ， 平 均值 就 不 那么 重要 。 如 果 -…- 个 购买 者 每 周 买 一 张 
彩票 ， 则 平均 每 周 损失 55 便士 。 通 常 他 们 并 不 在 平 这 点 损失 。 
是 什么 东 贞 吸引 他 们 购买 彩票 呢 ? 设 想 改 变 一 下 彩票 的 对 奖 规 
则 : 每 张 彩票 都 中 奖 ， 而且 奖金 额 固定 为 4 便士， 此 时 每 张 
彩票 的 奖金 额 的 平均 值 不 变 ， 但 是 彩票 的 吸引 力 完全 丧失 了 。 
吸引 购买 者 的 关键 因素 在 于 结果 的 变异 性 。 

数学 家 发 明了 很 多 描述 变异 性 的 方法 。 最 常见 的 方法 是 用 
方差 ”描述 变异 性 。 方 差 即 每 个 X 的 值 与 平均 值 的 差 的 平方 
之 平均 值 。 用 XI ， X2，X3，…… ，X, 表示 X 的 nan 个 值 ， 其 平 
均值 为 E(X)， 则 方差 为 ( (Xi -下 (X))2+ (%- E(xX))? 
+ (Xs -EE (X)Y + (Xs - EE (X))?) /n。 以 彩票 为 
例 ， 如 果 各 个 实际 的 奖金 额 与 平均 值 的 差 较 小 ， 则 方差 较 小 ; 加 
有 反之， 如 果 各 个 实际 的 奖金 额 与 平均 值 的 差 较 大 ， 则 方差 较 
大 。 

方差 的 最 小 值 为 0。 在 彩票 中 ， 如 果 每 张 彩票 的 奖金 额 都 
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相等 ， 则 方差 为 0。 正 如 概率 值 不 可 能 在 0 ~1 的 范围 之 外 ， 
方差 的 值 不 可 能 小 于 0。 

对 于 给 定 的 概率 分 布 很 容易 求 出 方差 。 二 项 分 布 的 方差 为 
np 《1 ~ p)， 几 何 分 布 的 方差 为 (1 - p) /p 户 ， 泊 松 分 布 的 方差 
为 pe 

由 于 方差 是 平方 的 平均 值 ， 所 以 方差 的 单位 与 X 的 单位 
不 同 。 在 彩票 的 例子 中 ，X 的 单位 是 英镑 或 便士 ， 而 方差 的 单 
位 无 法 傅 定 。 为 了 处 理 这 个 问题 ， 有 时 候 我 们 用 “标准 差 ” 描 
述 变 异性 。 标 准 差 即 方差 的 平方 根 。 标 准 差 的 单位 与 X 相同 。 
方差 与 标准 差 表 达 的 信息 完全 相同 ， 前 者 更 容易 计算 ， 而 后 者 
更 容易 解释 。 这 两 个 值 经 常 被 用 来 描述 变异 性 ， 但 是 不 能 传达 
关于 变异 性 的 全 部 信息 。 如 果 和 概率 分 布 符合 以 下 两 个 条 件 ， 则 
这 两 个 值 非常 有 效 : 

条 件 A: X 的 值 关于 平均 值 对 称 ; 

条 件 B: X 的 值 与 平均 值 的 差 越 大 ， 则 X 对 应 的 概率 值 越 
小 。 

二 项 分 布 、 泊 松 分 布 和 正 态 分 布 符合 这 些 条 件 ， 而 几何 分 
布 和 指数 分 布 不 符合 这 些 条 件 。 

对 于 正 态 分 布 而 言 ， 如 果 知道 了 平均 值 和 标准 差 ， 就 可 以 
确定 这 个 分 布 的 全 部 信息 。 

用 玉 表 示 平 均值 ， 用 5 表示 标准 差 ， 则 正 态 分 布 具 备 以 下 
三 个 性 质 : 

OCX 的 值 出 现在 (E- 5) ~ (E+8) 的 范围 内 的 概率 大 
约 为 273; 

O 〇 XX 的 值 出 现在 (E-25) ~ (E+23) 的 范围 内 的 概率 
大 约 为 95%; 

O 〇 X 的 值 出 现在 (E-38) ~ (E+35) 的 范围 内 的 概率 
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大 约 为 99.7%。 

这 三 个 性 质 很 常用 。 请 参照 附录 2 中 的 图 AH.3。 

假设 我 们 进行 若干 局 游戏 ， 我 们 知道 每 一 局 中 的 奖金 额 的 
平均 值 和 总 共 的 奖金 额 的 平均 值 。 关 于 平均 值 有 一 个 简洁 而 实 
用 的 性 质 : 和 的 平均 什 等 于 平均 值 的 和 。 方 差 具备 同样 的 性 
质 : 和 的 方差 等 于 方差 的 和 。 

有 时 我 们 会 遇 到 这 种 情况 : 游戏 进行 了 很 多 局 ， 从 整体 上 
涪 ， 条件 A 和 条 件 B 是 被 满足 的 ， 而 对 于 每 一 局 游戏 而 言 ， 
这 两 个 条 件 未 必 被 满足 。 此 时 ， 标 准 差 依然 是 … 个 很 好 的 参照 
值 。 我 们 刚才 介绍 的 关于 正 态 分 布 的 三 个 性 质 通常 可 以 在 具体 
分 析 中 提供 帮助 。 

例如 ， 在 第 七 章 的 “搜集 卡片 ”一 节 中 ， 我 们 在 分 析 中 用 
到 了 正 态 分 布 的 性 质 。 其 实 我 们 的 研究 对 象 并 不 符合 正 态 分 
布 , 但 是 这 些 性 质 依然 成 立 ， 原 因 就 在 于 从 整体 上 说 条 件 A 
和 条 件 B 是 被 满足 的 。 

在 分 析 搜 集 卡 片 问题 时 ， 我 们 把 搜集 卡片 的 这 个 过 程 分 为 
若干 个 子 过 程 ， 每 个 子 过 程 的 目标 是 得 到 -- 张 新 卡片 。 这 些 子 
过 程 是 相互 独立 的 ， 比 如 说 ， 在 搜集 第 5 张 卡片 时 我 们 需要 买 
多 少 件 商品 对 于 在 搜集 第 11 张 卡片 时 我 们 需要 买 多 少 件 商品 
没有 影响 。 这 是 一 个 重要 条 件 。 每 个 子 过 程 符合 几何 分 布 。 

以 一 个 子 过 程 为 例 : 在 我 们 已 经 取得 第 17 张 卡片 以 后 ， 
为 了 取得 第 18 张 卡片 ， 平 均 需 要 买 多 少 件 商品 ? 买 1 件 商 品 
取得 第 18 张 卡片 的 概率 为 p= 7/24， 所 以 平均 需要 买 1/p = 
24/7 件 商品 。 这 是 几何 分 布 的 性 质 。 在 几何 分 布 中 ,计算 方 
差 的 公式 为 (1 ~p) /PP， 代 和 人 p=7/24， 得 到 方差 的 值 (24 x 
17) /RF。 利 用 同样 的 方法 可 以 分 析 其 他 子 过 程 。 

一 般 地 ， 为 了 搜集 到 N 张 卡片 ， 平 均 我 们 需要 买 
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1 1 .1 
N (1+F + 了 + +N) 
件 商品 。 我 们 需要 有 买 的 商品 数 的 方差 为 
: L 1 1 1 1 ] 
N? (137+tt + -N(l++F+3+"+N) 


当 NN 不 小 于 10 时 ， 这 个 值 的 近似 公式 为 
N2rc7M6-N (0.577 + In (N)) 

这 就 是 计算 方差 的 近似 公式 ， 下 面 考虑 标准 差 。 当 N 不 小 于 
20 时 ，N (0.577+ ln (N)) 的 值 比 N26 的 值 小 很 多 ， 对 这 
个 近似 公式 开平 方 时 可 以 忽略 减 号 以 后 的 部 分 ， 所 以 标准 差 为 
Nx r/V6， 约 等 于 1.28N。 当 N=49 时 ,平均 值 为 219， 标 准 差 
为 1.28x49=63， 二 者 之 和 为 262。 这 就 是 大 英 帝 国 彩票 中 的 
数据 。 

标准 差 可 以 用 于 分 析 轮 盘 财 。 假 定 你 玩 200 局 ， 每 局 押 1 
枚 筹码 。 此 时 ， 你 的 收益 额 的 概率 分 布 符合 条 件 A 和 条 件 B。 
如 果 只 在 数字 区 下 注 ， 由 于 每 1 局 中 你 将 损失 1/37， 所 以 在 
200 局 中 你 的 平均 收益 额 为 -200x (1/36) = -5.4。 收 益 额 
的 方差 取决 于 你 的 下 注 方 式 。 

假定 你 每 次 都 押 某 一 列 中 的 12 个 数字 ( 即 在 第 十 章 中 的 
图 10.2 的 F 区 下 注 )， 则 每 肩 中 的 收益 额 的 方差 为 2.70， 于 是 
200 局 中 的 方差 为 200 x 2.70 = 540， 开 平方 得 到 标准 差 23.3。 
平均 值 + 标准 差 = 18， 平 均值 -标准 差 = - 29。 所 以 ， 你 的 收 
益 额 在 -29 至 18 之 间 的 概率 为 2/3。 收 益 额 高 于 18 的 概率 和 
收益 额 低 于 - 29 的 概率 都 是 1/6。 精 确 地 计算 收益 额 的 概率 分 
布 非常 麻烦 ,但 是 利用 标准 差 可 以 轻松 地 得 到 一 些 有 用 的 结 
论 。 

假定 你 每 次 都 押 单 个 数字 ， 则 每 局 中 的 收益 额 的 方差 大 了 
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很 多 ， 为 34.08， 于 是 200 局 中 的 方差 为 200 x 34.08， 开 平方 
得 到 标准 差 82.6。 平 均值 + 标准 差 =77， 平 均值 -标准 差 = - 
88。 所 以 ， 你 的 收益 额 在 - 29 至 18 之 间 的 概率 为 2/3。 收 益 
额 超出 这 个 范围 的 概率 为 1/3。 相 比 之 下 ， 这 种 下 注 方式 使 得 
结果 的 不 可 预测 性 大 大 增加 . 

如 果 每 次 都 押 红 色 数 字 ， 则 平均 收益 额 为 -2.7， 标 准 差 
为 14.1。 平 均值 + 2 x 标准 差 = 25， 平 均值 - 2x 标准 差 = - 
31， 所 以 ， 你 的 收益 额 在 -31 至 25 之 间 的 概率 为 95%。 平 均 
值 +3x 标准 差 = 40, 平 均值 - 3x 标准 差 = -4$， 所 以 ， 你 的 
收益 额 在 -45 至 和 0 之 间 的 概率 为 95%。 你 的 损失 超过 45 的 
概率 只 有 1/740。 

如 果 一 个 赌 徒 玩 了 N 局 ， 收 益 额 的 平均 值 为 ~- NM37。 用 Y 
表示 每 局 中 的 收益 额 的 方差 ， 则 在 全 部 N 局 中 的 方差 为 NV。 
开平 方 之 后 ， 我 们 发 现 N 局 的 收益 额 的 标准 差 比 每 局 的 收益 
额 的 标准 差 增长 了 VN 倍 。 而 N 局 的 收益 额 的 平均 值 比 每 局 的 
平均 值 的 标准 差 增 长 了 N 倍 。 随 着 N 的 增加 ，VN 增 长 的 速度 
比 六 增长 的 速度 慢 很 多 ， 也 就 是 说 ， 随 着 N 的 增加 ， 结 果 的 
可 预测 性 增加 。 

例如 ， 玩 2 万 局 ， 每 局 下 注 1 枚 筹码 ,平均 收益 额 为 
-540, 标 准 差 为 230。 平 均值 +2x 标准 差 = -80， 平 均值 -2 
x 标准 差 = -1 000， 所 以 ， 你 的 收益 额 在 - 1 000 至 - 80 之 间 
的 概率 为 95%。 在 这 个 过 程 中 ,你 将 赢 很 多 局 ， 但 是 你 在 整 
体 上 获 益 的 概率 只 有 1%。 

但 是 在 大 莱 帝 国 彩 票 、 足 球 彩票 和 增值 彩票 中 ， 奖 金额 的 
方差 非常 巨大 ， 除 非 你 买 了 很 多 很 多 张 彩 票 ， 以 上 分 析 方 法 很 
难 提供 有 指导 意义 的 信息 。 绝 大 多 数 人 穷 其 --- 生 也 不 会 买 这 么 
多 彩票 。 分 析 这 类 问题 需要 更 精致 的 数学 工具 。 
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在 什么 情况 下 可 以 应 用 以 上 分 析 手 段 呢 ? 这 个 问题 没有 简 
单 的 答案 。 一 般 说 来 ， 奖 金额 的 对 称 性 越 好 ， 奖 金额 远离 平均 
值 的 概率 越 低 ， 以 上 分 析 方 法 的 适用 性 越 强 。 请 对 比 轮 盘 财 和 

WW 彩票。 这 个 问题 的 “变异 性 ” 太 强 了 。 


慷 灾 4 萝 素 尾 懈 泰和 多 


如 何 判断 一 校 硬币 出 现 正 面 和 反面 的 概率 是 不 是 相等 的 ? 
如 何 判断 一 枚 般 子 是 不 是 公平 的 ? 这 两 个 问题 考查 的 对 象 不 
同 ， 但 解决 问题 的 思路 是 一 样 的 。 基 本 原则 是 ， 在 有 证 据 表明 
作为 检验 对 象 的 器 械 (硬币 、 骨 子 等 等 ) 是 有 问题 的 之 前 ,我 
们 假定 此 器 械 是 没 问 题 的 。 具 体 的 方法 是 利用 此 器 械 产 生 一 组 
数据 ， 然 后 把 这 组 数据 与 标准 器 械 产 生 的 数据 相 比 较 ， 如 果 二 
者 符合 得 较 好 ， 则 认为 检查 对 象 是 没 问题 的 。 事 先 我 们 应 当 规 
定好 数据 的 丰富 程度 。 检 验 过 程 可 分 为 五 步 : 

(1) 假定 此 器 械 (硬币 ， 崩 子 ， 彩 票 续 码 发 生 器 等 等 ) 是 
没 问题 的 ; 

(2) 计算 出 一 个 标准 器 械 将 产生 的 平均 结果 ; 

(3) 比较 实际 数据 与 计算 出 的 平均 结果 的 偏差 ; 

(4) 计算 出 一 个 标准 器 械 的 结果 具备 同样 (或 更 大 ) 偏差 
的 概率 p; 

(5) 如 果 p 很 小 ， 则 否定 (1) 的 假定 ， 认 为 此 器 械 是 有 
问题 的 ; 否则 认为 没有 足够 的 证 据 表 明 此 骨 械 有 偏差 。 

p 的 值 越 小 ， 则 证 据 越 充分 。 如 果 得 到 一 个 较 大 的 p 的 


富 
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值 ， 则 说 明 检 验 结果 支持 “此 顺 械 是 没 问 题 的 ”这 一 假定 。 请 


注意 ， 支 持 这 一 假定 不 等 于 证 明 这 一 假定 。 实 际 情况 很 可 能 是 
这 样 : 此 器 械 确 实 有 偏差 ， 但 是 检验 的 数据 量 太 小 ， 偏 差 没 有 
暴露 出 来 。 

在 数学 上 ， 这 个 过 程 被 称 为 “ 拟 合 良 度 检 验 ”。 以 检验 -- 
枚 硬币 为 例 。 抛 100 次 和 硬币， 得 到 X 次 正 商 和 立 次 反面 。 显 
然 ，Y = 100-Xe。 我 们 使 用 了 商 个 字母 是 为 了 保证 讨论 过 程 的 对 
称 性 。 

步 台 (1)， 假定 这 枚 硬币 是 公平 的 ， 这 意味 着 每 抛 1 次 硬 
币 正 面 和 反而 出 现 的 概率 都 是 1/2。 因 此 ， 正 面 和 反面 应 当 各 
出 现 50 次 一 一 步骤 (2)。 

步 弛 (3)， 根据 实 际 的 X 和 YY 的 值 计 算 偏 差 。 用 下 表示 
偏差 ,计算 公式 为 

W 
这 个 值 称 为 “ 拟 合 良 度 统计 量 ”"。 当 X 和 YY 等 于 平均 值 时 ,下 
=0。X 和 YY 距离 平均 值 越 远 ， 则 的 值 越 大 。 较 小 的 多 的 
值 可 以 作为 支持 步骤 (1) 中 的 假定 的 证 据 。 

步骤 (4)， 计算 一 枚 标准 硬币 产生 偏差 W 的 概率 。 根 据 
附录 2， 把 一 枚 标准 硬币 抛 100 次 ， 结 果 符 合 二 项 分 布 ， 对 于 
给 定 的 殉 的 值 ， 得 到 的 偏差 为 W 的 概率 是 可 以 计算 的 。 

假定 X= 55，Y = 45， 则 WW= 1。 一 村 标准 硬币 产生 同样 
(或 更 大 ) 的 偏差 的 概率 为 37% 。 这 个 概率 值 可 以 认为 是 足够 
大 的 ， 因 为 一 枚 标准 硬币 有 三 分 之 一 以 上 的 概率 得 到 同样 (或 
更 大 ) 的 偏差 。W=1 的 检验 结果 支持 最 初 的 假定 。 

假定 X= 60，Y =40， 则 W=4。 一 枚 标准 硬币 产生 同样 
(或 更 大 ) 的 偏差 的 概率 仅 为 5.7%。 此 时 ,我们 有 理由 怀疑 


~ (X-50)° , (Y- 50) 
”50 30 
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此 硬币 是 有 问题 的 。 假 定 X=65，Y =35， 则 WW=9。 一 枚 标准 邢 
硬币 产生 同样 (或 更 大 ) 的 偏差 的 概率 仅 为 1/3%。 此 时 ， 我 
们 有 很 好 的 证 据 证 明 此 硬币 是 有 问题 的 。 

在 这 三 个 假定 下 ，p 的 值 分 别 为 37%、5.7% 和 1/3%。 多 
大 的 p 的 值 才 算 足够 的 小 呢 ” 这 个 问题 没有 绝对 的 标准 。 我 们 
只 能 说 ，p 的 值 越 小 ， 我 们 的 怀疑 越 有 根据 。 以 下 是 根据 多 年 
的 实际 检验 总 结 出 的 几 点 指导 性 原则 ， 

(1) 当 p 大 于 5% 时 ， 我 们 没有 理由 性 疑 此 器 械 是 有 问题 
的 ; 

(2) 当 p 在 1%~5% 之 间 时 ,我 们 有 理由 怀疑 此 器 械 是 有 
问题 的 ; 

(3) 当 p 在 1710% ~1% 之 间 时 ， 我们 有 充分 的 理由 怀疑 
此 器 械 是 有 问题 的 ; 

(4) 当 p 小 于 1/10% 时 ,我 们 有 强烈 的 理由 怀疑 此 器 械 是 
有 问题 的 。 

需要 强调 的 是 ， 以 上 原则 仅仅 是 建议 性 的 。 在 给 定 p 的 值 
和 标准 器 械 产 生 的 偏差 的 平均 值 的 情况 下 ， 可 以 确定 对 应 的 
VW 的 值 。 表 A4.1 是 一 些 常用 的 数据 。 

下 面 考虑 比 硬币 更 复杂 的 器 械 。 娜 120 次 锅子 ， 如 何 根 据 
实际 结果 进行 判断 ? 步 又 (1)， 假 定 这 枚 锅子 是 公平 的 。 由 于 
每 个 面 出 现 的 概率 相等 ， 所 以 每 个 面 平均 应 当 出 现 20 次 一 一 
步骤 (2)。 实 际 上 ， 六 个 面 出 现 的 次 数 分 别 为 A，B，C，D， 
E，F。 拟 合 良 度 统计 量 为 


_(A-20) (B-20) |. (F-20)? 
W= 四 + ++ 


只 有 在 六 个 面 都 出 现 20 次 的 情况 下 ，W 的 值 为 0。 实 际 数据 
与 平均 值 的 偏差 越 大 ， 则 W 的 值 越 大 。 在 确定 了 W 的 值 以 
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后 ， 下 … 个 任务 是 计算 掷 一 枚 标准 货 子 120 次 得 到 间 样 (或 更 


大 ) 的 偏差 的 概率 p。 由 于 骨 子 比 硬币 复杂 得 多 ， 这 个 过 程 很 
麻烦 ， 闪 好 我 们 不 必 了 人 解 计算 的 细节 ， 因 为 数学 家 已 经 准备 好 
了 现成 的 数学 用 表 ， 我 们 可 以 在 表 中 直接 查 到 答案 。 一 枚 标准 
角 于 产生 的 偏差 的 平均 值 为 5、 如果 久 的 值 为 11， 我 们 对 这 
枚 角子 应 当 怀 有 焉 放 。5%、1% 和 1/10% 对 应 的 WW 的 值 分 别 
为 11、15 和 21。W 的 值 越 大 ， 我 们 越 有 理由 怀疑 这 极 蜗 子 有 
问题 。 严 格 说 来 ， 为 了 使 我 们 的 结论 可 靠 ， 必 须 把 仙 子 掷 很 多 
次 。 在 实际 检验 中 ， 我 们 通常 采用 一 个 经 验 标准 : 在 步骤 (2) 
中 得 到 的 平均 值 不 小 于 5。 如 果 这 个 条 件 被 满足 ， 通 常 可 以 认 
为 试验 次 数 已 足够 多 。 

在 第 五 章 的 开头 ， 我 们 介绍 过 一 个 检验 般 子 的 例子 。 检 验 
进行 了 四 次 ， 每 次 搓 120 次 。 当 然 ，120 这 个 次 数 太 小 了 ， 不 
足以 暴露 问题 。 四 次 检验 得 到 的 觅 的 值 分 别 为 6.8、4.1、 
9.8、4.6， 其 中 三 个 值 接近 5， 而 旦 每 个 值 都 不 超过 11。 从 这 
些 数 据 出 发 ， 我 们 可 以 认为 这 枚 般 子 是 没 问 题 的 。 

到 目前 为 止 ， 我 们 讨论 了 两 种 器 械 ， 硬币 和 损 子 。 在 这 两 


， 个 例子 中 ， 有 一 个 量 非常 重要 一 个 标准 器 械 产 生 的 W 的 值 


的 平均 值 ， 这 个 值 称 为 “自由 度 "。 我 们 没有 必要 研究 计算 自 
由 度 的 过 程 ， 因 为 我 们 可 以 在 数学 用 表 中 查 到 需要 的 数据 。 

有 时 候 发 现 对 象 的 偏差 是 很 困难 的 。 一 个 关键 的 因素 是 我 
们 希望 发 现 的 偏差 的 大 小 。 以 硬币 为 例 ， 假 设 有 一 枚 有 问题 的 
硬币， 其 正面 出 现 的 概率 为 47%。 为 了 发 现 这 个 偏差 ， 需 要 
进行 多 少 次 试验 ? 抛 100 次 硬币 够 不 够 ? 

抛 100 次 很 难 发 现 问题 。 对 于 一 枚 标准 硬币 而 言 ， 抛 100 
次 得 到 的 正面 多 于 60 次 或 少 于 40 次 的 概率 为 5%。 在 100 次 
试验 之 后 ， 只 有 当 得 到 的 正面 的 次 数 多 于 60 或 少 于 40 时 我 们 


附录 4 拟 合 良 度 检验 401 


才 开 始 怀疑 硬币 有 问题 。 然 而 ， 这 枚 有 问题 的 硬币 得 到 的 正面 
次 数 的 平均 值 为 47， 得 到 正面 的 次 数 在 40 ~ 60 的 区 间 内 的 概 
率 为 9%。 因 此 ， 发 现 问 题 的 机 会 很 小 。 

如 果 进 行 1 000 次 试验 ,结果 如 何 ” 当 得 到 的 正面 次 数 超 
过 532 或 不 足 468 时 ,我们 开始 怀疑 这 枚 硬币 。 对 于 这 枚 硬币 
而 言 ， 这 种 情况 出 现 的 概率 为 /2。 所 以 ， 进行 1 000 次 试验 ， 
发 现 问题 的 机 会 为 350% 。 

如 果 进 行 1 万 次 试验 ， 结 果 如 何 ? 当 得 到 的 正面 次 数 超过 
5 100 或 不 足 4 900 时 ,我们 开始 怀疑 这 枚 和 硬币。 对 于 这 枚 硬币 
而 言 ， 这 种 情况 出 现 的 概率 只 有 1/30 000。 所 以 ， 进 行 1 万 次 
试验 足以 发 现 问题 。 

回顾 一 下 检验 过 程 。 首 先 我 们 求 出 多 的 值 ， 而 后 确定 概 
率 p。W 的 值 越 大 ， 则 p 的 值 越 小 ， 我 们 越 有 理由 怀疑 对 象 是 
有 问题 的 。 但 是 这 里 有 一 个 问题 : 当 p= 5% 时 ， 一 个 标准 器 
械 有 5% 的 可 能 产生 同样 的 试验 结果 ， 如 果 我 们 用 这 个 标准 检 
验 100 个 标准 器 械 ， 会 有 5 个 本 来 没有 问题 的 器 械 被 我 们 否 
定 ， 而 且 我 们 不 知道 是 哪 $ 个! 

在 进行 实际 检验 时 ， 我 们 有 可 能 犯 两 个 错误 : 其 一 ， 器 械 
原本 没 问题 ， 我 们 却 认为 它 是 有 问题 的 〈 错 杀 ); 其 二 ， 器 械 
原本 有 问题 ， 我 们 却 认为 它 是 没 问 题 的 〈 漏 网 )。 在 实验 次 数 
固定 的 情况 下 ， 如 果 我 们 试图 减少 犯 第 一 个 错误 的 概率 ， 就 必 
然 增 加 犯 第 二 个 错误 的 概率 。 避 免 错 杀 与 避免 漏网 ， 难 以 两 
全 。 全 如， 我们 本 来 以 p=5% 为 判断 的 分 界 ， 如 果 把 5% 减 少 
到 1%， 则 错 杀 的 概率 下 降 ， 但 漏网 的 概率 上 升 。 为 了 同时 降 
低 两 种 错误 发 生 的 概率 ， 只 有 一 个 办 法 ， 增加 试验 次 数 。 

现在 研究 大 英 帝 国 彩 票 的 号 码 发 生 器 。 一 个 号 码 发 生 器 每 
次 在 49 个 号 码 中 选 出 6 个， 对 于 一 个 标准 器 械 而 言 ， 每 个 号 
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人 码 出 现 的 概率 为 6/49~-- 一 步骤 (1)。 用 D 表示 试验 进行 的 次 
数 ， 则 平均 每 个 号 码 出 现 6D/49 次 一 一 步骤 (2)。 用 A 表示 
这 个 平均 值 ， 用 X 表示 一 个 号 码 实际 上 出 现 的 次 数 ， 我 们 可 
以 计算 出 49 个 值 : 


W 的 值 就 是 这 49 个 值 的 和 一 一 步骤 (3)。( 严 格 地 说 ， 这 个 机 
的 值 需 要 乘 以 48[/43， 因 为 这 个 器 械 在 49 个 可 能 结果 中 选择 6 
个 。) 

对 于 一 个 标准 器 械 而 言 ，W 的 值 的 平均 值 为 48。 概率 
5% 、1 和 和 1710 色 对 应 的 殉 的 值 分 别 为 646、74 和 84。1 次 检 
验 至 少 应 当 包含 多 少 次 试验 ”根据 常用 的 标准 ， 每 个 号 码 出 现 
的 平均 次 数 应 不 低 于 5， 即 至 少 进行 41 次 试验 ， 因 为 

41 x6/49=5.02>5 
我 们 把 41 次 试验 作为 1 次 检验 ， 而 到 目前 为 止 我 们 已 经 掌握 
的 大 英 帝 国 彩票 的 数据 为 246 轮 ， 把 这 246 轮 的 数据 分 为 6 次 
检验 ， 得 到 的 6 个 W 的 值 分 别 为 35.8、38.0、40.2、59.8、 
44.2 和 4 和 2.0。 每 个 W 的 值 都 低 于 65， 所 以 我 们 有 理由 认为 这 
个 器 械 是 公平 的 。 

为 了 判断 一 个 器 械 是 否 公平 ， 检 验 其 各 种 可 能 结果 出 现 的 
频率 是 否 均匀 当然 是 一 个 重要 的 方面 ， 但 不 是 全 部 。 另 -个 需 
要 考虑 的 因素 是 每 次 产生 的 结果 之 间 是 否 独立 。 如 果 有 一 枚 硬 
币 ， 它 轮流 产生 正面 和 反面 ， 则 仅仅 通过 频率 检验 我 们 会 认为 
它 非 常 标 准 ， 但 它 显 然 不 是 公平 的 。 

为 了 检验 一 枚 硬币 每 次 产生 的 结果 是 否 相 互 独立 ， 我 们 需 
要 计算 一 次 正面 后 面 紧 跟 一 次 反面 (或 正面 ) 的 频率 ， 以 及 一 
次 反面 后 面 紧 跟 一 次 正面 (或 反面 ) 的 频率 。 例 如 ， 我 们 连续 
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进行 30 次 试验 ， 得 到 的 结果 如 下 ! 

正 反 正 友 反 反正 反 反 友 正 正 反 反正 正 反正 反 友 正 反正 
反正 正 正 正 友 反 。 

一 共 出 现 了 14 次 正面 和 16 次 反面 。 拟 合 良 度 统计 量 为 


2 四 2 
W = (14 -15) ,16 = _ 2 _0 133 3 


显然 ， 这 个 值 是 可 以 接受 的 。 另 外 ， 考 虑 试验 中 出 现 的 14 次 
正面 : 其 中 有 5 次 其 后 紧 跟着 1 次 正面 ， 有 9 次 其 后 紧 跟 着 1 
次 反面 ; 试验 中 出 现 过 16 次 反面 : 其 中 有 9 次 其 后 紧 跟 着 1 
次 正面 ， 有 7 次 其 后 紧 跟着 1 次 反面 。( 我 们 认为 第 30 次 试验 
后 紧 跟 着 第 1 次 试验 。) 这 些 数 据 反 应 在 下 表 中 : 


| 其 后 紧 跟 的 正面 | 其 后 紧 跟 的 反面 


| 
正面 5 | 9 
肥 面 9 | 7 


| 


假定 这 枚 硬币 是 公平 的 ， 则 1 次 正面 之 后 紧 跟 着 1 次 正面 、! 
次 正面 之 后 紧 跟 着 1 次 反面 、1 次 反面 之 后 紧 跟着 1 次 正面 、] 
次 反面 之 后 紧 跟着 1 次 反面 这 四 种 情况 出 现 的 概率 应 当 相等 ， 
平均 每 种 情况 出 现 30/4 =7.5 次 。 用 A 表示 这 个 平均 值 。 根 据 
上 表 中 的 数据 可 以 算出 拟 合 良 度 统计 量 


由 于 W 的 值 受 到 在 这 个 检验 过 程 中 正面 和 反面 出 现 的 频率 的 
影响 ， 所 以 W 的 值 与 W, 的 值 有 关 。 为 了 消除 这 个 影响 ， 我 
们 求 这 两 个 值 的 差 ， 得 到 WW = W, -页 =1.33。 这 个 值 可 以 反 
应 每 次 试验 产生 的 结果 之 间 是 否 相 互 独立 。 


运 
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对 于 一 个 标准 硬币 而 言 ，W 的 平均 值 为 2， 概率 $% 、1 狗 
和 0.1% 对 应 的 Ww 的 值 分 别 为 6、9 和 114。 我们 的 检验 发 现 的 
贸 值 为 1.33， 所 以 没有 证 据 显 未 这 枚 硬币 在 每 次 试验 中 产生 
的 结果 之 间 存 在 相互 影响 。 

但 是 ， 如 果 我 们 的 30 次 试验 得 到 这 样 的 结果 : 正面 和 反 
面 轮流 出 现 ， 则 结论 完全 不 同 。 此 时 1 次 正面 之 后 紧 跟 着 1 次 
正面 、1 次 正面 之 后 紧 跟 着 1 次 反面 、1 次 反面 之 后 紧 跟 着 1 
次 正面 、1 次 反面 之 后 紧 跟 着 1 次 反面 这 四 种 情况 出 现 的 次 数 
分 别 为 0、15、15、0。 于 是 ，WI =0、W = 30、W = 30。 这 个 
W 值 太 大 了 ,我 们 有 理由 认为 这 枚 硬币 在 每 次 试验 中 产生 的 
结果 之 间 存 在 相互 影响 。 

利用 同样 的 方法 可 以 分 析 钥 子 。 第 一 步 ， 根 据 在 试验 中 每 
个 面 出 现 了 多 少 次 计算 出 拟 合 良 度 统计 量 W;; 第 二 步 ， 统计 
一 个 面 之 后 紧 跟 着 另 一 个 面 的 情况 出 现 了 多 少 次 。 由 于 每 次 试 
验 可 能 产生 6 种 结果 ， 所 以 我 们 需要 研究 6 x 6 = 36 种 情况 ， 
得 到 36 个 数据 。 利 用 这 36 个 数据 计算 出 拟 合 良 度 统计 量 W,; 
最 后 ,根据 W= W, -Wi 求 出 克 的 值 。 一 个 标准 的 仍 子 产生 
的 W 值 的 平均 值 为 30， 概率 5% 、1% 和 0.1% 对 应 的 WW 的 值 
分 别 为 44.51 和 60。 为 了 使 检验 结论 可 靠 ， 每 次 检验 至 少 应 当 
进行 180 次 试验 。 (180 这 个 值 是 这 样 得 出 的 : 我 们 需要 考虑 
36 种 情况 ,平均 每 种 情况 至 少 应 当 出 现 5 次 ， 所 以 试验 次 数 
不 低 于 180。) 

以 上 例子 的 核心 在 于 分 析 各 种 可 能 结果 出 现 的 频率 是 否 均 
匀 ， 如 果菜 些 结 果 出 现 的 频率 高 于 另外 一 些 结果 ， 利 用 这 种 方 
法 可 以 检验 出 来 。 这 种 方法 其 实 有 极其 广泛 的 应 用 ， 最 著名 的 
例子 之 一 就 是 伟大 的 遗传 学 家 备 德 尔 对 豌豆 的 研究 。 和 孟 德 尔 的 
研究 持续 了 很 多 年 ， 不 懈 的 努力 和 敏锐 的 洞察 最 终 导致 伟大 的 
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科学 发 现 。 孟 德尔 根据 自己 的 遗传 学 理论 提出 一 个 猜想 ， 把 踊 
豆 分 为 4 种 类 型 ， 则 4 种 类 型 出 现 的 概率 分 别 为 9/16、3/16、 
3/16 和 1/16。 为 了 便于 表述 ,我们 假设 孟 德 尔 进行 了 320 次 
试验 ， 于 是 4 种 类 型 的 欧 豆 应 当 分 别 出 现 180、60、60 和 20 
次 。 根 据 试验 数据 可 以 计算 出 拟 合 良 度 统 计量 难 。 如 果 豌 豆 
的 遗传 行为 严格 符合 孟 德 尔 的 理论 ，W 的 平均 值 应 当 为 3， 概 
率 5%、1% 和 0.1% 对 应 的 W 的 值 分 别 为 8、11 和 16。 试 验 结 
论 非常 理想 , 孟 德 尔 根据 实际 统计 数据 得 出 的 W 的 值 接近 于 
0。( 有 些 科 学 家 认为 这 个 试验 结论 好 得 可 疑 ， 它 相当 于 把 一 枚 
标准 硬币 抛 1 万 次 ， 而 恰好 得 到 5 001 次 正面 。) 40 年 之 后 苗 
德尔 的 伟大 工作 被 后 人 重新 发 现 ， 从 而 导致 了 现代 生物 学 的 诈 
生 。 

为 了 应 用 拟 合 良 度 检 验方 法 ， 我 们 需要 知道 三 个 关键 概率 
对 应 的 驳 的 值 。 下 表 是 一 些 常用 数 型 


5%、1% 和 0.1% 


314 


衣 灾 5 元 名 顺丰 


在 第 十 一 章 中 ， 我 们 研究 过 一 个 问题 : 如 果 你 确信 一 个 游 
戏 对 你 有 利 ， 你 应 当 投 入 多 少 赌注 ? 当时 我 们 介绍 了 由 约翰 ， 
L* 克 里 提供 的 最 佳 策略 ， 现 在 我 们 讨论 克 里 策略 的 数学 细节 。 


赔 率 为 1:1 的 情况 


你 最 初 的 资金 为 F， 在 1 局 游戏 中 你 可 以 任意 决定 下 注 额 
(当然 下 注 人 额 不 能 超过 你 现 有 的 资金 )。 游 戏 的 赔 率 为 1:1， 即 
如 果 你 的 下 注 额 为 X， 则 本 局 游戏 结束 后 要 么 你 输 掉 数额 为 X 
的 资金 ， 要么 你 赢得 数额 为 X 的 资金 。 游 戏 对 你 有 利 ， 以 p 
表示 你 在 1 局 中 获胜 的 概率 ，p > 50% 。 假 定 你 在 每 局 中 都 按 
固定 的 比例 在 你 现 有 的 全 部 资金 中 拿 出 一 部 分 下 注 ， 用 x 表示 
这 个 比例 。 你 应 当 如 何 选择 x 的 值 ? 

贪 禁 的 赌 徒 将 选择 非常 大 的 x 值 。 由 于 游戏 对 赌 徒 有 利 ， 
赌 徒 投入 的 赌注 越 多 ， 收 益 就 越 大 。 当 然 ， 在 这 种 选择 下 赌 徒 
廉 多 输 少 ,但 是 1 次 失利 就 会 使 财 徒 元 气 大 伤 。 一 个 极端 贪 焚 
的 赌 徒 会 每 次 都 投入 全 部 资金 ， 在 幸运 的 情况 下 他 的 资金 额 将 
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稳定 地 成 倍增 长 ， 然 而 ，1 次 失利 就 会 使 他 血本 无 归 。 相 反 ， 
胆 小 的 赌 徒 将 选择 非常 小 的 x 的 值 。 在 这 种 选择 下 ， 赌 徒 的 资 
金 将 安全 地 增长 ， 但 增长 的 速度 很 缓慢 。 最 佳 策略 是 在 这 两 种 
选择 之 间 取 得 均衡 。 

你 每 次 按 x 的 比例 下 注 ， 如 果 你 获胜 ， 则 资金 变 成 原来 的 
1+x 人 和 倍 ; 如 果 你 失败 ， 则 资金 变 成 原来 的 1 -x 信 。 在 游戏 进 
行 N 局 之 后 ,假设 你 获胜 M 局 ， 失 败 M ~ N 局 ， 则 你 的 资金 
额 变 为 

G= (1+xM (1 ~ x)" -MF 

你 的 资金 的 增长 倍数 为 C/F。 从 长 期 看 你 的 资金 按 平均 增 

长 率 旦 指数 增长 ， 计 算 增长 倍数 的 指数 ， 得 到 
log (G/F) =Mlog (1+x) + (N-M) log (1-x) 

这 个 值 是 N 局 游戏 的 增长 指数 ,为 了 得 到 每 1 局 游戏 的 平 
均 增长 指数 ， 需 要 把 这 个 值 除 以 N。 由 于 M/AN=p, 而 (N- 
M) /N=1-p， 每 1 局 游戏 的 平均 增长 指数 为 

plog (1+x) + (1-p) log (1 -x) 

所 谓 的 最 佳 策 略 ， 就 是 选择 一 个 适当 的 x 值 ， 使 得 这 个 平 
均 增 长 指数 取 最 大 值 。 熟 悉数 学 分 析 的 人 可 以 轻松 地 找到 答 
案 : 平均 增长 指数 取 最 大 值 的 条 件 是 x=p- (1-p)。 由 于 p 
就 是 你 在 1 局 中 获胜 的 概率 ， 而 1 - p 就 是 你 在 1 局 中 失败 的 
概率 ， 所 以 p- (1-p) 就 是 你 在 这 个 游戏 中 的 优势 的 大 小 。 
克 里 得 出 的 第 一 个 结论 是 : 当 赔 率 为 1:1 时 ， 如 果 游 戏 对 你 有 
利 ， 每 次 你 的 下 注 比 例 应 当 等 于 你 在 游戏 中 的 优势 的 大 小 。 

这 个 策略 可 以 保证 你 的 平均 资金 增长 率 最 大 。 如 果 你 选择 
比 克 里 建议 的 比例 更 大 或 更 小 的 x 值 ， 将 导致 平均 资金 增长 率 
的 下 降 。 

例如 ， 当 p=52% =0.52 时 ，1 -p=0.48，x =4%。 即 每 
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次 投入 当前 资金 额 的 4% 为 最 佳 策略 。 把 具体 的 p 值 和 x 值 代 
人 上 面 的 公式 ， 就 可 以 求 出 平均 资金 增长 率 。 当 pb 咯 大 于 172 
上 时， 平均 资金 增长 率 约 等 于 x/2。 由 于 x=4%， 平 均 资金 增 
长 率 为 0.000 8。 在 NN 次 游戏 之 后 ， 你 的 资金 额 变 成 1.0008"。 
由 于 在 实战 中 会 发 生 连 续 赢 (或 输 ) 若干 局 的 情况 ， 所 以 实际 
数据 可 能 有 较 大 波动 。 


在 其 他 赔 率 下 的 情况 


假定 赔 率 为 K:1 (KK 可 以 大 于 1， 也 可 以 小 于 1), 在 1 局 
中 你 获胜 的 概率 为 p， 游 戏 对 你 有 利 ， 即 p (K+ 1) > 1。 你 每 
次 按 x 的 比例 下 注 ， 如 果 你 获胜 ， 则 资金 变 成 原来 的 1 + Kx 
倍 ; 如 果 你 失败 ， 则 资金 变 成 原来 的 1 -x 售 。 利 用 同样 的 计 
算 方法 ， 可 以 得 到 在 每 局 中 的 平均 资金 增长 指数 

316 plog (1+Kx) + (1-p) log (1-x) 

这 个 值 取 最 大 值 的 条 件 是 x= p- (1- p) /K。 在 最 佳 的 

下 注 策略 下 ， 平 均 资金 增长 率 近 似 等 于 
Kx (1-x (K-1)) /2 

例如 ， 如 果 赔 率 为 2:1， 而 每 局 中 你 获胜 的 概率 为 40%， 

则 最 佳 的 下 注 比 鲍 为 
0.4- (1-0.4) /2=0.1=10% 

即 每 次 你 应 投入 全 部 资金 的 10%。 此 时 ,平均 资金 增长 

率 为 0.008。 
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赌 马 策略 


在 一 场 赛马 中 ， 某 匹 马 获胜 的 概率 为 p， 其 赔 率 为 a: 1。 
如 果 px (a+1) >1， 则 在 这 匹 马上 下 注 对 你 有 利 。 当 然 ， 
赌博 公司 总 是 精心 设计 赔 率 以 避免 这 种 情况 出 现 ， 但 有 时 确实 
会 发 生 这 种 情况 : 有 -- 匹 (或 更 多 ) 马 对 你 有 利 。 此 时 你 应 如 
何 下 注 ? 

用 区 里 策略 可 以 解决 这 个 问题 。 假 设 有 5 匹 马 (A，B， 
C，D，E) 参赛 ,每 匹 马 的 胜率 分 别 为 和 0%、30%、20%、 
8% 、2%， 赔 率 分 别 为 13:8、9:4、9:2、5:1、20:1。 

为 了 发 现 哪 匹 马 对 你 有 利 ， 分 别 计算 出 p (at 1) 的 值 , 5 
个 值 分 别 为 0.4 x 21/8 = 1.05，0.3 x 13/4 =0.975、0.2x 11/2 
=1.1、0.08 x 6/1 =0.48、0.02 x 21/1 = 0.42， 按 这 些 值 的 大 
小 顺序 为 5 匹 马 排 序 ， 顺 序 为 C、A、B、D、E。 

假定 你 的 策略 是 在 前 k 匹 马上 下 注 。 当 确定 k 以 后 , 我 们 
需要 计算 两 个 值 : 这 前 k 匹 马 的 胜率 之 和 ， 计 为 P (k); 以 及 
这 前 k 匹 马 对 应 的 1/ (a+ 1) 的 值 之 和 , 计 为 A (k)。k=1 
就 意味 着 你 只 在 1 匹 马 (C) 上 下 注 , P (1) 和 和 A (1) 分 别 为 
20% 和 2/11; k=2 就 意味 着 你 只 在 2 匹 马 (C 和 A) 上 下 注 ， 
P (2) 和 A (2) 分 别 为 20% + 40% = 60% 和 2/11 + 8/21 = 
0.5627; k=3 就 意味 着 你 只 在 3 匹 马 (C、A 和 B) 上 下 注 ， 
P (3) 和 A (3) 分 别 为 20% + 40% + 30% =90% 和 2/11 + 8/ 
21+4/13=0.870 46; k=4 就 意味 着 你 在 4 丐 马 (C、A、B 


9 原文 此 处 有 笔 误 ，8/21 误 为 8/13 一 一 译 者 注 。 


be 
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和 D) 上 下 注 ，P (4) 和 A (4) 分 别 为 98% 和 1.037。k>4 的 
情况 不 必 考 虑 。 一 旦 我 们 发 现 A (k) 的 值 超过 1， 我 们 就 停止 
这 个 计算 过 程 。 克 里 策略 只 涉及 那些 使 得 A (k) 的 值 小 于 1 


的 马 。 
对 于 每 一 个 使 得 A (k) < 1 的 k， 分 别 计 算出 

1-P (k) 

B (kK) =1 -Ak) 


的 值 。 比 较 B (k) 与 第 上 匹 马 对 应 的 px (a+1) 的 值 ， 如 果 
px (a+1) 的 值 大 于 B (k)， 则 在 前 k 匹 马上 下 注 。 找 到 满 
走 这 个 条 件 的 最 大 的 k 值 ， 计 为 入 。 克 里 策略 是 在 前 天 匹 马 上 
下 注 。 

在 这 个 例子 中 , A (1) <1,，B () = (1-0.2) 7 (1- 
2/11) =0.977, 第 1 匹 马 (C) 对 应 的 px (+1) 的 值 为 1.1， 
这 个 值 大 于 B (1)， 所 以 我 们 在 C 上 下 注 。B (2) = (1- 
0.6) / (1 -0.56277) =0.91 485， 第 2 匹 马 (A) 对 应 的 px 
(a+1) 的 值 为 1.05， 这 个 值 大 于 B (2)， 所 以 我 们 也 在 A 上 
下 注 。B (3) = (1-0.9) / (1-0.87 046) =0.772, 第 3 匹 
马 《B) 对 应 的 px (a+1) 的 值 为 0.975， 这 个 值 大 于 B (3)， 
所 以 我 们 也 在 B 上 下 注 。 请 注意 ， 虽 然 B 不 是 对 我 们 有 利 的 
马 ,我 们 仍然 在 B 上 下 注 ， 这 个 决定 从 整体 上 说 对 我 们 有 利 。 
由 于 A (4) > 1， 我 们 不 考虑 k> 3 的 情况 。 此 时 ，K=3， 即 
我 们 只 在 前 3 匹 马 (C，A 和 B) 上 下 注 。 

最 后 一 步 是 确定 在 每 匹 马 上 的 下 注 额 。 我 们 在 全 部 资金 中 
拿 出 1-B (k) 的 比例 下 注 ， 对 于 第 k 匹 马 (k=1，2,……… ， 
K)， 下 注 额 的 比例 为 p (k) -B (K) / (a (k) +1)。 在 这 个 
例子 中 ， 我 们 拿 出 全 部 资金 的 0.2 - 0.772 2/11 =6% 在 C 上 下 
注 ， 拿 出 全 部 资金 的 0.4-0.772 8/21 = 10.6% 在 A 上 下 注 ， 拿 
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出 全 部 资金 的 0.3-0.772 4/13=6.25% 在 B 上 下 注 。 

在 第 十 一 章 中 ， 我 们 介绍 过 这 个 例子 。 如 果 把 B 的 赔 率 
改 为 2:1， 其 他 条 件 不 变 ， 则 最 佳 策略 随 之 改变 。 此 时 我 们 不 
应 当 在 B 上 下 注 。 请 读者 完成 分 析 过 程 。 318 


经 了 态 耸 笑 


第 四 章 


1. 得 到 n 次 正面 和 n 次 反面 的 概率 约 等 于 1/ wnr。 

a) 抛 0 次 ， 即 n=253， 概 率 为 1/V25r 一 11%; 

b) 抛 250 次 ， 即 n= 125， 概 率 约 等 于 5%; 

c) 抛 1 000 次 ， 凤 n=500， 概 率 约 等 于 2.5%。 

2. 如 果 对 手 选 择 “ 正 正 正 正 ”， 你 的 最 佳 选择 是 “反正 正 
正 ”。 除 非 游 戏 一 开始 就 出 现 连续 四 次 正面 ， 否 则 你 必 胜 ， 胜 
率 为 13/16。 如 果 对 手 选择 了 “ 反 反 正 正 ”， 你 应 当 在 “ 正 反 
反正 ”和 “ 反 友 反正 ”之 中 选择 一 种 确定 为 最 佳 选择 。 由 于 前 
后 对 称 的 组 合 出 现 的 概率 较 低 ， 所 以 选择 后 者 更 好 ， 即 你 的 最 
佳 选 择 是 “ 反 反 反正 ”。 你 的 胜率 为 2/3。 如 果 你 选择 “ 正 反 
反正 ”， 你 的 胜率 为 7/12。 

3， 比率 依次 为 1，3，S，7，9。 

4. 0.002; 0.000 2; 0.000 025。 
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5. 出 现 0 次 频率 倒转 的 概率 最 大 。 最 后 平衡 点 只 能 出 现 
在 抛 侦 数 次 硬币 之 后 。 由 于 最 后 平衡 点 出 现在 两 端的 概率 最 
大 ， 所 以 答案 是 0 或 1000， 二 者 对 应 的 概率 相同 。 

6. 用 p (x) 表示 恰好 出 现 x 次 频率 倒转 的 概率 ， 则 随 着 x 
值 的 增加 ，p (x) 的 值 递 减 。 由 于 b)、c)、d) 所 包含 的 p (x) 
的 值 的 个 数 都 是 10， 所 以 无 论 抛 多 少 次 硬币 ，d) 对 应 的 概率 
高 于 c) 对 应 的 概率 ， 而 ec) 对 应 的 概率 高 于 b) 对 应 的 概率 。 

抛 N 次 硬币 ， 收 支 平衡 点 的 值 在 VN《X3 附近 .@ 当 N=1 
001 时 ， 收 支 平 衡 点 为 1 2， 即 频率 倒转 的 次 数 不 超 过 12 的 概 
率 与 超过 12 的 概率 大 致 相等 ， 这 说 明 频 率 倒转 的 次 数 不 低 于 
30 的 概率 极 低 。 所 以 四 种 情况 按 概率 大 小 排序 ， 顺 序 为 4)、 
c)、b) 、a)。 当 N= 10 001 时 ， 收 支 平衡 点 大 于 30， 这 说 明 频 
率 倒转 的 次 数 不 低 于 30 的 概率 大 于 50% 。 所 以 四 种 情况 按 概 
率 大 小 排序 ， 顺 序 为 a) 、d) 、c) 、b)。 


第 六 章 


1. 各 行 中 的 极 小 值 分 别 为 4、7 和 3， 所 以 最 大 极 小 值 为 
3; 各 列 中 的 极 大 值 分 别 为 2、10 和 15， 所 以 最 小 极 大 值 为 
10。 两 个 值 不 同 ， 所 以 鞍点 不 存在 。 如 果 把 “15” 换 成 “6”， 
则 最 大 极 小 值 和 最 小 极 大 值 都 是 7， 于 是 (b，C) 为 鞍点 。 

2. 在 表 6.6 中 ， 求 两 列 值 的 差 ， 得 到 (6，-2); 删 去 正 
人 负 号 并 交换 次 序 ， 得 到 (2，6)， 于 是 罗 伊 应 当 以 2/8 = 1/4 的 
概率 选择 正面 。 类 似 地 ， 求 两 行 值 的 差 ， 得 到 (4，- 4); 删 


Q 原文 此 处 有 笔 误 ，YVN/3 误 为 VN/A3 一 一 译 者 注 。 
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去 正 负 号 并 交换 次 序 ， 得 到 (4，4)， 手 是 克 林 应 当 以 1/2 的 
概率 选择 正面 。 

3. 不 存在 优先 选择 。 如 果 把 “10” 换 成 “9” (或 更 小 的 
数 )， 则 c 可 以 删除 。 

4. 支付 矩阵 如 下 : 


两 列 值 的 差 为 (11，~2)， 所 以 甲 方 应当 分 别 以 2/13 和 11/13 
的 概率 选择 a 和 b; 两 行 值 的 差 为 (5，- 8) ， 所 以 乙方 应 当 分 
别 以 8/13 和 5/13 的 概率 选择 B 和 C。 甲 方 在 游戏 中 的 平均 收 
益 为 107/13， 所 以 游戏 的 公平 参数 是 8.23。 

5. 由 于 一 枚 屈 子 只 有 6 个 面 ， 所 以 至 少 需 要 掷 2 次 角子 。 
先 掷 1 次 ， 如 果 得 到 的 点 数 为 “6"， 则 不 计 这 次 结果 ， 再 搓 1 
次 ， 直 到 出 现 点 数 不 为 “6” 的 情况 。 假 定 得 到 的 点 数 为 A。 
此 后 ,再 掀 1 次 ， 如 果 得 到 的 点 数 为 “1”"、“2” 或 “3”， 则 认 
为 答案 是 A; 否则 ， 认 为 答案 是 A+5。 

6. 支付 和 矩阵 如 下 : 
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对 于 罗 伊 而 言 , 0 优 于 1, 4 优 于 3， 所 以 1 和 3 这 两 行 可 
以 删除 。 文 付 矩 阵 变 为 : 


对 于 罗 伊 而 言 ，1 优 于 0,，3 优 于 4， 所 以 0 和 4 这 两 行 可 
以 删除 。 支 付 窍 阵 变 为 : 


现在 罗 伊 又 可 以 删除 选择 2。 充 林 又 可 以 删除 选择 2。 支 
付 矩 阵 变 为 : 


问题 还 原 为 表 6.1。 这 是 一 个 公平 游戏 。 罗 伊 应 当 随机 地 
选择 0 或 4， 克 林 应 当 随 机 地 选择 1 或 3。 

7. 交 林 每 次 都 出 2 枚 硬币 ， 每 局 必 胜 。 如 果 罗 伊 同意 这 
个 规则 ， 他 一 定 是 个 傻瓜 。 

8. 当 两 只 认 相 遇 时 ， 每 一 方 赢得 资源 的 概率 为 30% ， 所 
以 每 一 方 取得 的 资源 价值 为 6; 搏斗 使 双方 各 损失 8， 所 以 双 
方 的 收益 都 是 - 2。 同 理 ， 当 两 只 铝 相 届时 ， 双 方 的 收益 都 是 
6-3=3。 支 付 矩 阵 如 下 |: 


假定 鹰 所 占 的 比例 为 p， 则 鹰 的 平均 收益 为 -2p+12 (1 

~p) =12-14p， 鲁 的 平均 收益 为 3-3p。 当 p=9/11 时， 这 

两 个 值 相等 。 所 以 ， 按 9/11 的 概率 选择 座 式 策略 为 进化 稳定 
策略 。 

9. 用 2x 表示 资源 的 价值 ， 则 当 两 只 座 相 遇 时 ， 双 方 的 收 

益 都 是 x- 8; 当 两 只 锣 相 遇 时 ， 双 方 的 收益 都 是 x - 3; 当 壮 

与 镶 相 遇 时 ， 订 的 收益 是 2x， 蚤 的 收益 是 0。 在 这 种 情况 下 ， 

流 如 果 x 不 小 于 8， 则 六 式 策略 总 是 优 于 驻 式 策略 ， 蚀 将 消失 ，; 

如 果 x 小 于 8， 则 进化 稳定 策略 由 两 种 策略 混合 构成 ， 选 择 认 
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式 策略 的 概率 为 (x+ 3) /11。 这 个 结论 是 合理 的 ; 资源 的 价 
值 越 小 ， 选 择 座 式 策略 的 价值 越 低 。 


第 十 章 


1. 每 次 都 押 红 色 数 字 ， 大 胆 的 赌 法 是 这 样 ， 如果 手中 的 
资金 不 超过 50 英镑 ， 则 投入 全 部 资金 ; 如 果 手 中 的 资金 超过 
50 英镑 ， 则 投入 一 部 分 资金 ， 确 保 如 果 这 一 轮 获 胜 则 资金 恰 
好 达到 100 英镑 。 最 初 资金 额 为 20 英镑 ， 每 一 获胜 的 概率 p = 
737/148。 为 了 完成 目标 ， 前 两 轮 必须 获胜 ， 资 金 达到 80 英镑 ， 
概率 为 p2。 此 后 可 能 出 现 三 种 情况 : (1) 再 赢 1 次 ， 完 成 目 
标 ; (2) 输 1 次 ， 紧 接着 赢 1 次， 完成 目标 ; (3) 连续 输 2 
次 ， 重 回 起 点 。 用 x 表 示 完 成 目标 的 概率 ， 则 

x=p (p+ (1-p) p+ (1-p)2x)， 

于 是 x=0.19 286。 

第 二 种 赌 法 : 首先 用 16 英镑 押 六 个 数字 ， 如 果 获 胜 则 完 
成 目标 ， 概 率 为 6/37。 如 果 失 败 (概率 为 31/37) ， 用 剩 下 的 14 
英镑 押 数 字 0， 如 果 获 胜 则 拥有 144 英镑 ， 其 概率 为 /37。 从 
整体 上 说 ， 成 功 的 概率 为 0.184 8。 

一 种 更 好 的 赌 法 : 首先 用 16 英镑 押 六 个 数字 。 如 果 获 胜 ， 
则 已 完成 目标 ， 如 果 失 败 ， 拿 出 3 英镑 押 数 字 0。 如 果 第 二 次 
下 注 成 功 ， 则 完成 目标 ; 如 果 再 次 失败 ， 还 剩 下 1 英镑 的 峙 
本 。 此 时 ， 用 最 后 1 英镑 押 1 列 的 3 个 数字 ( 赔 率 为 1 赔 11)， 
如 果 获 胜 〈 概 率 为 3/37) ， 则 资金 变 为 12 英镑 。 再 用 12 英镑 
押 4 个 数字 ( 赔 率 为 1 赔 8)， 如 果 获 胜 (概率 为 4/37)， 则 完 
成 目标 。 这 样 ， 成 功率 增加 了 (3/37) x (4/37) = 0.0088。 
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这 种 赌 法 的 成 功率 为 0.1936， 比 押 红 色 数 字 更 好 。 

2. 在 每 1 轮 中 ， 平 均 你 将 损失 1/37 英镑 ,，90 轮 之 后 ， 平 
均 你 将 损失 2.43 英镑 。 在 第 89 轮 结束 以 后 ， 你 赢 钱 的 条 件 是 
获胜 5 次 ( 获 更 多 ); 在 第 91 轮 结 束 以 后 ， 你 赢 钱 的 条 件 是 获 
胜 6 次 (或 更 多 )。 在 每 1! 轮 中 ， 你 获胜 的 概率 为 x= 2/37， 失 
败 的 概率 为 y=35/37。 利 用 附录 4 中 介绍 的 二 项 分 布 可 以 得 出 
结论 : 

在 第 89 轮 之 后 ， 获 胜 次 数 不 超过 4 的 概率 为 

ys + 89ySx + 3916y® x? + 113564y%x + 2441626y85x4， 

这 个 值 约 等 于 0.47019。 所 以 在 第 89 轮 结束 以 后 ， 你 赢 钱 
的 概率 大 约 是 53%。 

在 第 91 轮 之 后 ， 获 胜 次 数 不 超 过 5 的 概率 为 
y+ 91y x + 4095y® 2 + 121485y%® x? + 2672670y x + 
2 46504458y%5x5， 

这 个 值 约 等 于 0.630 63。 所 以 在 第 89 轮 结束 以 后 ， 你 赢 
钱 的 概率 大 约 是 37% 。 

3. 酒鬼 安全 到 家 的 概率 是 20/100 = 20%。 平 均 他 将 在 街 
上 走 2 080= 1 600 步 。 把 他 的 步 长 变 成 原来 的 一 半 ， 即 街 长 为 
200 步 ， 酒 馆 距 离 家 40 步 。 酒 鬼 安 全 到 家 的 概率 是 40/200 = 
20% 。 平 均 他 将 在 街 上 走 40 160 =6 400 步 。 

4. 假定 你 的 第 一 轮 赌 注 为 1 枚 筹码 。 

a) 庄家 的 牌 不 是 烂 牌 ， 但 你 的 牌 比 他 的 牌 大 。 你 赢得 3 
枚 筹码 ; 

b) 你 输 掉 3 枚 筹码 。 你 应 当 增加 赌注 ， 但 是 庄家 的 牌 比 
你 的 牌 好 ; 

c) 你 增加 赌注 ， 并 和 且 获 胜 。 三 带 二 的 赔 率 为 1 赔 8， 你 赢 

当 得 17 枚 筹码 。 
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Aces，game， 扑 克 牌 中 的 A〈 中 国 
人 称 “ 尖 ")，274- 7 

Acesop， 伊 索 〈(《 伊 索 寅 言 》 的 作 
者 )，278 

Arguments，flawed， 错 误 的 观点 ，3 
-4, 27— 8, 53, $6 ~ 7, 83~ 
4, 85 - 6, 87, 90 - 1, 161, 
163, 273 - 4, 275 

Appleton，David， 戴 维 ' 阿 帕 莱 顿 ， 
253 -0 

Average (explanation of) ， 对 “平均 
值 ”的 解释 ，9- 12，297 - 302 

duration (of random walk)， 酒 抱 所 
走 的 平均 步 数 ，195- 8 

losses，see particular games， 平 均 损 
失 (参阅 具体 游戏 ) 


number of matches， 平 均 相 配 次 数 ， 
131 

payo 铝 ， 平 均 收 益 ，108，110，111 
-]4 

stake 《Casino Stud Poker)， 赌 场 扑 
充 中 的 平均 赌注 ，209 

wait，see waiting time， 平 均等 待 时 
间 (参阅 “waiting time”) 

winnings， see particular games， 平 均 
获胜 次 数 (参阅 具体 游戏 ) 

Averages，law of， 平 均 律 ，8 ~ 9， 
31~2,50 

baccarat,， 比 九 点 (一 种 赌博 游 
戏 )，210- 13 

backgammon， 西 洋 双 陆 棋 ，70 ~ 9， 
2900~1 
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blots，leaving， 留 下 的 孤子 ,，77 -8 

doupling cube， 要 求 加 们 的 权力 ， 
70-4 

optimal moves， 最 佳 走 法 ,74 -6 

pip count， 全 部 棋子 距 终点 的 距离 
总 和 ，74，76 

ie- entering，《 被 俘虏 的 模子 ) 重 
新 放 人 棋盘 ，78 -9 

packwards induction， 倒 推 法 ，171 
-5 

badminton， see squash， 羽毛球 
(参阅 “squash”) 

Bagley，Desmond， 戴 斯 芳 得 德 . 拜 
里 ，103，127 一 8 

Bass，Thomas， 托 马 斯 ' 柏 斯 ，198 
-9 

battle of the sexes games， 两 性 博弈 ， 
113 ~ 18 

Benford” s law， 本 福 德 法 则 ，269 
-72 

Bernoulli trials， 伯 努 利 试验 ，288 
-00 

best - of - n contests，2n+ 1 局 n 胜 
制 的 比赛 ，49，145 - 60，179， 
182，292 

bias，detection of， 人 偏差 检验 ，29 - 
31, 307 -11 

binomial distribution ， 二 项 分 布 

definition and properties， 二 项 分 布 
的 定义 及 性 质 ，289 - 92，299 - 


300，303 

uses of， 二 项 分 布 的 应 用 ，61 -2， 
147，190 -2 

birthdays，coincident， 相 同 的 生日 ， 
123 — 7，131 

coincident birth months， 相 同 的 出 生 
月 份 ，140 

blackjack， 二 十 一 点 ，213 - 15 

Blockbusters， 抢 答 游 戏 ，178 -82 

Bond”s game， 拖 德 游戏 ，103 -4 

Bonds, Premium， see Premiums 
Bonds,， 增值 彩票 (参阅 “Pre- 
miums Bonds”) 

bookmakers， 赌 博 公 司 ，216- 30 

49”s game， 峭 博 公司 经 营 的 六 合 
彩 ，226-7 

average retum, 赌博 公司 的 平均 回 
报 ，224 

Dettori Day， 车 朗 凯 :底特律 事件 ， 
219 - 24 

history， 赌 博 公司 历史 ，216 一 7 

margin， 赌 博 公 司 的 利润 ，217 - 
18, 220, 225 

odds， 赔 率 ，2 -3，217，224 

manipulating， 操 纵 赔 率 ，221 -2 

seting， 设 定 赔 率 ，219 - 20，224 
-5, 240 

overround，see margin， 奏 余 (参阅 
“margin”) 

SP， 即 时 赔 率 ，219- 20 
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bridge， 桥 牌 ，257 -63，285 -7 

bus，number 11，11 路 公共 汽车 ， 
58 

cards (see also individual card game) 
扑克 牌 (参阅 具体 的 扑 交 有 牌 游 
戏 ) 

Aces，at least two? 至 少 持 有 两 个 
和，274 一 7 

collecting，see coupon collecting， 搜 
集 卡 片 (参阅 “coupon collect- 
ing” ) 

guessing game， 猜 扑克 有 牌 游 戏 (第 
七 章 中 的 扑克 有 牌 问题 二 )，133 
-6 

matching packs game， 扑 克 牌 相配 
游戏 (第 七 章 中 的 扑克 牌 问题 
一 )，131-3，300-1 

model of， 扣 克 牌 问题 的 理想 模型 ， 
1-2, 3 

poker hands， 若 于 手 牌 ，202，283 
一 和 

for randomizing， 以 扑克 牌 作为 生成 
随机 数 的 工具 ，96，210 -11 

shufling， 洗 牌 ，258，263 -5 

car numbers，matching， 汽 车 牌照 
号 码 匹 配 (第 七 章 中 的 《破坏 
者 》 问 题 二 ), 127 -8 

casinogs， 赌 场 ，83，184 - 215 

reguations， 赌 场 规 则 ，184，199.， 
200 


Casino，'The Newtonian, 《赌场 中 的 
力学 》，198 -9 

Casino Stud Poker， 赌 场 扑 克 ，185， 
201 - 210，215 

average retumn， 赌 场 扑克 中 的 平均 
回报 ，209 

mles， 赌 场 扑克 的 规则 ，202 -3 

strategy， 赌 场 扑 克 中 的 战略 ，204 
一 9 

chemin de fer， 比 九 点 ，210 ~ 13 

Chevalier de Mere， 凯 夫 勒 . 德 . 米 
勒 ，85 

chi ~ square, see goodness — of - fit, 
( 即 9 平 方 ， 参阅 “goodness - of 
-fit”) 

coins，games with， 硬 币 游戏 ，3 - 
4, 49-67, 90-1 

equality of Heads，Tails， 正 面 和 反 
面 出 现 次 数 相 等 , 7 ~ 9, 49 - 
51, $9— 64, 66 

fair， 理 想 硬 币 ，49，52 - 4，307 
-9, 310- 13 

first equality， 最 初 平衡 点 ，60，566 

fluctuation， 频 率 波动 ，59 -64 

Galton”s game， 高 顿 游戏 ，3 -4 

last equality， 最 后 平衡 点 ，62 - 4， 
66 

lead changes， 频 率 倒 转 ，60 - 2， 
66, 07 

longleads，《〈 正 面 或 反面 出 现 的 频 
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率 ) 长 期 领先 ，59 - 60，66 

matchings game， 和 硬币 匹配 游戏 ， 
90~1, 93, 95, 97, 98-~9 

model of， 硬 币 问 题 的 理想 模型 ， 
49 

Penney- ante， 潘 尼 游 戏 ，54 - 8， 
609 -6 

for randomizing， 以 硬币 作为 生成 随 
机 数 的 工具 ，49，95 

runs， 抛 硬币 的 过 程 ，32 -- 3 

St Petersburg game， 圣 彼得 堡 游 戏 ， 
S2 -4，65 

colour， guess the， 猜 背面 颜色 ， 
273-4 

computer simulation, see simulation, 
计算 机 模拟 (参阅 “simula- 
tion” ) 

contest，best of np，2n + 1 局 n 胜 制 
的 比赛 ，49，145 - 60，179， 
182，292 

length of， 比 赛 长 度 ( 指 进行 多 少 
局 )，277 -8 

coupon collecting， 搜 集 卡 片 ，136 
-41,，304-5 

counter signals game， 筹 码 游 戏 ， 
107- 11 

counting， 计 数 ，279 - 84 

Cover，Thomas， 托 马 斯 . 卡 活 ，277 
-8 

craps， 双 做 赌博 (一 种 用 两 枚 禹 


子 玩 的 赌博 游戏 )，82 - 3，213 

cricket， 板 球 . 61，143，233 -5， 
247 - 90 

Duckworth/Lewis method， 德 克 华 效 
一 路 易 斯 方法 ，247 - 50 

spread betting on， 针 对 板 球 的 差额 
赔 博 ，233 -5 

croquet， 杷 球 ，2S5 

dating game， 约 会 游戏 ，91 - 2， 
93，95，100- 1 

degree of belief， 相 信 的 程度 ，2-3 

Dettor Day， 弗 朗 凯 .底特律 事件 ， 
219 - 24 

Diaconis，Persi， 帕 西 . 达 克 尼 斯 ， 
264 

dice (see also particular dice game ) ， 
钥 子 (参阅 具体 的 贷 子 游戏 ) 

averages， 骨 子 的 平均 点 数 ，298 - 
9 

double sx， 双 六 ，85 -6，287 -8 

fairness， 般 子 的 公平 性 ，68 - 70， 
309- 310，313 

four dice problem， 四 枚 般 子 问题 ， 
85 -6, 287—8 

game with， 角 子 游戏 ，68 - 89 

poker， 扑 克 骨 子 ，88 -9 

for randomizing， 以 骨 子 作为 生成 随 
机 数 的 工具 ，96，122 

sizes， 般 子 的 类 型 ，6 -7，68 

three dice totals， 同 时 三 两 故 般 子 ， 


83—5 

two dice totals， 同 时 狂 三 枚 般 子 ， 
77-8，80、298 -9 

difference equation， 差 分 方程 ，196 
一 了 

digit，first sigmificant， 第 一 位 有 效 
数字 ，269 - 72 

distributions ， definitions (see also in- 
dividual entries)， 各 种 分 布 的 定 
义 〈 参 阅 具 体 词 条 ) 

binomial， 二 项 分 布 ，289 - 92， 
299 -~ 300，303 

continuous， 连 续 分 布 ，293 -6 

exponential ， 指 数 分 布 ，295 -6 

geometic， 几 何 分 布 ，288 - 9， 
301，303 

nomal， 正 态 分 布 ，294 - 5 

Poisson， 泊 松 分 布 ，292 - 3，301， 
303 

uniform， 均 匀 分 布 ，285 

dominance, see strategy, dominated. 
优先 策略 (参阅 “strategy， 
dominated ) 
Dostoyevaky，Jyodor， 陀 思 妥 耶 夫 
斯 基 (俄国 著名 作家 ) 200- 1 
Dove -~ Hawk game， 铝 一 记 博 奔 ， 
111- 15,122 

Downton，Frank， 弗 兰 克 ' 道 顿 ， 
212~ 13 

draw and process， 抽 签 循 环 制 ，255 
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-6 
drunkard” xs walk， 酒 鬼 回 家 问题 ， 
194 -8，214 


Duckworth/lLewis method， 德 克 华 兹 
一 路 易 斯 方法 ，247 - 50 

FEpstein，Richard， 理 查 德 . 艾 斯 坦 ， 
8+1— S53, 264, 265 

Emie， 电 子 随机 号 码 发 生肖 ，43 
-3 

ESS. 进化 稳定 策略 ， 
121，122 

event (s)， 事 件 ，285 

disjoint (excjusive)， 排 斥 事件 ，S， 
82，286 -7 

independent， 独 立 事件 ，5 - 7，287 

which comes first， 先 发 生 的 事件 ， 
82—3 

evolutionarily stable strategy， 进 化 稳 
定 策略 ，113- 15，121，122 

expected value 、see average， 期 望 值 
(参阅 “average”) 

FA Cup draw，guessing matches， 猜 
测 联 盟 标 足球 赛 的 抽签 配对 结 
果 ， 10,， 300- 1 

fair games ( see also particular 
games)， 公 平 游戏 ，10 - 11，52 
- 4, 90, 9 - 8, 128, 146, 
158~ 9，195 - 6 (参阅 具体 游 
戏 ) 

fairground games， 投 标 游 戏 ，87- 9 


113 - 15, 
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family，boy - gin problem， 男 该 一 
女孩 问题 ，163 

favourable games (see also particular 
games) ，《〈 对 某 一 方 ) 有 利 的 游 
戏 , 4，83，86 -7，87 - 9，90 
-1, 95, 99 - 100，199，277 -- 
8 (参阅 有 具体 游戏 ) 

Feller，Wiliam， 威 廉 : 费 勒 ，59， 
61，64 

find the lady， 挑 盒子 游戏 ，161 - 
3，273，276 

fisherman”s game， 钓 鱼 问 题 ，93 
~4，98，107 

footbal，Ameriean， 美 国 橄榄 球 ， 
236 -了 

Football Pools， 足 球 彩 票 ，36 - 41， 
46-8 

average return， 尼 于 彩票 的 平均 回 
报 ，37，47 

compared to other gambles， 足 球 彩 
票 与 其 他 博彩 形式 的 比较 ，46 
~8 

dividends paid， 是 球 彩票 支付 的 奖 
金 ， 拓 -8，48 

draw frequency， 平 局 出 现 的 频率 ， 
41 

history， 是 球 彩票 的 历史 ，36 - 7， 
40-1 

jackpotg， 头 奖 ，40-1，47 一 8 

pemms， 覆 音 所 有 候选 号 码 组 合 ， 


39 

Plans， 投 注 方案 ，39 

scoring systems， 计 分 系统 ，37，40 
一 1 ， 

sk 午 ， 买 足球 彩票 的 技巧 ，38 

winning changces， 获 奖 机 会 ，48 

frand detection， 公 平 性 检验 ，272 

Galileo， 贷 利 略 ，84 

Calton，KFraneis， 弗 兰 西 斯 ' 高 顿 ， 
3-4 

games (with few choices) (see also 
particujar games) ， 据 择 较 少 的 游 
戏 ，90 - 122 (参阅 具体 游戏 ) 

graphical solution， 几 何 解 法 ，109 
-10 

played by animals， 动 物 之 间 的 游 
戏 ,，111 -5，121 

strategies，finding， 导 找 策 略 ，98 
-100，261 -2 

value of， 游 戏 的 公平 系数 ，99 - 
100，103，108，110，120 

games with many choices ， 有 多 种 抉 
择 的 游戏 ，102，106 -11 

game theory， 对 策 论 (博弈 论 )， 
90—122, 211 ~ 12 

Gardner，Martin,， 马丁 . 格 德 纳 ， 
276 -7 

Ceorge，S. L. ，S. 工 . 乔治 ，252 - 
3 

geometric distmibution， 几 何 分 布 
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definition an broperties， 几 何 分 布 的 
定义 及 性 质 ，288 - 9，301，303 

use of， 几 何 分 布 的 应 用 ，137， 
289，301，303，304 

golf, 245 -6 

goodness 一 of ~ 款 ， 氢 合 良 度 ，30 - 
1，44，307 - 14 

Greene，Graham， 格 拉 哈 姆 .格林 
尼 ，193 

guess the colour game， 猜 背面 颜色 
问题 ，273 -4 

guilty husband game， 有 罪 的 丈夫 问 
题 ，101 -2 

hammer throw， 掷 链球 ，246 - 7 

Hawk - Dove game， 认 一 镶 卫 弈 ， 
1l1l— 15, 122 

Hex， 六 边 形 游戏 ，182 -3 

Holder，Roger， 罗 格 . 堆 德 ，212 - 
13 

honesty in data， 数 据 的 真实 性 ， 
272 

horse racing, see also boolanakers, 
赛马 ，216 ~- 22$，229 - 32， 
236，317 - 18 (参阅 “bookmak- 
ers” ) 

independence， 独 立 性 ，5 - 7，21. 
31 -2，70，83，147，15$9，267 
287,312-13 

index beting，see spread bet， 差 额 
赃 笨 ，( 参 阅 “spread bet”) 
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induction，backwards， 倒 推 法 ，171 
一 人 

insurance， 保 险 ，11 - 12，199， 
220，221，222 

Kelly strategy， 克 里 策 赂 ，227 - 
30,，315 -18 

Kemeny，jJoha， 约 得 .上 表皮 尼 ，212 

lady，find the， 挑 盒子 问题 ，161 
~-3，273，276 

Law of Averages， 平 均 律 ，8 - 9， 
31 -2，5S0 

long nms， 多 次 重复 ，7-~9 

Lottery， 彩 票 ，13 - 35 

Canadian， 加 拿 大 彩票 ，20，22 

italiaa， 意 大 利 彩 票 ，22 

JInish， 爱 尔 兰 彩票 ，22，225 -6 

New Zealand， 新 西 兰 彩 票 ，22 

Swiss， 瑞 士 彩 票 ，21 -2 

UK，see UK National Jotery， 英 国 
彩票 (参阅 “UK National lot- 
tery” ) 

Lucky Dip， 幸 运 星 (一 种 生成 随 
机 号 码 的 便携 器 械 )，20，22， 
29，130 

Lado， 卢 度 棋 〈 也 称 “ 印 度 棋 ”)， 
70 

margin，see hookmakers， 利 涧 ( 参 
阅 “bookmakers”) 

Markoy chain， 马 尔 科 夫 链 ，243， 
266 -9 
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Matthews，Robert， 罗 过 特 ' 马 修 ， 
127, 130-1 

maximin， 最 大 极 小 值 ，93，121 

median， 中 位 数 ，260，302 

Mendel，Gregor， 志 德尔 (著名 生 
物 学 家 )，313 

military games， 备 事 游戏 ，213 -14 

Millman， Martin， 马 丁 ` 密 尔 曼 . 
213— 14 

minmax， 节 小 极 大 值 ，93 - 121 

mixed strategy， see strategy, mixed ， 
混合 策略 (参阅 
mixed”) 

models (see also individual subjects). 
模型 (参阅 具体 模型 ) 

Bemouli ， 伯 努 利 模型 ，288 - 90 

cards， 扑 克 有 以 模 型，1- 2 

coin， 和 硬币 模型 ，49 

data， 数 据 模 型 ，271- 2 

idealized， 理 想 模 型 ，2，3 

Markov， 马 尔 科 夫 模型 ，266 - 8 

probability， 概 率 模型 ，1 - 3，285 
-96 

Monoploy， 芍 断 棋 ，79 - 82 

Moris，Cad， 卡 尔 : 莫 里 斯 ，251 - 
2 

motel，choice of， 选 择 旅 馆 问 题 ， 
142-3 

moto，mathematician”s， 数 学 家 的 
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”sirategy ， 


National Lottery，see UK National 
Lottery， 大 区 帝国 彩票 (参阅 
“UK National Lottery” ) 

Nero”s mles， 尼 禄 规则 ( 尼 禄 是 
家 罗马 皇帝 )，150-2 

Newtonian Casino，The，《 赌 场 中 的 
力学 》，198 -9 

Nigrini sums， 尼 格林 尼 求 和 法 ， 
272 

normal distibution， 正 态 分 布 ， 
140, 247, 294 -5，303 -6 

odds (see also bookmakers )， 赔 率 
(参阅 “bookmakers”)，4，130， 
133, 187，201，202 

equivalent to spread bets， 转 化 为 差 
额 财 博 的 赔 率 ，235 - 6 

opinion polls， 民 意 测验 ，118 -9 

Orwet，George， 乔 治 . 奥 维尔 ， 
205 

outcome， 结 果 ，285 

overround， see bookmakers， 盘 余 
(参阅 “bookmakers”) 

Packel，Eqward， 爱德华 :派克 欧 ， 
72 

Pascal”s triangle， 帕 斯 卡 三 角形 ， 
281 -2 

Penney -~ ant， 洪 尼 游 戏 ，54 -~ 8， 
86 

physics，in roulette， 轮 盘 赌 中 的 力 
学 ，198 -9 


Poisson distribution， 泊 松 分 布 

definition and properties， 泊 松 分 布 
的 定义 及 性 质 ，292 - 293，301， 
303 

use of， 泊 松 分 布 的 应 用 ，130 - 1， 
132 ~ 3，239 -~ 得 ，241 - 2, 
244，292 ~ 3，301，303 

poker ( see also Casino Stud Poker )， 
扑克 牌 〈 参 阅 “Casino Stud Pok- 
er )，202，283 ~- 4 

poker dice， 扑 克 骨 子 ，88 - 9 

Pooljs，see Football Pools， 彩 票 ( 参 
阅 “Football Pools”) 

Premium Bonds， 增 值 彩票 ，42 - 48 

average retum， 增 值 彩票 的 平均 回 
报 ,，42,，45, 4 

compared to other gambles， 增 值 彩 
票 与 其 他 博彩 形式 比较 ，46- 8 

Emie， 包子 随机 号 码 发 生 涤 ，43 
-5 

history， 增 值 彩票 的 历史 ，4 和 2 一 3 

integrity， 增 值 彩票 的 公平 性 ，43 
-4 

prizes， 增 值 彩票 的 奖金 ，42 - 3， 
48 

unclaimed prizes， 增 值 彩 票 中 无 人 
认领 的 奖金 ，46~7 
机 会 ，42，45，47 -8 

Prisoners ” dilemma game， 因 徒 迟 
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论 ，104 -5 

Price is Right, see Showcase show- 
down， 燃 金 揭晓 (一 种 电视 节 
目 , 内 容 为 有 奖 游 戏 ， 参阅 
“Showcase showdown” ) 

prize，dividing， 瓜 分 奖金 ，265 -6 

probability (explanation of)， 概 率 
(的 解释 )，1- 12，285 -96 

comparisons， 比 较 对 概率 的 解释 ， 
5 

degree of beliief， 相 信 的 程度 ，2 -3 

long rm average， 长 期 而 言 的 平均 
值 ，7-9 

measuring scale, 概率 的 取 值 范围 ， 
4-5 

one -of experiments， 一 -次 人 性 实验 ， 
2-3，9 

repeatable experiment， 可 重复 性 实 
验 , 7-9 

problem of points， 分 配 奖 金 问 题 ， 
265 -6 

queue，joining wrong， 排 队 问 题 ， 
65 

randomizing device， 产 生 随 机 数 的 
英 械 ，95 - 6，110 - 11，122， 
211 

random walk， 酒 鬼 回 家 问题 ，1%4 
— 8, 215 

repeatable experiments， 可 重复 性 实 
验 .7-9 
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rouette， 轮 盘 财 ，184 - 201 

average retum， 轮 盘 赌 中 的 平均 加 
报 ，186，188，190 

being ahead， 在 轮 盘 赌 中 领先 〈 即 
得 利 )，190-2，215，305 - 6 

bets available， 轮 盘 赌 中 允许 的 下 
注 方式 ，187 

bold play， 厌 胆 的 下 注 方式 ，188 
— 90，215 

doubling up strategy， 赌 注 依 次 加 倍 
的 下 注 方式 ，192 - 3 

Dostoyevsky，Fyodor， 陀 思 妥 耶 夫 
斯 禁 (俄国 著名 作家 〉200 -1 

Drmunkard”s walk， 酒 鬼 回 家 问题 ， 
194 ~ 8, 215 

house perspective， 购 场 的 收益 分 
析 ，199 - 200 

Labouchere， 拉 勃 切 ，194 

odds paid， 赔 率 ，187 

physics，using， 轮 盘 赌 中 的 力学 ， 
198 -9 

reaching a goal， 在 轮 盘 赌 中 达到 
个 月 标 ，188 - 90，197 - 8，215 

wheel， 轮 盘 赌 的 轮 盘 ，185 -6 

rugby league，betting on， 对 橄榄 球 
下 注 ，235- 6 

saddle， Point， 鞍 点 ，94， 98， 
101，102，104，106，107，120 

St Petersburg game， 圣 彼得 堡 游 戏 ， 
52-4 


Secretariat, 秘书 处 (一 匹 赛马 的 
名 字 ), 231 -2 

secretary，scatterbrained， 粗 心 大 意 
的 秘书 ，133 

seeding， 安 排 种 子 选 手 ，150，255 

sexes，battle of， 两 性 博弈 ，11S - 
18 

Showcase showdown， 幸 运转 盘 (一 
种 电视 游戏 )，175 -7 

shuffling， 洗 脾 ，263 -5 

significant digitt，first， 第 一 位 有 效 
数字 ，269 - 72 

simulation， 《计算 机 ) 模拟 ，79， 
80- 1, 97, 118 - 19，135 -~ 6, 
155, 264 

Snell，Laurie， 拉 里 :斯 奈 尔 ，212 


snooker， 斯 庶 克 ，63，145，146 - 
50 
soccer, (see also FA Cup, Football 


Pools)， 足 球 (参阅 “FA Cup 各 
Football Pools") 63, 74,，146, 
239-45 

betting on， 赔 球 ，218，225，234， 
235，238 

birthdays of players， 球 员 的 生日 ， 
127，130-1 

fastest goal， 最 快 的 进 球 ，238 

first goal，advantage of， 首 先进 球 
的 优势 ，240- 2 

models for matches， 比 赛 模 式 ，239 
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-40，295 -6 

red cards， 红 牌 ，243 -5 

yellow cards， 黄 牌 ，242 - 3 

Spoilers，The， 《破坏 者 》 103， 
127~ 8 

spread betting， 差 额 赌博 ，232 -8 

closing a bet， 反 向 操作 ，235 

how it works， 差 额 赌博 的 原理 ， 
232—4 

odds equivalent， 相 等 的 赔 率 ，235 
-6 

performance index， 差 额 赌 博 中 的 
期 货 价 格 ，235，236，237 -8 

risks in， 差 额 赌博 的 风险 ，235 

square root，role of， 平 方 根 的 角色 
( 指 两 个 量 x 和 y，x 变 为 原来 
的 n 倍 则 y 变 为 原来 的 倍 )， 
118, 19, 149, 155, 160, 306 

squash， 壁 球 ，145，152 - 5，160 

standard deviation， 标 准 器 械 ，140 
-1, 237, 303-6 

starting price 《SP)， 邑 时 赔 率 ，219 
-20,，222，232 

statisticians，place in sport， 研 究 体 
育 问题 的 统计 学 家 ，146，158 
-9, 247, 255-6 

Sting，The, 《刺激 》 (1973 年 的 一 
部 电影 )，54 

Stirling ”s formmula， 斯 达 灵 公式 ， 
31，66，149 


Strategy (see also individual games/ 
problems)， 策 略 (参阅 具体 的 
游戏 和 问题 ) 

dominated， 优 先 策 略 ，106 - ?7， 
109 - 10，120，122，211 - 12 

evolutionarily stable， 进 化 稳定 ，113 
~ 19，121，122 

finding best， 寻 找 最 佳 策略 ，98 - 
100 

Kely， 克 里 ，227-30, 31$- 18 

mixed， 混 合 策略 ，94 ~ 5，98 - 9， 
102 ~ 3，104，107 - 8，112， 
114，120- 1，210，212 

tennis， 网 球 ，145，146，155 - 9， 
160, 251—4 

strategies， 网 球 战略 ，252 -4 

Thormp，Edward， 爱 德 华 - 姚 ，213 

Tosca，as a game， 美女 与 警察 局 
长 问题 ，105 -6 

Tote，the， 赛 马 彩票 ，230 -2 

average return, 赛马 彩票 的 平均 回 
报 ，231- 232 

tournament formats， 锦 标 赛 的 形式 ， 
254-6 

Trick 1， 第 一 个 窍门 ，124，275， 
287~8，291-2 

TV games， 电 视 游 戏 ，161 - 83 

UK National Lottery， 大 英 帝 国 彩 
票 ，13 - 35 

average retum， 大 英 帝 国 彩票 的 平 
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均 回 报 ，17，35，47，302 

bonus number， 中 奖 号 码 ，13，17， 
139，305 

compared with other gambles， 与 其 他 
博彩 形式 比较 ，46- 8，200 

duplicating tickets， 相 同 的 彩票 ，27 

faimess， 公 正 性 ，13 - 4，28 - 34. 
311 

gambler”s choices in， 购 买 者 的 选 
择 ，19 -26，35 

hot numbers， 热 号 码 ，31 -3 

improbable outcomes， 不 可 能 的 结 
果 , 33-4 

integrity of， 公 正人 性 ，13 -4，28 - 
34，311 

Lucky Dip， 幸 运 星 ，20，22，29， 
130 

odds， 赔 率 ，15 - 17，35 

prze， 奖 金 ，13，17- 19，35，48 

mles， 规 则 ，13 

sales， 销 售 ，13，22，24 - S$，27， 


season tickets， 季 票 ，20，46 

stategies， 购 买 策略 ，13，22，24 
-5, 27, 46 

unclaimed prizes， 无 人 认领 的 奖金 ， 
46 

wheejs， 轮 盘 ，28，40 

winning chances， 获 奖 机 会 ，15 - 
17, 35, 47—-8 


winning set，repeat of， 重 复 的 获奖 
组 合 ，129 ~ 30 

unfavourable games, see favourable 
games，【《 对 某 一 方 ) 不 利 的 游 
戏 《 参 阅 “favourable games”) 

uniform distribution， 均 名 分 布 

definition of， 定 义 ，285 

use of ， 应 用 ，123，126 -7，128 - 
30，139，17$，177，285 

value of game， 游 戏 的 公平 参数 ， 
%-100，103，108，110，120 

variability, (see also standard devia- 
tion) 变异 性 (参阅 “standard 
deviation” ),，11 ~ 12，29，30， 
190，192，237，245 -7，302 -6 

variance， 方 差 ，302 -5 

of sum，( 一 组 数据 的 ) 和 的 方差 ， 
304—5 

vowel of consonant game， 元 音字 母 
一 辅音 字母 问题 ，266 -8 

waiting time， 等 待 时 间 (原文 此 处 
排版 有 误 一 一 译 者 注 ) 

for all Bonus numbers， 等 待 全 部 中 
奖 号 码 出 现在 彩票 中 )，139 

for backgammon re - entering， 把 棋 
子 重 新 放 人 棋盘 的 等 待 时 间 
(在 西洋 双 陆 棋 中 ) ，78 

for coincident bithday， 在 生日 问题 
中 的 等 待 时 间 ，123 -7 

for collecting al coupons， 在 搜集 卡 


片 问 题 中 的 等 待 时 间 ，136 - 41 

for goal in soccer， 等 待 进 球 的 时 间 
(在 足球 比赛 中 )，234，238 

for Lottery jackpot， 等 待 头 奖 的 时 
间 (在 彩票 中 )，15 

for matching card， 在 扑克 牌 相配 问 
是 中 的 等 待 时 间 ，131- 3 

for all months as birthdays， 在 生日 
问题 中 的 等 待 时 间 (考虑 出 生 
月 份 )，123 -7 

for pattem， 等 待 一 种 组 合 出 现 的 
时 间 《在 潘 尼 游戏 中 )，56 -8 

for repeat of Lottery numbers， 等 待 中 
奖 号 码 重复 的 时 间 (在 彩票 
中 )，129 -30 

for Six， 等 待 六 点 出 现 的 时 间 (在 
掷 仍 子 中 ) ，70 

for Straight 了 ush， 等 待 同花顺 出 现 
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的 时 间 (在 赠 场 扑 殉 中 ) ，203 

for Success， 等待 S$ 出 现 的 时 间 
(在 伯 努 利 试验 中 ) ，301 

Waugh，Evelm， 伊 伍 灵 ，' 华 夫 ， 
199 

Weaver，。， Waren， 华 伦 . 韦 沃 ， 
273，276 -7 

whist，see bridge， 惠 斯 特 〈 一 种 扑 
克 游 戏 . 桥牌 的 前 身 。 参 阅 
“bridge”》 

Wiliamns。j D，j.D. 威廉 姆 斯 ， 
102 ， 

Wipeout， 猜 猜 看 (一 种 电视 游 
戏 )，163 - 75 

jlustrates backwards induction， 倒 推 
法 的 例子 ，171 -5 

rules， 规 则 ，163 -4 

tactics， 策 略 ，165 -70 


